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AVERTISSEMENT. 


La  géométrie  analytique,  jusqu'à  ces  derniers  lemps,  a  élé  rédiiile 
à  l'emploi  presque  exclusif  des  c(W)rdonnées  cartésiennes.  On  y  a 
joint,  depuis  peu,  les  coordonnées  trilatères  el  létraédriqucs,  mais 
sans  les  développer  d'une  manière  systématique.  La  méthode  analy- 
tique, qui  résulte  de  l'usage  de  ces  différents  systèmes,  suppose 
que  les  figures  géométriques  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d'un  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  équation  à  deux  ou 
à  trois  variables  :  c'est  la  méthode  de  Descartes,  Aujourd'liui,  on  a 
Imaginé  une  nouvelle  géométrie  analytique  basée  sur  un  procédé 
corrélatif  pour  engendrer  les  courbes  et  les  surfaces  :  on  considère 
les  unes  comme  provenant  du  déplacement  continu  d'une  droite 
dans  un  plan,  et  les  autres  comme  résultant  du  déplacement 
analogue  d'un  plan  dans  l'espace.  De  là  dérivent  les  coordonnées 
tangentielles  qui  servent  à  la  détermination  de  la  droite  el  du  plan 
mobile.  On  a  négligé,  jusqu'ici,  de  s'occuper  de  ces  nouvelles 
coordonnées  dans  les  ouvrages  élémentaires.  Nous  voulons,  dans  ce 
cours,  combler  cette  lacune  regrettable  ;  développer  suffisamment  les 
principes  et  les  formules  fondamentales  de  chaque  système  de 
coordonnées;  montrer  ensuite  comment,  étant  donné  un  certain 
ordre  de  propriétés  connues  et  démontrées  par  la  méthode  de 
Descartes,  on  peut  en  déduire,  avec  les  coordonnées  tangentielles, 
un  ordre  correspondant  de  vérités  géométriques  différentes  des 
premières.  Tel  a  été  notre  but. 

Nous  commençons  par  traiter  le  plan  et  la  ligne  droite  suivant 
les  coordonnées  cartésiennes  qui  servent  de  base  à  toutes  les  autres. 
Les  questions  qui  s'y  rattachent  sont  ensuite  résolues  d'après  les 
autres  systèmes;  ce  qui  nous  conduit  à  quelques  formules  dignes 
d'être  remarquées  telles  que  les  relations  entre  les  coelficienis  dîrec- 
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leurs  d'une  droile,  l'expression  de  h  dislaiice  de  di^iix  poinUs,  celle 
de  la  distance  d'un  point  à  un  plan,  elc.  Avant  d'aborder  l'équalion 
générale  du  second  degré,  nous  donnons  les  équalions  de  la  sphère 
par  rapport  aux  diverses  coordonnées  ainsi  qu'un  conri  exposé 
des  propriétés  d'un  syslème  de  splières,  Nous  arrivons  ensuite  à 
l'étude  des  siirfaees  du  second  ordre  :  elle  comprend  la  détermina- 
tion du  centre  et  des  plans  principaiis,  l'examen  des  caractères 
particuliers  de  chacune  d'elles  tirés  des  équations  réduites,  la 
recherche  des  lignes  focales  et  des  propriélés  des  surfaces  liomo- 
focales,  la  discussion  de  l'équation  du  second  degré  en  coordonnées 
tétraédriques,  une  série  d'exercices  et  de  problèmes  avec  les  solu- 
tions indiquées. 

Les  limites  de  ce  cours  ne  nous  permettent  pas  de  nous  occuper 
des  courbes  dans  l'espace  ou  tracées  sur  une  surface;  cctle  théorie 
se  rattache  plus  spécialement  au  calcul  infinitésimal,  et  c'est,  par  les 
ressources  de  l'analyse,  qu'il  convient  de  la  traiter.  Nous  préférons 
faire  connaître,  en  terminant,  les  méthodes  les  plus  connues  pour 
la  recherche  des  propriétés  générales  des  surfaces  du  second  ordre, 
et  consacrer  quelques  chapitres  à  la  génération  des  surfaces  ainsi 
qu'à  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  remarquables  des 
surfaces  réglées  et  des  surfaces  algébriques. 

Nous  avons  consulté  spécialement,  pour  rédiger  ce  cours,  les 
ouvrages  suivants  :  Principes  de  géométrie  analylique,  par  M,  Painvin; 
Géométrie  de  direction,  par  M.  P.  SEniiET  ;  A  trcalise  on  Ihe  analytic 
géométrie  of  three  dimensions,  par  M.  G.  Sauion;  Yorlesungen  léer 
analytische  Géométrie  des  Raumes,  par  M,  Hësse  ;  etc.  Puissent  nos 
efforts  faciliter  l'accès  de  ces  ouvrages  remarquables  aux  jeunes  gens 
qui  étudient  les  mathématiques,  et  leur  inspirer,  pour  la  géométrie 
analytique,  le  goût  et  l'attention  que  mérite  une  science  aussi 
attrayante  que  féconde  en  découvertes. 

J.  oaklvoy. 
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5  5.  Surface  inscrite  et  circonscrite  à  un  tétraèdre,  1  un  quudrilaltre  gauclie  ; 

surface  conjuguée  il  un  tétraèdre.  Théorème  de  M.  Hcsso 5ii3 
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divers .      ,  5M 
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§  2.  liitorseelioH   de  dcUJi  surfaces  du  second  ordre.  Cou 


5  3.  Rnlalion  snalytiquo  entre  dix  points  d'une  surface  du  second  oïdie,  entre 

dix  points  conjugués  à  une  rnênic  surfucc.  Aiipttcalions H7 
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seconda  classe ^32 

§3,  Betation  aiialydijue  entre  di\  plans  tangents,  di\   plans  conjugues  ii  une 

surface  de  secoiidu  classe i3S 

CilAl'ITUE  XVI. 
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5  5.  Figures  homologiqucs  :  formules  et  propriétés 4as 

CII.VPITRIÎ  XVII. 
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y  Google 


CHAï'ITRE    XVIII. 
Sarfaoes  algébriques. 

^  1.  Théorèmes  gëiiémux  sur  les  surfnces  algébriques;  plan  langent,  iioi'mnle; 

tangenles   inll exioDii elles j   lieu   des  poîuls  paraboliques.   Polaires  d'un 

poiut  par  rapprt  à  une  surface  de  Tordre  m  ;  points  multiples i^ 
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surface   de  Jaeobi.  Forme   spéciale   de  l'équalion   du   (roisième   degré. 

Existence  de  vingt-sept  droites  situées  sur  une  surface  du  troisième  ordre.     501 
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SECONDE  PARTIE. 


GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE. 


CHAPITRIÎ  PKEMIKR. 


I   NTRODUCTION. 

SoiiMAiRE.  —  ProjKlioiis.^  Coordonnées  caHésiittui^s  ;  imordonnàes  potaii'cs  et  syhériques, 
—  Transforjpalion  des  cooi'donnéps.  —  ln>erprélalian  des  l'qiiaHona  en  m,  y,  i  ; 
eiassifkalion  des  surfaces. 

§    1.    rROJECTIONS. 

I.  Noos  avons  démonlré,  rfnns  la  géométrie  plane,  les  formules 
relatives  aux  projeclions  de  droites  sur  un  axe  dans  un  plan;  nous 
allons  étendre  ces  formnles  au  cas  où  les  droites  ne  sont  pins  dans  un 
même  plan  avec  l'axe  de  projection. 

Soit  AB  une  droite  de  longueur  donnée,  ! 
et  XX'  t'axe  de  projection;  menons  par  les 
points  A  et  B  des  perpendiculaires  sur  XX'  : 
la  dislancc  ah  comprise  entre  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  est  In  projection  ortho- 
ijoimle  de  la  droite  donnée  sur  l'axe  XX'. 

Si  on  mène  par  le  poinl  B  un  plan  P  per- 
pendiculaire à  l'axe,  et  par  le  point;  A  une 
parallèle  à  XX'  jusqu'à  sa  rencontre  en  C  ; 


i  di-oilcs  C»  cl  Cf- 
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seront  iioi'jiendieuliiires  à  AC,  et  ie  triiiiigic  reiMaiigli'  AClî  dditiicnt 
AC  =  AlltosUAC. 
Posons  :  /i  =  AC  =  «6  ;     AB  =  iï,     cl     BAC  =  a;  on  aiim 
(I)         ^  =  ((cosû;. 

Donc,  ta  projection  orlliogonate  d'une  droite  de  l'cupace  sur  un  axi; 
est  égale  au  produit  de  celle  droite  par  te  eosinun  de  l'angle  (ju'elle  fail 
avec  faxe.  Lorsqu'on  parcoure  la  droite  cii  allant  de  A  vers  B,  il  fiiut 
prendre,  pour  l'angle  a,  celui  qu'elle  fait  avec  une  pnrnllcle  à  l'axe  menée 
par  le  point  A  dans  le  sons  de  l'axii  positif;  si  la  droite  est  parcourue  de  B 
vers  A,  il  faut  mener  Ja  parallèle  par  le  point  B  dans  le  mâmc  sens; 
l'angle  a  est  alors  oblus  et  la  projection  est  négative.  Le  produit  a  eos  x 
représentera  toujours  en  valeur  absolue  et  en  signe  la  projection  de  la 
droite  donnée. 

On  démontrera,  comme  en  géométrie  plane,  que  la  somme  algébrique 
des  projeclioiu  orthogonales  des  côtés  d'tin  polygone  fermé  sur  tin  axe 
quelconque  est  nulle.  Lorsqu'on  a  plusieurs  droites  consécutives  formant 
un  contour  polygonal,  on  appelle  ligne  résultante,  celle  qui  terme  le 
contour.  Soient  a,  b,  c,  etc.,  les  côtés  et  t  la  résultante;  «,  ^,  y....  l  les 
angles  de  ces  ligues  avec  l'axe  positif  de  projection;  on  aura  pour  !e 
polygone  fermé 

«cosa  +  6eosj3  h h  /cusJ,--0. 

Ou  en  déduit 

(leosa  -+-6eos|3  -I-  ■■■-  =  —  /  eos  ?.. 

Or,  si  on  regarde  /  comme  la  résultante  du  contour,  sa  projection 
s'obtient  en  la  parcourant  dans  le  sens  opposé  à  celui  suivant  lequel  elle 
est  parcourue,  lorsqu'elle  fait  partie  du  polygone  ferme;  le  produit 
—  /  eos  i  représente  la  projection  de  la  résultante,  et  le  théorème  précé- 
dent peut  s'énoucer  d'une  autre  manière  souvent  plus  facile  dans  les 
applications  :  La  somme  algébrique  des  projeclîoiis  de  plusieurs  droites 
conséculims  sur  un  axe  est,  égale  à  la  projection  de  la  ligne  i-ésultante. 
Il  s'ensuit  que  cette  somme  sera  maximum,  si  l'axe  de  projection  est 
parallèle  à  la  résultante,  et  nulle,  si  l'axe  est  perpendiculaire  à  celte 
di^oile. 
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s,   La  somme  des  carrés  des  pyojecliom  d'une  droite  sur  trois  axes 
rectangulaires  est  égale  au  carré  de  cette  droite. 

-Soient  trois  droiles  rectangii laines  OX,  OY,  OZ  issues  d'u»  mâmc 
point  0,  et  OM  la  droîie  donnée.  Les  projeeiions 
de  OM  sur  les  nxes  seront  les  nrêles  OA,  OB,  OC 
lin  pariillélipipède  obtenu,  en  menant  par  la 
point  M  des  plans  parallèles  ii  ceux  des  droiles 
filles.  On  aura 


ÔM^  =  ÔD*  +  MÎ>*  =  ÔK' 

(!t,  finalcmenl, 

(2)     OA-t-OH^ +ÔC'' 


-AD 


=  UM'. 


i-MD", 


CoRoi.maE.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  îles  angles  d'une  droite 

ncec  trois  axes  rectangulaires  est  égale  à  l'unité.  Eu  effet,  si  on  désigne 

p.ii-  <x,  |3,  -/  les  angles  MOX,  MOY,  MOZ,  on  a,  iJ'api-ès  la  fonniile  (1), 

OA  =  OM  cos  a,     OB  =  OM  cos  |3,     OC  =  OM  cos  ■/. 

En  substituant  dans  l'éqnalion  (2),  et  snppriniant  le  Caclcur  USI°,  ii  vient 

(5)         eos*  a  -+-  cos*  ^  +  cos^  y  =  1 . 
L;t  i-el;tlLon  corresponde  nie  avec  les  sinns  des  angles  serait 
sin^  a  4-  sin^  /3  -+-  sin^y  =  2. 

3.  Lu  somme  des  carrés  des  projections  d'une  droite  sur  trois  plans 
rectangulaires  est  égale  au  double  du  carré  de  cette  droite. 

Les  projeetions  de  OM  sur  les  plans  rectangulaii-es  XOY,  YOZ,  XOZ 
sont  Its  drnifes  OD,  OE,  OF.  Les  triangles  de  la  %ure  donnent  les  relalions 


=  oM  —MU  ,     or  =  0M 

joulant  membre  à  nicmlire,  il  ■ 
0Ï>'  -i-  (5F^  +  UË'  =  sûm"  ■ 


-  MF 


=  0M'- 


-  ME  , 


-(Ml)'  -t-Mi''  + jii;*}. 


Mais, 


Ml)    +M1'    ^-Sli:"  =  OC    -i- Ob"  +  OA    =0M""; 
donc,  l'éqnalion  prércdenle  se  réduit  à 
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La  somme  des  carréx  des  sinus  des  angles  d'une  droite 
m  rectangulaires  est  égale  à  l'unilé.  Car,  a,  b,  e,  étant  ces 
rn  :  00  =  OM  cos  a,  OF  =  OM  cos  6,  OE  =  OM  cos  c  ;  en 
:s  valeurs  dans  la  dernière  relation,  on  trouve 


=  1. 


«i>ec  trois  pU 
nnglcs,  on  a( 
substituant  c 

0(1  bien, 

(5) 

4.  Le  cosinus  de  l^aitgle  de  deux  droites  est  égal  à  la  somme  des 
prodiiiss  deux  à  deux  des  cosinus  des  angles  de  ces  droites  avec  trois 
axes  rectangulaires. 

Soient  OM  et  OM'  {/ig.  2)  deuï  droites  qui  l'out  respectivement  avec  les 
axe-s  les  angles  «,  P,  ï  ;  a',  p',  7'.  Posons  :  p  —  OA,  c/  =  AD,  r  =  DM, 
0M  =  /;  projetons  ensuite  le  contour  p-*-q-\-r  avec  sa  résullante  surOM'. 
On  aura 


m 


(  cos  Q  =  ji  cos  « 


-  (/  eosp  -(-r  cos 7', 


6  étant  l'angle  des  droites.  Mois,  /)  =  icosa;  g  =  (cosP;  r=lc' 
l'équation  précédente  deviendra  après  la  substitution  de  ces  valeurs 

(6)        cos  0  =  cos  a  cos  a'  -i-  COS  (i  cos  j3'  -4-  cos  7  cos  7'. 

Si  les  deux  droites  étaient  perpendiculaires,  on  aurait 

eos  a  cos  «'  ■+■  eos  |3  cos  [3'  +  cos  7  cos  7'  =  0. 

La  relation  (fi)  donne  pour  le  sinus  de  l'angle  des  droites 

sin^  9  =  1  —  (cos  a  cos  a'  -t-  eos  {3  cos  [3'  ■+■  cos  7  eos  7')^ 

=  (cos^  c.  +  cos^  p  +  cos^  7)  (cos^  «'  -H  cos^  [3'  -i-  cos*  7') 

—  (cos  a  cos  a'  ■+■  eos  |3  cos  ^'  +  eos  7  eos  7')^. 

D'où  l'on  déduit 


sin6=^''(cosacns|3'^cosa'cos{3)*4-(cosaeos7'— 


^7)^-t.(cos[3cos7'^ 


is{3'eos7)= 


Remarque,  L'équation  (/c)  est  la  tradueiion  d'une  règle  très-utile  :  elle 
exprime  que,  pour  obtenir  la  projection  d'une  droite  /  sur  une  nuire, 
on  peut  d'abord  la  projeter  sur  trois  axes  rectangulaires,  ce  qui  donne 
les  projections  p,  rj,  r;  on  projette  ensuite  cclles-fit  sur  la  droite  et  on 
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fiiil  la  somme  algébHqiie  de  ces  ii 
In  pi'ojcciioii  de  la  droile  l  sur  la 


mdc. 


6.  Projections  obliques.  Supposons,  dans  In  flg.  2,  rjnc  les  axea  soient 
obliques,  et  dtïsignons  par  l,  f*,  w  les  angles  YOZ,  XOZ,  XOY.  La  pro- 
jection du  contour  p  ~\-  q  -\-  r  avec  sa  réaultanle  l  sur  les  lignes  OA,  AD, 
DM,  MO  et  OM'  conduit  aux  relations  suivantes  : 


(") 


]>  ■^'qc■ 


=  /  cos  œ, 

=  l  cos  7, 
0S7  =  ^, 
)s/  =  /eo> 


{e}  ï(cos«'+7e05[i'4- 

minanl  p,  q,  r,  l  entre  les  quatre  premières  é 
,  cosv,  e0S(/,  cosœ  =0, 
>sy,    i,    cosl,   eosl3, 

ISjK,     COsA,     i,     COS7, 

)S«,  cosp,    e0S7,    i    I 

OU,  en  développaut, 

;03^/)eos^a-f-{l — cos^(/]cos^^-i-(l— cos'v)cos^7  — 2{cos^ — cosùcnsf/jcosp 

—  2  (cos  j/.  —  cos  v  cos  l)  cos  a  cos  y  ~%  {cos  v  -—  cos  ^  cos  ï)  cos  x  cos  p 

=  1  —  eos^  ^  —  cos'  [i  —  cos'  V  -)-  2  cos  X  cos  ^  cos  v. 

Telle  est  la  relation    qui  existe  entre  les  cosinus  des  angles  d'une 
droite   avec   trois    axes    obliques;    elle    se   réduit  à    l'ëqualion    (3)    si 

cos  ^  =  (MSfJ^CI3SV=  0. 

Si  on  éliinino  p,  q,  r,  (  entre  les  équations  (a),  (6),  (c),  (e),  il  vient, 
pour  déterminer  l'angle  des  deux  droites,  la  rehilinii 

I      eosv     cosjjt     cos  H      =  0. 
cosv     i     eosX     cosp 
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On  en  dddiiil,  en  (lévclojipm, 

(  l  —  cos^  X  ~  tiis'  ft  —  cos'  V  +  2cos  X  cos  fi  cos  v)  eos  9 

=  {\  — COS^X)cOSa  C0Sa'-t-(1  — COS* ^)  COS  f  COSp'-t- (1  — COS*l')c0S7  COS7' 

—  (cos  1  —  cos  u  cos  u)  (cos  p  cos  7'  -t-  cos  p'  eos  7) 

—  (cns  [y.  —  cos  X  cos  u)  (cos  7  cos  a'  f-  cos  7'  cos  a) 

—  (ens  V  —  cos  p.  cos  X)  (cos  «  cos  p'  -t-  cns  «'  cos  ,3). 

En  posant  cosX  =  eos  (x=  cosw  =  0,  on  retrouve  hi  formule  (6)  qui  a 
lieu  pour  des  axes  rcclangulaires. 

Enfin,  si  dans  lëqunlian  {(()  on  remplace  eos  a,  cos  (5,  cos-/  par  leurs 
valeurs  tirées  des  trois  premières  égalités,  on  trouve 

/'  =  p'  -1-  çî  -+-  r3  +  2  gr  cos  1  -H  2  rp  cos  ^  +  2  p9  cos  v  ; 
c'est  la  relation  qui  exprime  /'  en  Tonclion  des  projections    obliques   de 
eclie  droite  sur  les  axes. 

«,  Projection  d'une  aire  plane.  Considérons  d'abord  un  triangle  ACB  à 
projeter  sur  un  plan  P.  On  peut  toujours  mener  par  l'un  de  ses  sommets 
et  dans  le  plan  du  triangle  une  droite  parallèle  au  plan  P  ;  elle  le  décom- 
I  posera  en  deux  autres  ayant  une  base  com- 
mune parallèle  à  ce  plan.  II  nous  suffit 
donc,  pour  déterminer  la  projeclinn  d'un 
triangle  quelconque  sur  un  pltin  donné,  de 
I  considérer  un  triangle  dont  la  base  est 
parallèle  h  ce  plau.  Soit  ABC  (/(q.  3)  un 
triangle  dont  la  base  Alî  est  parallèle  au 
plan  P;  abaissons  des  sommets  des  perpen- 
diculaires sur  le  plan  de  projection  :  le 
triangle  abc  forme  par  les  pieds  des  perpendiculaires  sera  la  projection  de 
l'aire  donnée  sur  le  plan  P.  Les  triangles  ABC  et  abc  ayant  des  bases 
égales,  sont  entre  eux  comme  les  hauteurs  CFJ  et  ck;  mais,  si  on  mène 
par  le  point  11  une  parallèle  k  ch,  elle  sera  perpendiculaire  à  Alt,  et  fera 
avec  C H  un  angle  égal  il  celui  des  deux  plans.  En  désignant  cet  angle 
par  (p,  on  aura 
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Si  l'iiii'c  donnée  est  polygonale,  on  peut  la  piirtager  en  différenls  trian- 
gles 'f,  T',  T" ,  dont  les  projections  seront  données  par  les  formules 

(  =  TcOH9,       i'  =  T'cosip,       l"  =  T"eos<p, 


j)  est  la  projection,  et  P  l'aiic  polygiuiale. 

Enfin,  si  l'aipc  donnée  est  limitée  par  une  ligne  courbe,  on  lui  inscrira 
un  polygone  pour  lequel  la  formule  précédente  aura  lieu  quel  que  soit  le 
nombre  des  côtés;  elle  sera  encore  vraie  à  la  limile,  c'est-à-dire  pour  la 
surface  curviligne.  Soîl  S  celle-ci,  et  s  sa  projection;  on  aura  s  =  Scos9. 
Doue,  la  projection  d'une  aire  plane  quelconque  sur  im  plan  est  éffale  à 
telle  aire  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fuil  avec  le  plan  de 
projetlion. 

Hbbarque  I.  Si  on  désigne  par  a,  |3,  7  les  angles  d'Linc  aire  plane  S  avec 
trois  pians  rectangulaires,  et  par  p,  q,  r  ses  projections,  oji  aura 


car,  eus-  a  -+-  eus'  (3  -i-  cos'  7=1,  les  angles  a,  p,  7  étant  les  hicmcs  que 
ceux  d'une  perpendiculaire  au  plan  avec  trois  droites  rectangulaires, 

liE»\nQtiii  II.  Soit  un  plan  P'  faisant  avec  S  un  angle  6,  cl  avec  les  (rois 
plans  rectangulaires,  les  angles  b'  |3'  y'.  L'angle  8  est  égal  à  celui  des 
normales  menées  d'un  point  à  ces  plans;  on  peut  écrire 

eos  6  =  cos  a  cos  a'  -t-  cos  [3  eos  |3'  -t-  eos  7  cos  7'. 
Si  un  niulliplic  les  deux  membres  par  S,  il  vient 

S  eos  9  =>  p  cos  a'  -t-  q  eos  P'  -+-  r  cos  7' . 
Donc,  la  projection  de  S  sur  le  plan  P'  peut  s'obtenir  en  projetant  sur 
ce  plan  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires,  et  eu  faisant  la 
somme  du  ces  nouvelles  projections. 
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§    2,    COOdDONMÏliS. 

7,  Dans  un  plan,  ehariue  point  est  détcirninO  par  ses  distances  parnl- 
lùlcs  ou  onliogonales  h  Jeux  droites  fixes.  Pour  la  dé lertui nation  d'un 
point  de  l'espace,  on  prend  préalablement  trois  plans  fixes  indéfinis  qui 
se  conpent  en  un  certain  point  0,  et  qui  se  l'cneontrent  deux  à  deux 
auivnnt  ii^is  dioites  SX',  YY',  ZZ'.  Les  coordonnées  carlésieiines  d'nn 
point  M  de  l'espace,  sont  ses  distances  aux  jilans  lives  comptées  parallèle- 
ment au\  lignes  XX',  YY',  ZZ'.  Afin  dfi  Jes  déterminer,  menons  par  le 
pomt  M   dej=   plans   parallèles  à   XOY,  XOZ,  YOZ;   ils   lormeront  par 
urs  rencontres  avec  les  premiers,  nn  paral- 
lipipèdc  dons  lequel  les  arêtes  MP,  MQ,  MR 
mt  les  distances  du  point  M  airx  plans  tixcs. 
iiLs,  d'après  la  fii-ure,  on  a  évidemment 
MU  =  PB  =  OA; 
MQ  =  AP  =  01t; 
MP  =  IÎR  =  OC; 
''"■  ^'  ce  sont  ordinairement  les  longueurs  OA,  OIÎ, 

OC  situées  sur  les  droites  fixes  que  Ton  prend  pour  les  coordonnées  du 
point.  On  les  représente  par  les  lettres  a',  y,  z,  et  on  écrit  :  iC  =  OA, 
i/  =  OH,E  =  OC. 

Il  résulte  de  celle  définition,  qu'un  point  de  l'cspaec  étant  donné,  ses 
coordonnées  sont  complètement  déterminées;  mais,  si  on  donne  trois 
longueurs  OA,  OB,  OC  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point,  et  si  on 
veut  trouver  sa  posilion,  il  faut  porter  sur  les  droites  fixes  à  partir  du 
point  0  !es  lignes  OA,  OB,  OC,  et,  par  leurs  extrémités,  mener  des  plans 
parallèles  aux  plans  fixes.  Or,  comme  rien  n'indique  dans  quel  sens  il 
faut  porter  ces  longueurs,  le  point  correspondant  pourrait  se  trouver 
indifféremment  dans  l'un  des  huit  angles  trièdres  formés  autour  du  pointO 
par  les  plans  fixes.  Pour  faire  disparaître  toute  indétermination,,  ou 
adopte  la  convention  suivante  :  les  coordonnées  x,  ij,  z  sont  regardées 
comme  positives,  lorsqu'elles  sont  comptées  sur  les  axes  OS,  OY  cl  OZ, 
et  comme  négatives,  si  elles  sont  comptées  suivant  les  directions  contraires 
0X%  OY',  OZ'.  Celte  règle  indique  dans  quel  sens  il  faut  porter  les 
coordonnées  OA,  OB,  OC,  et  par  suite,  il  n'y  aura  plus  qu'un  seul  point 
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+   '', 

= 
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=: 

—  h, 

tic 

délit 

de  l'cspncc  qui  corrosporulra  ù  un  sysièmu  de  Viileurs  positives  ou  négn- 
lives  des  coordonnées  x,  y,  z.  En  désijçnnnt  par  a,  b,  c  les  distances 
Absolues  OA,  OU,  OC,  les  signes  des  coordonnées  du  poini  M  pour  une 
position  quclconi]iic  seront  données  pai'  le  Uibleiin  siiiv^inl  : 

Dans  l'angle  trièdre  OXYZ,        x  =  ^-  «,     )/  =  +  /),     z^-^e;  , 
OX'YZ,       x===  —  ii,    y^^-^l),    2  =  -t-c; 
OX\'Z,       x=  +  n,     ij^  —  h,     £=  ^-  c; 
»  »  0XY7/,       3-=  +  u,     j/=  +  6,     z  =  —c; 

OX'Y'Z.      a-  = 
OX'YZ',      3:  = 
»         OXY'Z',      a:  = 
OX'Y'Z',     x^ 
Le  sysiciiie  de  coordonnées  que  nous  venons  de  délinii'  est  le  ^ysièi 
des  coordonnées  obUifues.  Lorsque  les  ^lians  fixes  sont  perpendiculaires, 
les  coordonnées  son!  diiest'ec(a«3M/«îres,*  dans  ce  système,  Icscoordoniiées 
sont  les  distances  orlhogonnles  du  point  aux  plans  fixes,  on  les  projcclions 
orthogonales  du  rayon  OM  sur  les  droites  fixes. 

Les  plans  fues  XOY,  XOZ,  YOZ  se  nomment  les  p/ans  des  coordonnéts 
ou  simplcmeni  plans  coordonnés  ;  le  premier  est  dit  le  plan  des  icy,  le 
second  le  plan  des  xz,  el  le  troisième  le  plan... des  ifz.  Lc^  droites 
fiscs  XX',  YY'  ZZ'  sont  les  ores  coordonnés;  la  première  est  l'axe  des  x^ 
la  seconde  l'axe  des  y,  el  ia  troisième  l'axe  des  2.  Le  point  0  est  l'orijçine 
des  coordonnées  on  simplement  l'origine. 

Remarque  I.  Les  coordonnées  x,  y,  z  sont  variables  «vec  la  position 
du  point  M;  elles  peuvent  prendre  tontes  les  valeurs  comprises  entre 
—  so  el  -»-  »  .  Un  point  situé  dans  l'un  des  plims  coordonnés  a  toujours 
une  coordonnée  qui  est  nulle.  Ainsi  {/ig.  4) 

Pour  le  point  P,     x  =  u,     y  =  ît,     s  =  0; 


Q, 

x-^n,      y  =  0,      z  =  c; 

» 

H, 

ï  =  0,     J/  =  (.,     z^c. 

ïux  coordonnées  so 

nt  égale; 

i  à  zéro  pour  uji  poini  iippji 

.ses.  Ainsi  (/ig.  4), 

on  a 

Pour  le  1 

loiiit  A, 

x  =  «,     !,=0,     s  =  0; 

li. 

a:=^0,     Tz  —  f-,     2  =  0; 

<^, 

3^  =  0,     ,v-=0,     ï  =  c. 
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L'origine  esl  lu  simiI  point  de  l'esiiiiei;  où  los  irois  coordoïKiccs  son! 
nulles. 

Rejiauijue  II.  Pour  obtenir  le  contour  polygonal  renfermant  les  eoor- 
lionnées  d'on  point  en  gi'nndcurcl  en  signe,  on  mène  {fi^.  4)  par  ec  point 
une  pnrallèle  Si  l'axe  des  s,  et,  par  le  point  de  rencontre  P  avee  le  plan 
des  xy,  une  parallèle  à  l'nxc  des  y  ;  hi  ligne  polygonale  OAPM  rcnrcrmcra 
les  trois  coordonnées.  D'après  cette  construction,  il  est  visible  que  ia 
coordonnée  x  sera  positive  ou  nt'gntlvc,  soivonl  que  le  point  M  est  ù  droilc 
ou  à  gauche  du  plan  YOZ;  la  coordonnée  y  est  positive  ou  négative, 
suivant  qne  le  point  M  est  ovant  ou  derrière  le  plan  XOZ;  enfin,  la 
eooi-cionnéc  z  est  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point  M  est  au-dessus 
ou  au-dessous  du  plan  XOY. 

RetiARQUC  111.  Les  points  P,  Q,  R  sont  les  projections  du  point  M  sur 
les  plans  coordonnés;  les  coordonnées  3;  et  t/ sont  les  mêmes  pour 
points  M  et  P;  en  gér 
données  communes  av 


'  les 


SoilAR  un 


point  de  l'espace  a  toujours  deux  coor- 
e  sa  projection  sur  l'un  des  plans  coordonnés, 

■donnéen  du  point  qui  divise  un  segment  dans  tiii 


I  doniK 


ipoi 


1  lel 


s  par  X-,  >j',z-;  x'  ,  y  ,z  its 
es  points  A  vl  1),  et  par  se,  y,  z 
l  C.  Si  on  projellc  A,  C,  R  sur 

xy  suivant  A',  C,  IJ',  il  est  évident 

ra  les  tgafilés 

AC       A'C       m 


D'un  autre  côté,  les  eoordonnccs  x  t 
que  celles  du  point  C,  on  doit  avoir 


.y  dn  pointe  clnnl  I 


En  projcliinl  les  poi.ils  A,  C,  !ï  siiv  le  pliin  des  i/s, 
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s  1  =—  ,■  les  rnordonnces  ttii  point  C  seront 

'  -*-  Ix"  y'  -t-  )■!/''  z'  -*-  Iz' 


{1} 


1   +  J.     '      ■'  -      1   H-  /     '       •  i   +  / 


Dans  le  eas  nù  le  point  de  division  serait  sur  le  prolongenieni  de  AB, 
il  faudrait  changer  le  signe  de  X  dans  ces  formules.  En  regardant  les 
segmenis  comme  positifs  ou  négatifs  suivant  qu'ils  sont  dirigés  diins  un 
sens  ou  dans  le  sens  opposé,  les  formules  (1)  donneront  les  coordonnées 
du  point  de  division  où  ),  représente  le  rapport  positif  ou  négatif  des 
deux  segments  qu'il  détermine.  Pour  le  point  milieu  de  AB,  on  aurait 


Ex.  t..  Trouver  les  coordonnisea  du  point  qui  divise  dons  le  ra[)|iort  de  3  à  I 
druite  qui  réunît  le  sommet  d'uu  lélraèdre  au  centre  lie  gravité  de  \a  base  oppusce 

Soient  (Xijriïi),  (xifiZg),  {x,y,z,),  (Xfj/tii),  les  coorduunées  des  sommets  i 
tétraèdre  125i.  Lf  s  coordonnées  du  centre  de  gravilé  de  la  face  234  sont 


Celles  du  point  demandé  seront  do  la  forme 

,_,  ..-^'■^-^■.,  ,='--»-;'-^",  .=-.i±a±it-. 

Ex.  3.  Les  droites  qui  ]oignt,ut  ks  milieux  des  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  se 
coupent  en  un  point  qui  a  pour  cooi données  les  eipressions  \a)  de  l'ex.  1. 

Ex.   s.  On  a  un  sjsleme  de  m   points   Pi    P3,  Pj dans  l'espace;  on  divise  la 

distance  P1P1  en  deux  pirlies  egiles  pat  le  point  Ai;  on  joint  ce  deruier  au  point  Pj 
et  on  divise  l:i  droite  Pj  A,  en  trois  parties  égales.  Soit  As  le  point  de  division  voisin  du 
point  Ai;  on  joint  de  nouveau  ce  point  avec  Pj  et  on  divise  AiPi  en  quatre  parties 
égales,  etc.;  trouver  les  coordonnées  du  dernier  point  ainsi  construit. 


Ex.  4.  Elant  donné  le  même  système  de  points,  < 

P,C         IH, 

que   f^  =  —  ;  sur   CP,,   un  point  C,  tel  que    - 

point  Cl  tel  que  j;i—-=z ;  et  ainsi  ( 

niiisi  obtenu  srronl 
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0.  Trouver  l'expression  de  la  diatance  de  dvitx  points  donnés. 

SoÎRiit  {(ig.  C)  W  [x'y'z'),W  {x"ij"z")  les  |K)înls  donnés;  menons 
par  chacun  d'eux  des  plans  iiarnilèles  aux  plans  fixys;  on  lornicra  un 
paniMéiipipède  dont  M'M"  est  une  diagonale,  cl  en  désignant  par  p,  q,  r 
les  arèlcs,  on  aura  avec  des  axes  rcelrangulaircs 

M'M"  =  p^  +  ç'  -+-  r*. 
Miiis,    le   rÙLij   p  osl    hi   diffiirence   dus   distances  des   pointa   au   plan 
des  yz,  et,  par  suite,  p  =  x"  —  j;'  ;  de  même, 
■  (;  =  !;"— /,)-=z"— 2'.  En  posant  M'M"=(J, 

i!  vicnl  pour  la  Corniule  elicrcliée 
I   (2)    3'  =  (,"-»r+(j"-sT  +  (."-î)'. 
On  en  déduit  pour  la  dislance  d'un  point 
M'  [x'y'z')  à  l'origine 
i  3'  =ar'*  +  y'^  +  z'^. 

Lorsque  les  axes  sont  obliques  et  font  entre 
s  les  angles  X,  p.,  v,  on  doit  iircndre  la  formule 
h  2çi- 


M'M''  =^  p=  -t-  qr'  -f.  ,-2  +  '^qr  cos  \  +  2c/)  cos  fx  -t-  'ip(f  eos  v 
qui  devieni,  en  remplaçant  p,  q,  r  par  les  différences  x"  —  x',  y"  — y', 

(5)  §^  ^{x-  -  xr  +  {>/•'- yT  -+-  (z"~zr  +  2  (y"-  y-)  (^"  -  /)  cos  ^ 
-^  2  (x"  -  ^')  (ï"  -  z-}  cos  ^.  +  2  (a:"  -  a:')  («/"  -  y)  cos  v. 
En   posant  x"  =  y"  ==^  z"  ==^  0,  on  aura,  pour  la  distajice  d'un  point 
Wix'y'z')  s.  l'origine, 

j!  =  x'*  +  !/'*  -+-  z'^  -v  2^='  cos  X  H-  Ix'z'  eos  j^  -i-  23^'»/'  cos  v. 
Es.  1.   Exprimer  t|ue  le  point  M  {p,  y,  2)  est  à  uoe  distaiice  égale  à  3  du  point 
(9.  —  1.  n. 

1^-11=:^  9. 


^.ly+\f^{_ 


E\.  «.  Trouver 
(1,0,0],  (0.0,3) 
Il  faut  résoiiili'c  les  éqi 


rayon  de  la  splici-e  qui  passe  par  les  poiuls  [0,  0,  0),  (0,  2,  0), 


yGoosle 


Ëx.   3.  La  c)l$t 
pns9snt  par  !ps  m 


En  appelant  S  (it  D  ces  dislmipfs.  t 


Ex.  4.  Trouver  les  coordmiiiées  d'an  point  situé 

fl   égale   distance 

des    points 

(1,-1,2),  (-1,1,3). 

11  y  a  une  infinité  cie  points  qui  répondent  à  h  (sueslioi 

n;  leurs  coofd on n( 

ies  satisfont 

àrêfiuation  in  —  iy  —  tz  +  S^t). 

10.  Coordonnées  polaires.  Un  point  (]ii«lcniiqtie  M  de  rcspafie  est 
complètement  diîterminé,  ai  nii  connnît  sa  distnnce  p^^OM  à  l'origine, 
ninsi  que  les  niigics  a,  p,  y  du  rayon  OM  avec  les  ascs.  Les  quanlilés 
p,  a,  (3,  y  sont  les  cordoniiées  polaires  de  ce  point  ;  elles  sont  lices  par 
la  relation  cos*a  +■  eos*^  •+-  eos*ï=  I,  et,  par  snite,  la  valeur  de  l'un  des 
angles  est  une  const^quenee  des  deux  autres.  En  di!signnnt  par  x,  y,  z 
les  coordonnées  reetangulaires  du  point  M  ou  les  projeelions  du  rayon 
vecteur  sur  les  axes,  on  aura  pour  les  formules  de  iransfortnalion 
a;  =  p  eos  a,  y  =  p  cos  p,  3  =j  p  cos  y. 
La  dislance  entre  deiis  points  donnés  (p' a' P' /),  ((/' <x"  ^" y")  aura 
pour  expression  dans  ce  système  de  coordonnées 

â'  =  p'*  +  f"^  —  2p'  p"  cos  (p'  p"}. 
Elle  se  déduit  de  la  formule  (2)  en  posant  je'  =  p'  cos  a.',  y'  =  p'  cos  |3', 
z'  =  p'  cos  /,  x"  =  p"  cos  o.",  etc.,  en  se  rappelant  que  l'angle  des  rayons 
vecteurs  a  pour  valeur 

cos  {p'  p")  =  cos  a!  cos  a."  -4-  cos  (3'  cos  [i"  -t-  cos  •/'  cos  y". 
H.  Coordonnémphùriquei.Mna?,  ce  système,  on  prend  préalablement 
{fig.  7)  un  point  fixe  0,  une  droite  ZZ'  passant  par  ce  point  et  un  plan 
fixe  ZOX  mené  par  la  droite  ZZ',  Soit  M  un  point  de  Tcspnce,  p  le  rayon 
vecteur  OM,  5  l'angle  MOZ  et  tp  l'angle  que  fait  un  p!im  mené  par  OZ  et 
■le  point  M  avec  le  plan  ZOX.  Les  trois  varialilcs  p,  0  et  o  sont  les  enoi'- 
données  sphérlqncs  du  point  M. 
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En  siijjposnnl  que  lu  ilroilK  OX  soit  pei-pendieulairc  à  ZZ',  et  la  droite 
OY  periieniliculiiii-e  au  plan  flse  ZOX,  on  aura  un  système  d'axes  rectan- 
gulaires ayant  pour  origine  le  point  0.  Menons  les  coordonnées  x,  y,  z 
du  point  M;  la  figure  eondiiil  nux  relations 
:c  =  OP  eos  tp,  1/  =  OP  sin  (p,  z  =  p  cos  0, 
OP  =  p  sin  6. 
iiiit  ((lie  les  coordonnées  rcclaiigolflircs 
i  d'un  point  de  l'espace  soni  lices 


sphùpiqui 
V  les  foi-i 


c  =  pBint)cosip,  y  =  psin9sin(p,  jî  =  pcosG. 

"'*■  ''■  L'angle  9  se  compîc  à  partir  de  OX  en  allant 

vers  OY  et  varie  entre  les  limites  0"  et  360";  l'angle  0  peut  prendre  une 

valeur  quelconque   entre   0^   et   180",  Ce  système  de   coordonnées  est 

surtout  employé  dans  l'aslronomie  sphéi'iquc. 

§    ô.    TRAPiSFORlUTlON    DrS    COOnOONNÉES. 

13.  Le  problème  de  la  transforma  lion  des  coordonnées  consiste  à 
exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  poiiil  rapporté  à  trois  axes  OX, 
OY,  OZ  en  fonclion  des  cordonnées  a;',  y',  z'  du  même  point  parrappert 
trois  axes  nouveaux.  Nous  allons  examiner  le 
;as  où  l'on  cliangc  l'origine  rn  conservant  la 
ncme  direction  des  axes,  et  eeluî  ou  l'origine 
!Sl  la  même,  tandis  <juc  les  directions  des  axes 
sont  diiîérentes. 

Supposons  en  premier   lieu  {fig.  8}  que  les  axes 
nouveaux    soient    parallèles    aux   axrs    primitifs  ; 
'''^-  '■  appelons  p,  <j,  r  les  coordonnt'es  de  la   noii\ellc 

origine,  La  figure  eouduil  immédiatement  aux  relations 

(Il       x=^p-^x',       )/  =  ^-+-y',       2  =  r-»-s'. 
Il  est  facile  de  vérifier  ijue  ces  formules  sont  générales.  On  en  déduit 
les  formules  inverses 

x'  =  :>■  —  p,        y'  =  y  —  q,        z'^z  —  r, 
qui  serviront  à  passer  du  second  système  au  premier. 
Considérons,  en  second  iieii,  deux  systèmes  d'à 


j  issus  de  la  mcm 


origine  et  dont  les  direciions 


t  différenlcs.  Menons   {fig.  !l)  les  t 
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onnées  d'un  poiiil  M  pac  rapport 

Désignons  par  a,  a',  a"  les  co; 
r  6,   b'   b",    c, 


OZ, 


deux  systèmes  d'axes  ;  on  nura 
a:'  =  OP',     ir'=P'Q'.     2'  =  MQ'. 
sinus  des  angles  de  OX'  avec  OX,  OY, 
les   fjunntiCfis 


analogues  pour  les  axes  OY',  OZ'.  Enfin,  soient 
1,  f»,  V  les  angles  des  axes  primitifs  YCB,  XOZ, 
XOY,  y,  (i.',  v'  ceux  des  axes  nouveatix.  On 
obliendra  immédiatement  trois  relations  entre 
les  coordonnées  des  deiis  systèmes, en  projetant 
les  contours  OPQM,  OP'Q'M,  qui  onl  la  même 
résultante  OM,  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  ;  ce 
qui  donne  les  équations 

a:  -4-  »/  cos  V  -t-  s  cos  fi  =  ([*'  ■+-  bij'  -t-  cz'  : 
(2)         X  to&  V  -t- y  -t-  z  cos  1  =;  a'x'  •+•  b'y'  -h  c'z 

X  cos  ^  ■*•  y  cos  1  -+-  a  =  a' V  ■*-  b"y'  -h  c' 


De  même,   en  projetant  I 
lura  aussi 

;'_Ht;'cosv'  + 


lieu; 


(i!'l 


Les  équations  (2)  résolues  par  rapport  h.x,y,z  donneront  les  formules 
générales  pour  passer  d'un  système  quelconijue  (î,  f*,  u)  a  un  autre 
système  quelconque  (1'  fi'  v');  elles  seront  du  premier  degré  en  a;'  y'  z'. 

Si  on  tire  des  équations  {2'}  les  valeurs  de  a;',  y',  z'.  on  arrivera  aux 
formules  de  la  transformation  inverse,  celles  qui  conviennent  au  passage 
du  système  (^'  ft'  /)  au  système  (>,,  [^,  v).  Ces  formules  sont  rarement 
employées  dans  tonte  leur  généralité;  nous  allons  en  déduire  d'autres 
d'un  usage  plus  fréquonl. 

13.  Passage  d'un  système  d'axes  rectangTilaires  à  un  système  d'axes 
obliques,  el  réciproquement.  Si  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires  les 
quantitéscos),cosfi,cosi'sont  nulles,  et  les  formolcs(2)  prennent  la  forme 


(ô)    j  - . 


r  b'y'  -V-  c'z', 
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Les  l'drmiiUîS  inverses  (2')  ne  changenl  |iiis.  Il  c\isie  va  autre  irt 
reldlions  cnfro  les  constanlcs,  savoir  : 

a* -I- a" -4- a"*  =  1 , 

chacune  d'elles  exprime  que  l.i  somme  doa  cnri'iSs  des  eoàiniis  dos  nngl 
de  l'un  <les  axes  OX',  OY'  OZ'  avec  trois  axes  rcctiiitgiilaires  csl  éga!i 


1*.  Passage  d'un  sysilème  d'axes  reclaiigutaîves  à  un  uiHm  si/stéme 
d'axes  reci angulaires.  Dans  celle  hypothèse,  Jcs  cosinus  dt'S  angles  des 
axes  sont  nuls,  et,  par  suite,  les  formules  de  Iransformalion  seront 

z  =^  u"x'  ■+■  b"y'  -+■  c"z, 


c*  ^-  fi'»  +-  c"*'  =  1 ,  6c  -t-  &■«'  -t  (j"t"  =  0. 

Les  l'urniules  iuversus  iireniii'nt  la  ferme 

x'  =  ax  -t-  a'y  -+-  a":, 

(i')  y-  ^bx  -1-  //(/  -t-  6";, 

c'  =  ex  -t-  c'y  -1-  c"ï, 

et  on  .1  aussi  les  ri'laiioiis  siiiv;inles  : 

a-'  ^  l,>  -1-  «î  =  I ,  a»'  -v  W/  -f-  «■'  =  0, 

„"î  +  t"i  +  c"i  =  1 ,  a' a"  4-  W  -f'  c'c''  =  0  ; 

elles  expriment  lii  même  chose  que  les  équations  (a)  et  ([3),  e'csl-à-dire 
que  les  deux  systèmes  d'axes  sont  reelangulaires;  i'un  îles  deux  systèmes 
d'éiiuiilions  étant  donné,  l'autre  on  découle  «éeessairemenl. 

On  peut  déduire  des  équations  précédenlcs,  plusieurs  autres  relations 
entre  les  cosinus;  nous  niions  en  tirer  quelques-unes  qui  sont  utiles  à 
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connailre.  Les  deux  jn-eLiiiè 


,   (fj)   „„„!  ,1„„„.„1 


;" — c'6"      r.b"—lic"       h::'- — ch'  |/(/,'c"__. 

Mais,  la  dernière  frnelioii  est  égaie  à  l'unii 


l/"-- 


(6'c"- 


(ct>"~bc"f-i-[l>c'—. 
Il  sait  que 
■.'b")''+{cb"—be"y+(bc'—cb')*={b^-i-b'^+h"'){c'+c'^-->-c"']—{bc+b'c'+b"c") 


D0Q( 


n  les  trois  relai 


i  =  ±(6V'  — «'6"),     «'  =  ±(c6"-6c"),     «"  =  ±(k'  — c6'). 

Les 
b 

mêmes  tquHliuns  ([3)  conduisent  encoi'C  iius  c'galitéK 

6'                (,"                                     l/6'  +  6'=  -i-  b"-' 

u'c"—c-a 

ca"-M"       ac'—m'           [/(,,'c"— t'a")^  +  (.„"  — uc")^  +  («c' 

-ca')' 

c'                   c"             ,                           \/t^  -t-  c'^-^c"' 

a  b  '—b'a"       ba"—ub"      ub  —  bu'            \/(a'b"  —  6'«")^-+-  ((«t"  —  uli")'-t-  (ab' 

-bar 

et,  por  suile,  il  vient 

b^±  [a'c"  —  c'a"),     ')'  =  ±  {ca"  —  at"),     6"  =  ±  («c'  —  ca')  ; 

c  =  ±(a'6"  — 6'a"),     c' =  ±(ba"  —  ab"),     c"  =  ±(af''  — &u']. 

11  en  résulte  aussi  que  le  dctcrminaiit 

a,     t,    c       .-=  a  (6V' ~c'(i") -+-<(' (t(."  —  /V) -t-«"(^c'  —  c(.') 

«'     6'     c' 

a"  b"    e" 

des  équations  ^5)  est  égal  a  ±  1. 

15.  Formules  d'Etder.  Le  passage  d'un  sysiènie  d'axts  l'eetangulai 
à  un  aulre  exige  t'einpioi  des  formules  (5)  i 
renfermant  neuf  constantes  liées  par  sis 
équations  de  condition,  et  il  stiffinilt  de  cou- 
nailre  les  valeurs  de  trois  d'entre  elles  pour 
en  déduire  loiites  les  antres.  Euler  a  donné 
des  forniules  qui  ne  renferment  que  le  nom- 
bre minimum  de  quantités  nécessaires  pour 
fixer  k  position  des  nouveaux  axes.  Ces 
quantités  sont  :  1"   Tangle  9  que  fait  l'axe  T'a-  i"- 

primllifOXavec  la  Irace  OX.  du  planx'j/  avce  J"y;2"  l'imgle  tjj  de  l'axe  OX' 
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dvee  la  trace  OXi;  3"  l'angle  d'incliDaison  9  du   plan  x'y' sur  a;y,  ou 
l'angle  ZOZ'.  Ces  trois  constantes  suffisent  pour  iiser  les  nouveaux  axes; 
nous  admeltrons  que  les  angles  9  et  4"  se  comptent,  le  premier  à  partir 
de  OX,  le  second  à  partir  de  OX,,  en  allant  vers  l'axe  OY. 

Cela  étant,  nous  allons  passer  du  système  primitif  OXYZ  au  système 
OX'Y'Z'  par  trois  rotations  successives  : 

1°  Faisons  tourner  l'axe  OX  d'un  angle  <p  de  manière  qu'il  vienne 
coïncider  avec  OXt  ;  l'axe  OY  tournera  du  même  anjiilc  et  viendra  se 
placer  quelque  part  en  OYj  dans  le  plan  xy.  D'après  les  JKrmnJes  de  la 
géométrie  plane,  on  doit  avoir  les  relations 

X  =  Xi  cos  9/  —  î/i  sin  <f,     y  ^  Xi  sin  9  ■+■  yt  cos  cp 
Xi  et  i/i  étant  les  coordonnées  d'un  point  comptées  sur  OXi  et  OYi; 

2"  Conservons  le  même  axe  OX.  et  faisons  tourner  l'axe  OYt  avec 
l'axe  OZ  d'un  angle  9  dans  le  plan  Y,OZ;  l'axe  OYj  prendra,  je  suppose, 
la  position  OYs  dans  le  plan  x'y',  et  l'axe  OZ  coïncidera  avec  OZ'.  Ce 
changement  donne  lieu  aux  égalités 

jji  =1  j/,  cos  9  —  z'  sin  6,    s  =  y»  sin  B  -t-  z'  cos  9 
'/a  et  z'  sont  les  coordonnées  relatives  aux  axes  OYa,  OZ'; 

5°  Enfin,  si  l'axe  OX,  tourne  d'un  angle  if»  pour  venir  se  placer  sur  OX', 
l'axe  OYî  ira  coïncider  avec  OY',  et,  après  celte  dernière  rotation,  on 
arrive  au  système  d'axes  OX'Y'Z'.  On  aura  encore  les  relations 
a;,  =  x'  cos  41  ~  y'  sin  ^,  y,  ^  x'  sin  '^  +  y'  cos  <\i. 
L'éliminalion  des  quantités  auxiliaires  Xi,j/,,  y,,  conduira  aux  formules 
d'Euler  qui  expriment  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  x',  y',  z'. 
On  obtient  ainsi  : 

a-i=iK'(cos(pcos4'  — sinçsinvI'cosB}— j/'(cos(psîn4'-t-S!n(pcos4icos9)-i-ï'sin9sint> 
)      y=a:r'(cos(J;sin(p  -i-  sini|'cos(i)cos0)  +i/'{sinipsin4'^cosifjcos(}jeos0)— s'cosi^gin  Û 
s=a;'siiiijjsiuQ+j/'cosi[isiu9-^E'eosâ. 

En  comparant  ces  valeurs  avec  les  équations  (5),  on  en  déduit  pour  les 
constantes  a,  6,  C,  a'  etc.,  les  expressions  suivantes  : 
a  =     cos  tpeos  ili— sin  (jj  sin  '^  cos  6,     a'  ^=-     cosv|j  sintp-t-  sinij'costpcosô 
6= — cos  çsinij'  — sin  çcosijjeos  9,     6'=— sin  qjsin^'+cosçcos'^'cosO 
c=     sin  ç  sin  0,  c'=; — cos  tp  sin  6 

a"  =  sin  4^  sin  0,     b"  =  cos  fjj  sin  6,     c"  =  eos  6, 
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Dans  le  cas   pnrliciilier  où  l'oxc  des  ic'  coïncide  avec  OXi,  ijj  =  0,  et 
les  formules  (5)  deviennent 

X  =  l' eos  y  —  (i/'  eus  6  —  z'  sin  6)  sin  ip, 

(G)  y  =  :r'  sin  9  +  {y'  cos  9  -  z'  sin  9)  COS  .p, 

S  =  ij'  sin  9  -+-  z'  COS  G. 
16.  Formules  pour  la  détermination  de  fivterseclioH  d'une  surface 
par  un  plan.  Il  est  souvent  utile  en  géométrie  analytique  de  déterminer 
la  nature  de  l'intersection  d'une  sut'ftiee  par  un  plan.  On  verra  bientôt 
qu'une  surface  est  représentée,  en  général,  par  une  équation  à  trois 
coordonnées  f  {x,  y,  s)  œ'O.  Cela  étant,  si  on  mène  un  plan  sécani  pur 
l'origine,  on  peut  rapporter  la  courbe  d'intersection  à  deux  axes  OX',  OY' 
choisis  dans  ec  plan,  le  premier  étant  sa  iraee  sur  XY  et  le  second  une 
perpendiculaire  à  OX'.  En  y  ajoutant  un  troisième  axe  OZ'  perpendicu- 
laire aux  deux  autres,  l'équation  de  la  surrnee  pour  le  s^slèmc  OX'Y'Z' 
s'obtiendra  en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  expressions  (6)  L  équation  de 
la  coui-be  d'intersection  par  le  plan  sécant,  qui  est  ici  le  plin  des  x'y', 
sera  l'équalion  transformée  où  z'  =  0 ,  mais,  il  est  visible  qu'on  arrive- 
rait au  même  résultat,  eu  posant,  avant  la  substitution,  z'  =^  0  dans  les 
J'ormulcs  (G).  Donc,  les  formules  cbeichcts  «eionl 
x^x'  COS  (p  —  y'  sin  ç  cos  6, 
(7)  .,_=!'.in,p  +  ,'c,s,pc..e, 

c'est-à-dire,  qu'étant  donnée  l'équation  f  {x,  y,  z)  t=  0,  en  y  substituant 
les  valeurs  (7),  on  aura  une  équation  en  x' ,  y'  qui  représentera  la  courbe 
d'intersection  avec  la  surface  d'un  pbin  passant  par  l'origine,  cette  courbe 
étant  rapportée  à  deux  axes  du  plan  sécant  dont  l'un  OX'  coïncide  avec 
sa  trncc  sur  le  plan  des  xy.  Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l'axe  des  x, 
9  =  0,  et  les  équations  (7)  se  réduisent  à 

x  =  x' ,      ?/  =  y'  COS  0,      z  =  y'  sin  e. 
Si  le  plan  passe  par  l'axe  des  y,  <p  =  90";  il  vient  alors 
X  =  ~  y' voii  d ,      y=^x',      z  =  y'sinO. 
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§    IV.     ISTERI'RÈT.iTIOS    DKS    ÉQl'ATIO?iS    EN    X,    y,    Z.    CLASSIFICATION 
IlliS    SURFACES. 

IT.  Considérons,  m  (ireniJer  lieu,  une  iSquiition   (]iii   ne  rciirerme 
qu'une  coordonnée,  Soil  d'abord  l'éqtiiition  du  premier  degré 
(1)         Ax-t-D^O,     ou     a:  =  a, 

en  posant    fl= -■Prenons  sur  l'axe  dos  a:  (/(';/.  i\)  une  longueur 

0\  =  a,  ot  menons  )inr  ce  point  un  plan  P  parallèle  à  yz.  Le  point  A, 
isi  qu'un  point  quelconque  du  plan  P,  est  à   une 
siiince  a  du  pian  des  yz,  et  répond  k  l'équalion. 
D'un  autre  côté  lout  point  en    delinrs  du  plan  P  a 
pour  coordonnée  x  une  valeur  différcnle  de  a;  donc 
réqualion  proposée  représente   un   plan  parallèle  à 
I   celui  des  yz  mené  à  une  distance  a  de  l'oi'igiue. 
p-e-  11.  De  même,  l'équaltoii 

Bi/  +  D  =  0     ou     1/  =  6, 
représentera  un  plan  parallèle  à  xz,  et  l'équation 
Cs  -t-  0  =  0     ou     z  =  c 
lin  plan  parallèle  à  xy. 

Une  équation  du  degré  m  en  a:,  par  exemple, 

(■!')         a:"  -+-  Ata:""'  -t- -h  A„_ia:  -h  A.»  =  0, 

peut  se  ramener  à  ia  forme 

(x-«)(i-t)(i-t) (i-i)  =  0; 

et,  par  conséquent,  elle  est  salisr«ite  en  posant 

x  =  a,     a:  =  6,     j;=i^, x  =  (, 

On  doit  donc  regarder  l'équalion  (V)  comme  représentant  un  svslème  de 
m  plans  réels  ou  imaginaires  parallèles  ù  VOZ, 

Donc,  toute  équation  qui  ne  renferma  qu'une  coordonnée  représente  un 
ou  plusieurs  plans  pai-allèles  à  cdiiî  des  coordonnées  qui  n'entrent  pas 
dans  l'éqmtioH. 

Deux  é([ualions  simultanées  de  Iji  l'orme 
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représenteront  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z,  la  droite  d'intorscciion 
des  plans  qu'elles  définissent  prises  isolément;  cnr,  ce  sont  les  seuls 
points  de  l'espaee  dont  les  coordonnées  pnnvent  s.itisl'iiîrc  à  lu  fois  aux 
deux  équations. 

Enfin,  si  on  prend  simnltanémcnt  les  trois  éqiialions 
œ  — B  =  0,     j— (,  =  0,     z  — c  =  0, 
il  n'y  0  plus  qu'un  seul  point  de  l'espace  qui  leur  corresponde;  c'est  le 
point  d'intersection  des  trois  plans  qu'elles  représentent  prises   sépa- 
rément. 

18.  Soit,  en  second  !icn,  nne  équalion  renl'evmaiitdcux  variables  ici  y 
f(r,5)_0. 
Elle  représente  dans  le  plan  oii  se  comptent  tes  coordonnées  x  et  y 
{fig.  12)  une  certaine  ligne  HIQ;  mais,  si  on  mène  par  les  différenls 
points  de  cette  ligne  des  parallèles  à  OZ,  on  formera  «ne  surface  cylin- 
drique dont  tous  les  points  répondent  à  l'équation  ;  car  tout  point.  M  de 
cette  surface  a  le  même  x  et  le  même  y  que  le  | 
point  Q  de  la  courbe  appartenant  à  la  parallèle  I 
passant  par  le  point  M,  et  ses  coordonnées  satis- 
feront h,  l'équation,  quel  que  soit  z.  11  est  visible  1 
que  tout  point  de  l'espace  extérieur  au  cylin 
ne  saurait  se  projeter  sur  la  courbe  HIQ;  pari 
conséquent,  \'x  et  l'y  de  ce  point  ne  vérifieront  | 
pas  l'équation;  eelle-ci  représente  donc  un  cy-  l'ij-  i5. 

lindre  indéfini  parallèle  auxz. 

On  verrait  semblablement  que  le    lieu    des  points    de   l'espace  qui 
vérifient  les  équations  prises  isolément 

f(x,ï}  =  0,      f(y,^)  =  0 
forme  une  surface  cylindrique  indéfinie;  la  première  est  parallèle  ii  l'axe 
des  y,  la  seconde  à  l'axe  des  x. 

Donc,  loH(e  équation  à  deux  coordonnées  représente,  en  général,  un 
cylindre  indéfini  parallèle  à  la  coordonnée  qui  ne  s'j/  trouve  pas, 

Ex.  1.  Que  signifient  les  équations 
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Elles  représentent  trois  surfaces  cyl  in  lyriques  :  la  première  est  elliptique  et  parallèle 
aux  z;  laseeonde,  liyberbolique  i.'t  parnllclcaux^;la  troisième,  parabolique  el  parallèle 


rfprc sentent  Ireis  plans  rpspcclivfiiient  pur 
Ex.  3.  Les  équations 


définissent  trois  plans  passant  respecliveinenl  par  l'axe  des  î,  des  y  et  des  te. 
Es,  4.  Que  représenle  l'équation  liomugino 

Un  système  de  ut  plans  passant  par  l'axe  des  z  ;  car,  elle  peut  se  ramener  !i  la  forme 

{y-«^)(,j-^bx) (y_te)=.0. 

19.  Deux  équalions  simullanées  à  doux  v.ii'iables,  par  csciiiplc, 

sont  sfllisitiiles  en  même  Icmps  par  les  coordonnées  des  points  communs 
aux  cylindres  qu'elles  délinissent  isolément;  elles  représentent  donc  une 
courbe,  la  ligne  d'inlerseclion  de  ces  surrtices  cylindriques.  L'élimination 

de  la  vni-îiibic  x  donnerait  une  certaine  équation  rp  {y,  z)  =  0  qui  doit 
être  satisfaite  en  mÔme  temps  que  les  préeédenles;  ce  sera  celle  d'nn 
cylindre  pai'allèle  aux  x  et  passant  par  la  courbe  de  l'espace. 

Souvent,  on  fait  abstraction  des  cylindres  qui  projettent  la  eourbc  sur 
les  plans  coordonnés  pour  ne  considérer  que  leurs  traces  qui  sont  définies 
par  tes  mêmes  équations.  On  regarde  donc  une  courbe  de  l'espace  comme 
déterminée,  si  on  connaît  ses  projections  sur  deux  plans  courdunncs.  11 
suffit,  en  efFet,  d'imaginer  deux  surfaces  cylindriques  ayant  pour  bases 
ces  traces  et  parallèles  à  deux  axes  pour  trouver  la  posilton  et  la  forme 
de  cette  courbe  dans  l'espace. 

Ainsi,  les  deux  équations  simultanées 

ax  -\-  by  =  d,       ax  -^-  cz  =  d 
représentent  une  droite  dans  l'espace  provenant  de  l'intcrseetion  des 
deux  plans  qu'elles  déterminent.  On  peut  aussi  eonsidéi'cr  ces  équations 
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prises  séparément  comme  étniil  celles  des  projcclions  de  la  di'Oitc  sur  les 
pians  des  xy  et  des  xz. 

20.  Considérons,  en  dernier  lien,  «ne  équation  à  trois  vari^iblcs 
f(i,î,j)  =  0. 

Si  on  donne  aux  coordonnées  a;  et  1/  les  valeurs  parliciilières  Xi,  yi 
qui  correspondent  a  un  point  Mi  Ju  plan  xy,  l'équation  f  (Xi,  J/i,  z)  ^  0 
résolue  par  rapport  à  z  donnera  une  ou  plusieurs  valeurs  pour  cette 
variable;  eo  portant  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  s  menée  par  le  point  Mi 
des  longueurs  positives  ou  négatives  égales  aux  racines  réelles,  on 
obtiendra  gènérRlement  un  ou  plusieurs  points  qui  répondent  à  l'équation 
donnée.  Pour  un  autre  système  de  valeurs  Xt,  ift,  on  aurait  de  nouveau 
un  ou  plusieurs  points  sur  une  autre  parallèle  à  l'axe  des  z\  et  ainsi  de 
suite.  Tous  ces  points  ont  des  positions  bien  déterminées  et  doivent  se 
suivre  dans  l'espace  suivant  une  certaine  loi;  le  lieu  de  ces  points  sera 
une  surface  dont  la  forme  et  In  posillou  dépendra  de  la  nature  de  la 
fonction  donnée. 

Deux  équations  du  second  degré  prises  simultanément 
f(a;,y,z)  =  0,  F(x,y,s)  =  0 
représentent  une  certaine  courbe  dans  l'espace,  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  qu'elles  déterminent  prises  isolément;  car  ce  sont  les  seuls 
points  dont  les  coordonnées  peuvent  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations. 
En  éliminant  l'une  des  variables  x,  y,  z,  on  obtiendrait  l'équation  de 
la  projection  de  la  courbe  sur  l'un  des  trois  plans  coordonnes. 

Donc,  (ouïe  équation  à  trois  tmriubles  représente,  en  général,  une 
surface  courbe,  et  un  système  de  deux  équations  en  x,  y,  z  définit  une 
certaine  coarbe  dons  l'espace. 

21.  Clussificalion  des  surfaces.  Les  surfaces  algébriques,  comme  les 
courbes  planes,  se  partagent  en  différents  ordres  suivant  le  degré  de  leurs 
équations.  Ainsi  une  surface  est  dite  de  l'ordre  m,  si  elle  est  définie 
aualyliquement  par  une  équation  du  degré  m  en  x,  y,  x,  les  formules 
de  la  transformation  des  coordonnées  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  nouvelles,  et  une  équation  du  degré  »t  en  x,  y,  a  le  sera 
aussi  relativement  à  x',  y',  z'.  Donc,  l'ordre  d'une  surface  est  indépendant 
du  clioix  des  axes  auxquels  on  la  rapporte. 


y  Google 


;énérale  du  do^re  m  peut  se  moUi'i:  soits  la  forme 

/ 


La  première  ligne  renferme  un  lermc;  la  sceomic,  — ^termes;  la 

...       3-4  ,            ..4.5  ,       .  "     , 

troisième  — ^)  I-i  ijuatrieme ,  et  ainsi  de  suite.  Lu  somme  des  termes 


.(.,.^.,)-.,..2'*5...^. -.(,»..)■ '--"*"'"-*"'*^- 


.]=^ 


Si,  diins  cette  équation,  un  pose  ;  =  0,  il  restera  une  équation  en  x  et  y 
au  plus  du  degré  m  qui  représcnlera  la  courbe  d'inlersection  de  la  surface 
avec  le  plan  des  xy;  comme  ce  dernier  peut  être  un  plan  quelconque,  il 
s'ensuit  q«'««e  surface  de  l'ordre  m  ne  peut  élre  renconlrée  par  «n  plan 
suivant  une  courbe  d'ordre  supérieur  à  m. 

En  posiinf  y  ^  z  =  0,  l'équalioii  en  x  qui  en  pésiilte  sera  nu  plus  du 
degré  m;  les  racines  correspondent  aux  points  de  la  surface  silués  sur 
l'axe  des  a;  ;  cehii-ei  pouvant  élre  une  droile  quelconque,  on  en  conclut 
qu'wne  surface  de  Cordre  m  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  ptm 
de  m  points. 

29.  Les  courbes  de  l'espace  qui  proviennent  de  l'intersection  de  deux 
surfaces  sont  appelées  gauches  lorsque  tous  leurs  points  ne  sont  pas  dans 
un  plan. 

L'ordre  de  la  courbe  est  déterminé  par  le  nombre  de  points  suivant 
lesquels  elle  peut  èli'c  rencontrée  par  un  plan  quelconque.  La  courbe 
d'inlersection  de  deux  surfaces  dont  l'une  est  du  degré  m  et  l'autre  du 
degré  h,  est  en  général  de  l'ordre  tnn  ;  car  un  pUn  quelconque  rencon- 
tre les  surfaces  suivant  deux  courbes  qui  ont  en  commun  mu  poinis 
puisqu'elles  sont  respectivement  d'ordre  m  et  w;  ces  mn  points  appar- 
tiennent à  la  ligne  d'inlersection  des  deux  surfaces,  el,  par  suite,  celle-ci 
sera  de  l'ordre  mn. 
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CHAPITRE  II. 

LIGNE      DROITE. 


5    1.    ÉQUATIONS    DE   LA    LIGNE   DROITE. 


33.  Toute  Jigne  de  l'espane  esl.  dclermincc  de  forme  et  de  posilioii 
piir  ses  projections  sur  deux  plans  coordonnés.  Lorsque  celte  ligne  est 
une  droite  AB  {(ig.  15),  ses  projections  sur  les 
plans  des  xz  et  des  yz  sont  deux  droites  A'B', 
A"li"  dont  les  équations  scroiilde  ia  forme 
a;  =  oî  -+■  », 

;i  =  ''^  -+-  7' 

Comme  ces  équations  ne  renferment  que  deux 
coordonnées,  on  peut  dire  nussi  qu'elles  repré- 
sentent deux  surfaces  cylindriques  qui  se  rédui- 
.sent  à  deux  plans,  l'un  parallèle  aux  y  et  l'autre  parallèle  aux  a:  :  ce  sont 
les  plans  qui  projettent  la  droite  sur^s  et  sur  yz.  Ces  plans  déter- 
minent complètement  la  droite,  et  les  équations  (1)  seront  eetics 
d'une  droite  quelconque  de  l'espace,  a,  6,  />. 
arbitraires. 

Les  équations  (1)  conduisent  aux  égalités 


(!') 


\ 


C'est  une  autre  manière  â'éertre  les  équations  d'une  droite;  il  suffit 
d'dgalup  les  deux  premiers  rapports  au  dernier  pour  retrouver  les  équa- 
tions précédentes,  tandis  qu'en  égnlant  les  deux  premiers  on  aurait  une 


y  Google 


équation  en  x  clij  qui  rcprcscnlcrRil  la  projection  de  In  (Jroiie  sur  !e 
plan  des  xi/. 

34.  Cas  paHiciiliers.  a)  Lorsqu'une  droite  passe  pnv  l'origine,  ses 
projections  sur  les  plans  coordonnés  passent  évidemment  par  le  même 
point;  il  en  résulle  que  les  équations  de  la  (îroile  seront  alors 

ou  bien 

1=^1  =  1 
a      b      i 

b)  Si  la  droite  est  parallèle  nu  pian  des  xy,  les  plans  qui  la  projettent 
sur  xz  et  yz  se  confondent,  et  les  équations  (!)  se  réduisent  à  une  seule 
de  In  forme  z  =  c,  puisque  tous  les  points  de  ce  plan  sont  à  une  hauteur 
constante  au-dessus  du  plan  des  xy.  Pour  que  la  droite  soit  complètement 
déterminée,  il  est  nécessaire  de  considérer  la  troisième  projeclion  sur  xy  : 
les  équations  d'une  droite  parallèle  &  xy  seront  donc 

.  =  ,,     j_„»*t; 
OU  bien,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

z  =  r      -+!^  =  1 
'    i>       'I 
De  même,  les  équations 

il  =  n      _  +  -  =  1 

■'  f       r 

délinissenl  une  di'oite  parallèle  au  plan  des  xz  et 


une  droite  parallèle  au  plan  des  yz. 

c)  Enfin,  si  la  droite  de  l'espace  est  parallèle  à  l'un  des  axes  des  coor- 
données, par  exemple,  à  l'axe  des  x,  sa  projection  sur  yz  se  réduit  à  un 
point,  tandis  que  ses  projections  sur  les  autres  plans  coordonnés  seront 
des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x;  donc,  dans  ce  cas,  la  droite  sera 
définie  pur  des  équations  de  la  l'orme 
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SeinblablemcLit,  les  équations 

x  =  p,     z  =  r 
déterminent  une  droite  parfillolc  à  l'axe  des  y,  et 
X  =  )),     t,  =  </, 

une  droite  parailèle  à  l'axe  des  z. 
En  particulier,  les  équations 

J/  =  0,  E  =  0, 
î^O,  X  =  0, 
X  =  0,     ;/  =  0, 

repr«!sentent  respectivement  l'axe  des  a:,  des  j/  et  des  z. 

%&.  Traces  tTnne  droite.  On  appelle  traces  d'une  droite  les  points 

où  elle  rencontre  les   plans   coordonna.  On   les  détermine  en  égalant  a 

ïéro,  dans  les  équations  de  la  droite,  la  coordonnée  qui  n'appartient  pas 

au  plan  que  l'on  considère.  Posons  d'abord  z  =  0  dans  les  équiitions 

x  =  az  +  p,     y  =  bz-^-q; 

on  aura  .T  :^  p,  j  =  q  pour  les  coordonnées  de  la   trace  sur  le  plan 
des  xif.  En  posant  successivement  »/  =  0  et  x  =  0,  on  trouvera  pour  les 
ti-nces  de  la  droite  sur  les  autres  plans  coordonnes 
tj  lip  —  H9 

■p  aq  —  hp 

36,  Signification  dm  constantes.  Les  constantes  p  et  q  dans  les  cqua- 
tinns  d'une  droite  déterminent  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  des  xy; 
elles  n'ont  aucune  influence  sur  sa  direction.  Âliii  de  mettre  en  évidence 
la  signification  des  paramétres  a  et  6  des  équations  (1),  menons  par  l'ori- 
gine une  droite  parallèle  à  la  première  ;  ses  équations  seront 

(2)         X  =az,     y  =  bz; 
car,  si  deux  droites  sont  parallèles  dans  l'espace,  les   plans   projetants 
ainsi  que  les  projections  sur  un  même  plan  des  coordonnées  sont  paral- 
lèles, et  les  constantes  a  et  6  doivent  être  les  mêmes  dans  les  équations  (!) 
cl  (2).  Prenons  sur  la  droite  passant  par  l'origine  une  longueur  0M:=  /,ct 
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projetons-la  sur  les  axes,  les  coordonnées  du  poini  M  seront  x  =  lcos  a 

y  =  i  eos  fi,  z  =  (  ces  y  ;  a,  [3,  7  sont  les  angles  de  la  droite  avec  les  (rois 
axes  rectangulaires.  En  suljslituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2), 
on  trouve 


1 


cos  y  eus  ■/ 

d'où  l'on  lire  les  égaillés 

(Kl  ""^  "  ^^"^&  ^  cosy  ^/coB^g  ^  cos'P  +  co^ 

«■  b     ^     i  |/a'  +  6^  +  1  [/«=  +  6*  +  1  ■ 

Ainsi,  les  constantes  a  et  6  dëpendcol  des  cosinus  des  angles  que  la  droite 
fait  avec  les  axes;  on  voit  que  ces  cosinus  sont  proportionnels  aux  quan- 
lilés  o,  b,i;  leurs  valeurs  sont  déterminées  par  les  équations  (K).  On  les 
appelle  cosinus  directeurs  de  la  droite.  Lorsque  les  axes  sont  obliques, 
les  coordonnées  du  point  M  satisfont  aux  égalités  (N"  b). 
se  -i-  y  ces  v  m-  2  cos  jj.      x  cos  -y  -t-  y  -t-  z  eos  \      x  cos  a  ■+-  y  cos  1  -k-  z 


cos«                                   cosp 

cos  7 

En  remplaçant  a;  et  t/  par  az  et  bz,  il  viendra 

«  -^  6  cos  V  H-  cos  jii       fl  cos  V  -f-  6  -t-  r 

sX       c 

cos  ^  -^  6  cos 

-»-  1 

cos  a                                cos  [3 

eos7 

En  y  ajoutant  la  relation 

1,     eosi/.     rosft, 
cosi-,           1,     cosX, 

cosp 

=--0, 

cos;/,     cos  A,           i. 

cos  7 

cos  a,     cos^,     cos  7, 

1 

on  pourra  trouver  les  valeurs  de  c 


97.  Droite  passant  par 
définie  par  les  éqnallons 


n  point  donné.  Lorsqu'une  droîle  de  l'espace 


=  bz-} 


est  assujettie  à  satisfaire  à  une  condition  géométrique,  on  aura  en  géné- 
ral deux  équations  entre  les  paramètres  «,  6,  p,  ç,  et.  par  suile,  deux 
conditions  sufliront  pour  les  déterminer  coniplélemcnt.  Si  elle  est 
assujettie  îi  passer  par  un  point  donné  M  (x',  y',  z'),  ou  doit  avoir  les 
relations 

x'  =  az'  -t-  j),     y'  =bz'  -*•  ^ 
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dont  on  peut  proRtcr  pouc  éliminer  deux  paramùtrcs;  on  y  parvient 
.immédiatement  en  retranchant  les  équations  membre  à  membre;  ce  qui 
donne 

(3)        x  —  x'  =  a{z  —  z'),    y~y'=.h{z  —  z'); 
ou  bien, 

(5'}     ^-^'■_y"-v'^'^-^' 

Ces  équations  qui  ne  renferment  plus  que  deux  papnmÈtrcs  «  et  (i 
définissent  toutes  les  droites  passant  par  le  point  M  {x'  y'  z'). 

Les  quantités  o,  6,  i  étant  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  do 

la  droite  avec  trois  axes  rectangulaires,  les  équations  d'une  droite  issue 

d'un  point  donné  et  faisant  avec  les  axes  les  angles  b,  p,  y  peuvent  s'écrire 

(3")       £;;i^^,f=i:. 

COSœ  COSp  C0S7 

Si  on  désigne  par  p  la  distance  comptée  sur  la  droite  à  partir  du  point 
TA(s:'y'z']  à  un  autre  point  variable  P{a;,  y,  z)  de  cette  droite,  on  peut 
égaler  chacun  des  rapports  à  p;  car,  on  a 

^—'''^y~  y'.^  ^~^'.= ^^^  "  '''**  "^  ^^  ~  -l'^^  "^  ''  ~  ^'^  ^  p 
cosa  cosi3  eosv  t/cos^a  +  cos*j3  +  cos'y 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  pourront  s'expri- 
mer de  la  manière  suivante  : 

(4j      aî^j/ +  pcosst,   y  1=  j' +  peos[3,   s  =  e' -+- pcos'/. 
28.  Droite  passant  par  deux  poinUdonnés.&o\enlMla:'y'z'),Iil'(x"y"z") 
les  points  donnés.  Toute  droite  issue  du  point  M  est  renfermée  dans 
l'équation 

X-~X^  y-,y'  z—z' 

a  b  i 

Si  elle  passe  par  le  point  M',  les  coordonnées  x",  y",  z"  doivent^ 
vérifier  ces  égalités;  ce  qui  donne 

x"  —  x' y"  —  y'       z"  —  z' 

En  divisant  ces  équations  membre  à  membre  pour  éliminer  les  quantités 
a  et  b,  on  trouve 
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on  bien,  sinis  la  forme  oriJinairu 

x"  —  x' ,  „  ,       )/" — w' , 

Ces  équations  représentent  la  droite  qui  passe  par  les  points  donnes. 
Il  est  bon  de  rcmapquep  que  les  cosinus  directeurs  d'une  droite  qui  passe 
pnr  deux  points  sont  proportionnels  aux  différences  j:"  —  s','^"  —  y', 


2»,  Point,  et  droite  imaginaiies.  A  chaque  système  de  valeurs  réelles 
attribuées  aux  coordonnées  a:,  y,  z,  eorrespond  un  point  réel  de  l'espace 
Par  analogie,  on  dit  qu'un  point  est  imaginaire,  si  ses  coordonnées  sont 
de  la  forme 

X  =  œ  H-  a'  {/ —  i,     y  =  p  -H  p'  \/ —  1 ,     E  =  y  -1-  y'  [/ —  \  . 

Deux  points  imaginaires  sont  conjugués,  lorsqu'ils  sont  définis  par  des 
coordonnées  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  [/— T , 

(M')        k'  =  a  H-  a'[/irT,       y'  ^  [3  -I-  [3'/^^,       z' =  y -^-  //^  ; 

(M")     x"  =  a  — a'i/^T^     y'=j3  — (3'j/^i,      ^"  =  7  — //^. 

Le  milieu  de  ces  points  est  réel,  et  ses  coordonnées  sont  : 

_  a:'  -t-  x"  _  _ 

La  droite  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  conjugués  est  aussi 
réelle;  car,  en  vertu  du  numéro  précédent,  elle  a  pour  équations 


yV-i 


-â|3'|/— 1  _2y[/- 


On  dit  qu'une  droite  est  imaginaire,  lorsqu'elle  est  définie  par  deux 
équations  de  la  forme 
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Elles  sont  vérifiées  par  les  valeurs  féclles  des  coordonnées  qui  satisfont 
aux  equatioQS 

a;  —  ttz  —  p  =  0,     a'z-i-  p'  =  0, 

»/  —  l)Z  —  7  =  0,     b'z  -1-  ç'  =  0. 

Or,  comme  il  n'y  a  que  trois  inconnues,  ces  égalités  ne  peuvent  pas 

être  salisfailes  en  général  par  un  même  système  de  valeurs  de  x,  y,  z; 

donc,  il  n'existe  aucun  point  réel  sur  une  droite  imagiiiniro  de  l'uspace, 

à  moins  que  l'on  ait 


car,  dans  ce  cas,  les  deux  dernières  équations  u's  -i-  /»'  =  0,  b'z  -+-  q'  =  0 
se  réduisent  à  une  seule,  et  le  point  réel  délermiiié  par  le  système  précé- 
dent appartiendra  Ji  la  droite  iniaifinaire. 

Deux  droites  imaginaires  sont  dites  conjuguées,  quand  leurs  équations 
sont  de  la  forme 

x={a -+-«'[/ — l)s-(-p-i-p'l/— 1,  ((=((» -H (('(/ — ■\)z  +  ii  -t-  '/'(/—  i 
a;= (a  — a'(/ —  1  ) z  -^  p — p'(/ —  i ,  y  =  (6 —  b'\/~\]z  -*-q  —  >)'(/-— ï • 


On  verra  plus  lard  qut 
rencontrent,  leur  point  d- 
les  renCenne, 


i  deux   droites  imaginaires   conjuguées  se 
,ei-seclion  est    réel,  iiinsi  que  le  plan  qui 


1.  ÉlBnt  Jonnë  un  parallélipipède  rectangle  (01250' l'2'5'), 
lignes  qui  réniiissPUt  les  diffôreiils  points  de  la  figure,  les 
longueurs  des  arrèlesolaat  n  =  OI,   6  =  05,   c  =  02'. 


(22'| 


ÇTo') 


(01')    ar  =  C,    ^--  =  0;      (03')    y:^Q,     -._^==0i 
(02)     s  — 0,-  — ^  =  0;  (02')  j;  =  0,  ji^O;  (01)  y=0,  2  =  0;  (03)  a'  =  0,  z=: 
~U;   {3l')œ  =  0,  y  =  b;   (i'2']œ  =  0,   î^t; 


(12)  1  =  0,   œ  =  fti   (23)  i^ 
(2-3')  j  =  0,  2  =  ^;  (0'3')  1 


;(0'1')  i:  =  c,  y  =  h;  in'2)^ 
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a.  Trouver  la  troisième  proJMtion  de  la  droite    ai  — 5î-i-H  =  0,    );-I-2î  — 2  =  0. 

R.  2x-\-Sy  —  i  =  0- 

3.  Traces  des  (troiles 

œ-2î-3  =  0,  %  — a;-^^  =  0, 

a,    W    (5,1,0),     (5,0,1),     ^0,5,    _|\     (i)    (-3,-2,0),    (1,0,S). 

4.  Conditions  pour  quo  les  équations 

JE  —  az  —  p  =  0,    y  —  bz  —  î  ^  0,     rj^  -t-  sj  +  /i  ^  0, 
représentent  les  |irojcclions  d'une  même  droite 

B.  •■-       •-_!', 

Il        —  Il        uq  —  l/p' 

5.  Condition  pour  que  les  équations 

représentent  une  même  droite. 

R.        nl-him  +  m  —  O. 
a.  Les  équations 

p  q  r 

représentent  une  droite  passant  par  l'origine  et  peuvent  se  ramener  à  la  forniû 

>l^        _        iy        ^        <:z 
q^p^r      p  —  q-t.r       q-^-p  —  r' 

7.  Soient  p'  et  p"  les  distances  des  deux  points  M  (a:'yV),  K  (ir"/'z")  ù  l'origiiio;  lu 
droite  qui  réunit  ces  points  passe  par  l'origine,  si  on  a 

p'p"  =  x'x"  -f-  y'y"  -v^  z'i" 
Car,  lu  condition  donnée  ri;vient  îi 

(œ'«  +  ,y  -t-  z'^)  ((c""  -H  y"'  -^  z"")  -  (^'^"  -t-  y'y"  +  z'z"f  =  0. 
ou  bien 

{x'y"  -y-x"y  ■+■  (x'z-'  _  2'i"l»  +  (!,V  -  z'y'f  =  0; 
on  en  déduit 
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s.  Que  représente  l'équatiati 

Si  on  écrit 

(1=  +  y' -1- î')(eos»  a -H  cos' S  +  cos' ï)  —  (a;  cos  li  +  y  cos  ^  +  î  cos  v)' =  0, 
on  pouri'a  décomposai'  le  premier  membre  sous  la  forme  de  iFois  carres,  et  on  verra 
l'équation  proposée  représente  îa  droite 


».  Qui  signifient  les  équations  a"  =  y^=.z''f 
Elles  déterminent  les  quatre  droites 

(i)  "'~^'  (2)   "'"'''  (3)   ^~       ''  (i)  " 


f  «.  La  droite  imagiiiaJi-e 

3i  =  {2  +  t/^ï-t-3-2l/^,     !;=(^-^-l/^^-^■^-2^' 
passe  par  le  point  réel  [7,  3,  2). 
11.  Les  équations 

i-(.  +  .V^)«-l-f,     !l  =  (i  +  l.'K^)«  +  « 
déterminent  des  droites  imaginaires  qui  passent  par  le  point  réel  (p,  q,  0). 

1*.  Trouver  les  angles  d'une  droite  avec  les  plans  coordounés. 


Va?- 


30.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données. 
Soient  les  équations  du  deii\  droites 

ia;  =  Qz  -+-  p,  lx  =  a'z  +  f', 

Si  on  désigne  par  (a,  (3,  7),  (a',  p',  7')  les  angles  qu'elles  font  avec 
trois  axes  rectangulaires,  et  |ioi'  ç  celui  qu'elles  forment  entre  elles, 
on  a  (S-  4) 

eos  o  =  cos  a  Ros  a'  +  eos  [3  uos  fi'  -i-  eos  y  eos  7'. 
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D'un  aiiire  côté,  les  cosinus  directeurs 

(N''  26) 


sont  détcriniiiés  par  ies  lîgaliiés 


^/«^ 


_  cos  fi' 

"If 


1 


1 


(/a's  _j.  (,'i  ^  i 
pour  éliminer  les  cosinus,  on  !i 
aa'  -h  bb'  -^  i 


[/«s  -t-  6^  -t-  ■!  l/a'^  -4-  b'^  -+-  l 


On  en  dédent  Facilement 


[/(a  —  o')*  -+-((»  —  />')^  -t-  jab'  —  ha')' 


et,  par  suite, 


tang  (p  = 


l/u* -t- 6^ -t- ■!   i/a'*  -+-6'^  + 
^i/{a-ay^lb-b'r-^ab'- 


r  bb'  +    i 

Le  signe  ±:  dans  l'espression  du  cosinus  cl  de  la 
h  l'angle  aigu  ou  obtus  des  droites  donnét 


La  I 


mdilion  de  perpcndicularité  des  deux  droites  sent 


-66'- 


1  =. 


^0, 


puisque,  dans  ce  cas,  tang  (p  =  os  ,  et  (p  =  90".  Deux  droites  ne  se  ren- 
contrent pas  généralement  dans  l'espace;  la  relation  précédenle  exprime 
que  si  on  mène  par  un  point  de  l'une  des  droites  une  parallèle  à  l'autre, 
l'angle  ainsi  obtenu  sera  droit.  En  supposant  que  a  et  6  «oient  donnés 
et  a',  b'  inconnus,  un  pourra  trouver  une  inlinité  de  valeurs  pour  ces 
quantités  satisfaisant  à  la  condition  précédente;  à  toutes  ces  valeurs 
correspondent  les  droites  en  nombre  illimité  que  l'on  peut  mcnei' 
perpendiculairement  à  une  droite  par  l'un  de  ses  points, 
Ex.  1.  Trouver  lo  cosinus  de  l'angle  des  droites 


a) 
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Es.  ».  Trouver  le  If«u  des  pej'pendiïulaires  élevées  au  point  1  ; 
la  droite 

Les  éqiintioiis  d'une  droite  qui  passe  paf  le  point  donné  sont  de  i 
ac  — n_2</  — 6_2;  — e 
a'       ""      b'      ~      e'       ' 
et  la  condition  de  perpendîculorité  esl   n«'-l-ii'-l-cc':;=0. 
donne  pour  l'équation  du  lien  demandé 

a(2^-n)+b  (2y  ^  t)  +  c  {2=  -  «)  =  0, 

aai  +  iy+ra ^-^  =  0. 

Un  verra  pins  loin  qu'elle  représente  un  plan  perpendiculaire  k  la  droite. 

Ex.  3.  Trouver  les  cosinus  directeurs  des  bissectrices  des  angles  de  deus  droites. 

Menons,  par  l'origine,  deux  droites  (k',  ^',  ■/),  (a",  p",  y")  parallèles  aux  droites 
données,  et  snr  chacune  d'elles  prenons  des  longueurs  OM  et  OM'  égale?  â  l'unilé.  Les 
coordonnées  des  points  M  et  M' seront  ces  a,  cos  ^,  ces  7;  cosk',  coS|3',  cosy'.  Les 
équations  de  lu  bissectrice  de  l'angle  MOM'  seront 


is  des  bissectrices  des  dro 


:osï'-+.cos/' 

it  déterminés  par  les  rorinulcs 


f  est  l'angle  des  droilfis. 

31.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  soient  dans  un 
même  plan. 

Deux  droiies  étant  définies  p,ir  un  système  de  quati'c  équations  de 
lu  forme 


=  kH 
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elles  ne  se  rencontrent  pas  dans  l'espace,  k  moins  qu'il  n'y  ait  une  relation 
entre  les  conslantcs  telle  que  les  éq  at  p  '  d  ni  n  forment  plus 
que  trois  équations  distinctes;  cell    -c      t  nt  lu       p   '  rapport  à 

a.-,  y,  z  donneronl  les  coordonnées  d  |  t  ma  deux  droites. 
En  retranchant  les  équations  memb        m  n  h        1        t 

0  =  (a-«')         )  -; 
0  =  {h-b')z  +  q-q'. 
On  en  déduit  deux  valeurs  pour  la  coordonnée  z  qui  devront  être 
égales,  si  lesdroitcsont  un  point  d'intersection,  lien  résulieque  l'équation 

a^a'        b  —  b' 
ou 

(p-p'l(l.-f)-(»-o')  (,-,')  =  0 

exprime  que  les  droites  se  rencontrent.  Comme  elle  est  satisfaite  si 
o  =  a',  El  =  6',  c'est-à-dire,  si  les  droites  données  sont  parallèles,  c'est 
la  condition  générale  pour  que  deux  droites  soient  dans  un  même  plan. 

Ex.  1.  Les  droites 

-jj,„«_S  =  0,        3j^  — 1  —  0  =  0, 
a;  -t-  2:  —  4  =  0,        i/  -t-  3;  —  3  =  0, 
se  eoupenl  dans  le  plan  des  xg  au  point  (a  =;  4,  y  ;=  5). 
Ex.  «.  Les  droites 


"(î'  5'  §)• 


lU  point  I 
Ex,  a.  Condition  de  rencontre  des  droites 

P  q      ~   ' 

Ex.  4.  Même  calcul  pour  les  droites 
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Ev.  &.  Ulirudcs  inlll(;ux  des  droites  parallèles â  un  plan  rToiinc  et  iTncoiilrniildeux 
drnilos  fis;es  est  une  ligne  droile. 

Prenons  le  plan  donne  poui'  le  plan  dos  3iy  vl  l'une  des  droites  fixes  pour  aïes  des  i; 

x  =  az-i-p,       y  =  b:-i-q 
les  équations  de  la  seconde  droite  fiso. 

Une  droite  parallèle  à  ri/  qui  rencontre  les  droites  fiscs  aura  di's  er^uations  de  la  forme 


ordonnées  des  puinis  d'ïntcrscelion  de  cette  dro 


2      '       ■'  2      ' 

!  que  les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  satisfont  auï 

rt!  —  ji  =  0,      2y  —  6:  ~  g  =  0. 

3S.  Tramer  les  équalimis  d' une  draile  passant  pur  un  point  M  {x'  y'  z') 
et  qui  rencontre  les  droites  données 

Soient 

les  équations  de  In  droite  chcrcliée.   Les  difty rentes  eoiistimles  seront 
déterminées  par  les  éqnnlions 

3.''  =  As'-+-P,       (;'  =  liî:'-t-Q, 

p  _  p  _  Q  —  ,,  P  —  ^>'  ^  Q  —  ^' 

A— «        W  —  b'      A— «'        \\~h' 
Les  deufi  premières  donTiciU 

P  =  ,T'~Az',       Q  =  y'  -  lis'. 
ei,  piii-  suilc,  les  deux  autres  deviennent 

i;'  _  Az'  —  p  _  ?/_—  Bï'  —  q       x'  —  kz'  —  /  ^  ly'  —  IW  —  q'  _ 


li-h 


A- 
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et,  en  faisant  les  roJiiclioiis, 

A  (!/'  -  bs'  —  q)  —  B  {x'  -  az'  -  p)  -  «(y'  -  <j)  +  h(x' —  ]>)  =  0, 
A(3,'-6V--f,')-B(x'-«V~p')-n'(/-'/')-v-''V— î^')^^- 

Désignons  pnr  l,  m  et  «  les  viilciirs  dos  pvemiei's  membres  des  rqualions 
des  projections  de  la  première  droite  pour  les  coordonnées  a;',  y',  z', 
c'esl-à-dicc,  posons 
l:^y-  —  hz'~  q,     m  =  x'~  az'  —  p,     n  =  h(j:'  —  p)  —  a  {y'  —  7). 

En  appelant  l' ,  m',  n'  les  expressions  analngncs  ponr  la  seconde  droile, 
tes  équations  précédenles  donneront  les  égalités 


mn' — tim'      lu'  — ul'      lui'— -ml' 
Les  cqnalions  de  !a  droite  elierehéc  peuvent  se  mettre  si 
x  —  x'     ^  y  —  y'  ^    z~  g' 
mil'  ~  nm'       lu'  -  ni'       Un'  —  ml'' 

Ex.  1.  Droite  issue  de  l'origine  et  s'oppayant  sur  les  droites 


r  ib'p'  -  a'q')  —p-  [bp  -  agi       g  {by  —  a'q')  —  </■  (fcp  —  ,,q)       qp'  —  pq' 
Ex.  S.  Droite  issue  de  l'origine  et  reneonlraiit  tes  droites 


Eii.  3.  Ti'ouvni'  l'ti|Halion  d'une  droite  qui  reneoiitrt  les  ilmiles 
(    y  =  l/z-\-q',       \    y  =  /,":+.,/■ 

La  droite  clicrehéii  d  îles  ijquolious  de  la  forme 

a-  =  n=H-l',        y  =  l,z  +  ii 
ivec  lescoiidilinas 

P-V'^Q-q'        P-r"^<}-'," 
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P  (&-(-■)-  y  ('1  -  "')  -  p-  [h  -  h')  +  ;•  (a  -  n')  =  0, 
p  (6  _  b")  -  y  (a  -  u")  -  i,"  [h  -  b")  +  q"  (f.  -  n")  ^  0. 


p'0_6')  +  3'(„_„'l,       k^  =  ^t,■■[|,~b'■)■^^q■■{a~„") 


ki[b  —  b")-ki{b-l,') 


,")-{b~b")(a-u') 


33.  En  général,  on  peut  mener  deux  droites  qui  reneonirenl  quatre 
droites  de  l'espace  non  situées  deux  à  deux  dans  un 

Soient  ((ig,  ■15)  d,,  di,  rfs  trois  droites  données; 
d'elles  deux  plans  respectivement  parallèles  aux 
deux  attires;  les  six  plans  ainsi  obtenus  formeront 
un  pHralIélipipèdc  dont  trois  arêtes  seront  dicigces 
suivant  les  droites  di,  d^,  ds.  Pinçons  l'origine  an 
centre  du  parallélipipède  et  prenons  des  axes  parai- 
lèles  anx  aréles.  En  représentant  par  2ai,  26i,  2c, 
les  longueurs  des  arèics,  les  droites  données  auront 
pour  équations 


Knfm,  soient 


(,i.) 


.  —  6,i 


('!.) 


(lis)     X  =  uz  -1-  p,       y  :^bz  -i-  q 
lus,  é(iu;\lions  de  In  iiualrième  droite  lixe.  On  peut  toujoui 

L«;==Aî-t-I>,       y  =  liz  +  Q 
la  droite  inconnue.  Les  ciiuations  qui   expriment  inr< 
précédentes  seront  : 

(a)        6,=^lfc,  ^-Q, 
P  — II,       ^i-^-lh 

(y)  ^<„  =  At,  +  l>, 
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Les  cgnlités  (a)  el  {y)  (loiint'iil 

SubsLiliions  ces  Vii leurs  dans  les  tlciix  aiilrcs,  il  viendra  après  ([uelqucs 
simplificutions 

(e)         PQh-«,(.,  =0, 

(P  -  ]>)  [Q  -  t-,  —  bc]  +  (Q  _  qUP  +  "I  +  ««.]  =  0. 
En  développant  celle  dernière  égaillé,  cl  rcniplaçaiu  PQ  par  —  ti,h,, 
elle  devient 
(fj;)     P(bi-hhci-\-q)  +  Q{p—  a,—  ac,)+'iaA'i-(l(ai-*-aCi)—  p{bi-t-bci)==^0. 
Les  équations  (e)  et  (;/)  élant  résolues  par  rapport  à  P  et  Q  donneront 
doux  valeurs  pour  ces  inconnues,  et,  par  suite,  il  existera  en  général 
deux  droites  qui  rencontrent  les  quatre  droites  données, 

Si  on  considère  seulement  les  trois  droites  ii„  ds,  dj,  il  y  aura  une 
infinité  de  droites  jouissant  de  la  propriété  de  s'appuyer  sur  chacune 
d'elles;  elles  correspondent  aux  valeurs  de  P  et  de  (J  qui  satisfont  à 
l'équation 

U)        PQ  -y  ttibL  =  0. 

Le  lieu  do  toutes  ces  droites  sera  une  certaine  surface  dont  l'équatinn 

s'obtiendra  en  éliminant  P  et  Q  entre  la  relation  précédenie  et  les  égalités 

qu'on  peut  écrire,  en  substituant  à  A  et  B  leurs  valeurs, 

_        P  +  B,  ^^~''> 

c,  '        ■'  Cl 

On  en  tire 


si  on  remplace  ensuite  dans  (e)  P  cl  Q  par  ces  valeurs,  on  trouve  pour 
l'équaiion  du  lieu  de  toutes  les  droites  qui  rencontrent  les  trois  autres 

{a,z  H-  va)  (luz  +  c,7)  -^  „A  {z  -  c)  [z  +  c), 
ou  bien 

a,i/z  -+-  bixz  -1-  tUixy  -t-  aihiC,  =  t). 
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Nous  verrons  plus  lard  qu'elle  représente  uiil'  surface  du  secoiiil  oi'drc 
nppelde  hyperboloïde  à  une  nappe. 
Lus  équations 

t,      ~'      ■'  ~^       c,      "' 
avec  Ifi  eondilion  PQ  -h  «iftj  ^0,  représenteraient  un  système  de  droites 
issues  de  l'origine  cl  respectivement  parallèles  au\  droiies  qui  rencon- 
trent les  lignes  d\,  (/s,  dt.  Pour  obtenir  le  lien  de  ce  second  système, 
il  faut  éliminer  P  ot  Q  entre  les  équations  précédentes;  ce  qui  donne 

(ca:  -1-  «,2)  (cy  -)-  6,a)  ^«i'j,ï", 
ou  bien, 

«ii/î  +  6,xï  -1-  dxij  =  0  ; 

cette    équation   représente    une  surface    conique    ayant    pour    sommet 
l'origine. 

34.  Trouver  les  équalionK  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
M  (x',  y',  e')  sur  une  droite  donnée,  ainsi  que  l'expression  de  la  lonijueur 
de  cette  perpendiculaire. 

Soient 

X  —  «s  —  |)  =  0,     y  —  l)Z—  11  =  0,     h  (c  —  p)  —  ((  {i/  ^  q)  =  0 

les  trois    projections    de    la    droite  donnée,  La  perpendiciiliiire  devant 
|»fissor  par  le  point  M  aura  des  équations  do  la  loririo 

x-x'^a'{z-z%     y~ij'^b'{z~z'). 
En  exprimant  qu'elle  doit  rencontrer  la  droite  donnée,  on  obtient  la 


«'  ['/  —  l>z'  —  q)  —  b'  [x-  —  az-  —  p)-*-b  {x'  -  p)  —  a  {y'  —  (,)  =  0. 
De  plus,  lii  condition  de  perpcndiculaiilé  des  droites  est 

i,a'  -H  bl/  -t-  I  =  0. 

Posons 

l^y'  —  bz'  ~  q,     m  =  X'  ~  az'  —  p,     n^-b  [x'  —  p)  —  a  (y'  —  q)  ; 
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I  vicndrti  pour  eUHoriniacr  a'  et  b'  les  éiniatioiis 

a't~b'm  ^  ji  =  (l, 
au'  -.-  6&'  +  1  =  0. 
On  en  lire 

u-  !/  \ 

—  {in-t-bu)       un  —  l       bl  +  itm 

Los  iîqiialions  lie  U  perpendiculaire  seronl  donc  de  l;i 


-(,n-H/»,)      an-l      bl -^  am 

Afin  de  déterminer  3a  longueur  de  lit  perpendieiilnii'e,   écrivons  les 
ccuialioris  de  la  droite  donnée  sous  la  l'orme 

a;  —  x'  —  a{z  —  z')-=az'  -^-  p  —  x' , 

y  _  y'  _  f,  (s  —  z')  =  bz'  -*-  q~  y', 

b{x-x-)~a{.j--y')=^aiy-.^q)~bix'~p). 

Les  coordonnées  du  pied  do  la  porpeniiiciiliiirc  doivent  sHlisfaire  ù  ces 
égalités.  De  plus,  en  verin  des  équations  de  celte  droile,  on  :i 

_y  — /_g  — g'   _       "(a:— x')-i-6(i/— 1/')-4 


-~{m-t-hii)      au  ~l,      bl-fr-am      — a{m-\-bn)  ■^b[aH^l)  +  bl-^ixm  ' 

comme  le  dénoininatcuc  de  lu  dernière  fi'aelion  est  nul,  il  faut  que  l'on 
ait  aussi 

u  {X  —  X-)  H-  b  {y  —  <j')  -h  z  -  z'  =  0. 
Si  on  ajoute  les  quatre  équations  précédentes  après  les  avoir  élevées 
au  carré,    les  doubles    produits  des  différences  x~x',y  —  ij',  z  —  z' 
disparaissent  et  il  vient 

\ix  -  x'f  -^{y-  y'r  -^(z-  z-y]  (1  -^-  «^  -H  b')  =  (az'  +  ,.  -  x')' 
^^^bz■+g-^y■f-^[hix■-p)~a(y■->|)V. 

Mais,  en  désignant  par  tt  la  disiDiiee  vhcrciiéc,  on  sait  que 


T.  =  [/(a;  —  x'y  -f-  [y  —  y')^  +  (z  —  î'J* 

uù  X,  y,  z   sont    les    coordonnées    du    pied    de    la    perpendiciilairo. 
L'équation    précédeiile    nous    donne   iinmétlialenicnt   la    valeur   de   t:  ; 
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H  est  iililc  de  rem.irqiier  que  In  qiianlifé  sous  le  radical  fin  niimtirnteTii' 
est  Irt  somme  des  earrés  des  premiers  membres  des  rqiiiilioiis  de  \:\ 
droite  donnée,  où  x,  y,  z  sont  remplacés  par  les  coordonnées  chi  point  M. 

F.K.  I.  Distance  de  l'origine  a  la  droite    œ  — «s  — p  =  0,   y  —  bi-~<i  =  Q. 


V/1 +  „<  +  (,= 
Ex.  ï.  Distance  îles  deux  droites  p.iruUèles 

i    g  =  bx  +  (i;        (   y  —  iî  +  q'. 
Soient  (3^',  y',  z')  un  point  de  la  seconde  droite;  on  aura  k$  lïgalllùs 

a;'— 03'  =  /)',       y'  —  hî'  r=g',       hx'  —  ay' =  bp'  —  nq' . 
La  dis[unce  de  ce  point  à  la  premif^re  limite  sera 

_  |/(P  -  P')'  +  I?  —  (l'i'  -*-[b{))-  p')  ~n(>,~  q-)f 


Cette  expression  est  indopeiidantc  du  point  elioîsi  sur  la  seeondfi  droite,  comme  cela 
doit  être. 

35.  Ti-ou\mr  les  équalhns  de  la  perpemliciilaire  commune  de  deux 
droites  données,  ainsi  que  l'expression  de  la  plus  courte  dislance  de 
ces  droites. 

Soient 


rp, 


<''■)     „_,.,      '!        i'^^) 


les  tle.UK  droites  données.  Désignons  par  [x,  y\  z'),  (x",  y" ,  z")  les 
eoordonnées  inconnues  où  la  droite  cherchée  reneonlre  {d\)  cl  {(/.}.  Les 
éqnations  de  la  peppenilientaire  commune  peuvent  s'écrire 

(D)     x~x'^k[z~z\     y-a'==I!(!-s') 

ou  !)icn,  en  observant  qtiex'  =  aj'  +  p,  y'  =  bz'  -i-  q, 

(D'j     X  — p  =  Aï  -+-  (a  — A)e',     ,»/  —  ']  =  H:  -+-  {b  —  \i)z\ 


y  Google 


_  hh  — 

Pour  que  In  (iroiic  (0)  soit  poppcndiculiiire  aux  deux  autres,  il  faut 
les  conditions 

Ao  +  lit  -+-  1  =  0, 
Art'+  Iî//-t-  1  =0, 
D'où  on  lire 


Posons    pour    abréger    :    l  =  h — &',  m  =  «  —  «',  n  =  nh'  —  &(('.  Il 
viendra 


et  les  équations  de  lu  iierpendietiiaire  eommnne  peuvent  se  meure  sons 
la  fornic 

.■(I  -  ,))  -  fa_(.,,  -  ly,    «(!,-,)  +  »«=(/„.  +  m)^'. 

Il   reste  à  délermincr  In  quantité  inconnue  z' .  Or,   les  coordonnées 
x",  ij" ,  z"  doivent  satisfaire  aus  équations  (D'),  et,  par  anitc, 

j5"— ),  =  Aï"  -t-  {u~K)z\      y"~ri  =  ]iz"  -^{b—B)z'. 

En  remplaçant  x"  par  a'z"  -+-  p',  y"  par  b'z"  ■+-  (j',  et  ordonnant  les 
termes  convenablement,  les  équations  précédentes  peuvent  s 
k  la  l'orme 

(A  -  û),'-  (A  -  a'}z-  -  ip~p'}  =  0, 
(U  „  6)/  _  (ij  _  6')  ^"  -  (9  -  <,')  =.  0. 
On  en  dédnit 


(A-a')(^-7')-(U-6')(A'-/)      (A-")('/-q')-(H-'')(f-P') 


(B_6)(A-«')-(I!-f/)(A-fl)- 
et,  en  substituant  ii  A  el  li  leurs  valeurs, 


i^l^„;>j){q~<nM"'^l>'"){l>~V')       {l-an)(,i~q')-i-C"-^!>"){P~V') 


yGoosle 


En  remplaçants'  par  sa  valeur,  on  tvoiive  pour  les  équations  Je  la 
perpendicttlaire  commune 

{l^+m-+n^Mx-p)-lz]={l-an)[{p-p-){m+b'n)-^{q-q'){l-a'n)l 
(l'-^~m*+n*)[n{ij~-q)-\-mz]=—{bn-i-m)[{p—p'){m+b'ti)-¥(q~q')(l—a'n)']. 

Cherchons  mnintenant  l'expression  de  la  perpendiculaire  commune. 
En  la  ilésignani  par  A,  on  a  d'abord 

A  ^  \/{x-  —  xj  -t-  [y"  -  y-y  +  [z"  —  z')K 
Mais 

x"  —  a:'  =  A  {z"  —  z'],     y"  —  i/'  =  B  {z"  —  z'), 
et,  par  suite. 


A  =  (î"  —  2') /■!  -»- A^-i-BS 
Il  bien. 


(.--z')i/i'. 


Or,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  qui  déterminent 
:'  et  e",  il  vient 

s'  —  z"  \ 


[an  —  a'n)  (ij  —  tj')  +  [h'n  —  bn)  {p  —  p')  l^  -t-  m^  -4-  «' 

D'où  on  tire 

.,.     .,_[(»-<■')  ('I  -■>')-  C'  -  <")  (p  -  p')] .. 

/'  ■+■  m'  ■+■  n^ 

Enfin,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  A,  on  obtient  pour 
la  plus  courte  distance  entre  les  droites  données 

A^±    (a-a'){q-q')-{h-h'){p-p-)    _ 

On  peut  donner  à  eeltc  expression  une  autre  forme  en  y  introduisant 
les  angles  des  droites  avee  les  axes.  Soient  a,  |3,  y  et  a',  [3',  y'  les  angles 
dos  droites  données  avec  les  trois  axes  rectangulaires;  on  sait  que 
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par  suite,  lu  Viileiir  de  A  ilevient  par  la  siibsliUilioii 
.  (p  —  p')  (cos  (3  cos  y'  —  cns  [)'  cos  y)  —  ff/  —  ç')  {cos  a  cos  y'  —  eos  a'  cos  y) 

[/(casxcosy' — cosa'cos-/)'-H  (cas  Sens/ — cos[5'cosj')'-i-(cos«cos[5' — cosa'cos^) 
ei,  en  appelant  tp  l'aotçle  des  deux  (Imîlcs, 

A^zp-^-iO»  — p')(cos|3cos/~cosP'cosy)  — {<-/— 7')(cosacos/— oosa'cosy)], 
sintp 

OU  encore,  sons  la  forme  d'un  délcrminanî, 

I'~P\      </  —  '/■'      0 

cos  a',     cos  [3',    cosj'' 


§    5.    EXPRESSIONS    DIVERSES    DU    VOI.liHE    d'uN    TÉTnARME. 

36.  On  a  souvent  besoin  de  considérer  un  tétraèdre  dans  la  géométrie 
c'est  pour  ce  molir  que  nous  allons  faire  connaître, 
dans  ce  paragraphe,   plusieurs  expressions  du 
volume  de  ce  solide.  En  premier  lieu,  nous  nous 
proposerons  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Etant  données  les  arêtes  d'un  lèlraèdre  qui  abou- 
tissent d  ttn  sommet  ainsi  que  les  angles  qu'elles 
forment  entre  elles,  déterminer  son  volume. 
Soit  {fig.  id)  un  tétraèdre  1234;  rf,î,  d,,,  rfu 
Fig.  16.  les  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet  \  ;  }.,  jj.,  v 

les  angles  514,  214,  215.  Le  triangle  154  a  pour  surface 


(l„d„sinl. 


Du  point  2  abaissons  la  perpendiculaire  al'  sur  la  face  134;  on  aura, 
en  désignant  par  V  lo  volume  du  tctrat{lre, 

f,V  =  d,-Jus\n).-  ■■IF. 

Mais,    si   oji    mène   211  perpendiculaire    au    côté   14,  et  si  on   joint 
les    points  II  cl   I»,    l'angle   âlIP    mesure    l'inclinnison  des   faces  qui 
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passent  pad'arÉlo  14;  représentons  cette  angle  [xif  ç;  on  aura 

2P=^  2H  sinij)=:({|3sin  fx  sincp; 
par  suite, 

6V  =  (ils  diz  d,i  sin  X  sin  [t  •  sin  ip. 

Alin  <1e  diilermiiier  l'angle  (p,  imaginons  une  sphère  ayant  pmtr  centre 
le  point  1  avec  un  rayon  égal  à  l'unilé;  l'es  faces  relatives  à  ce  sommet 
vont  rencontrer  la  splièrc  suivant  un  triangle  sphiSrique  dans  le(|ucl 
on  aura 

cos  V  ^  eos  X  oos  «  -*-  sin  À  sin  ^  cas  f. 

On  en  déduit 

(cos  V  —  pos  1  cos  ij.y 


ou  bien,  en  développant, 

i  —  ciis^  ).  —  eu 
s,n=  tp  = 


En  Hiiljstituanl  plus  liant  cette  valeur,  il  vient  pour  le  volume  clicrché 


(1)     6V  =  (/,,d,5rf,il/ï— eos^A  — cosV~cos'y  +  2cos).cos^cosv. 

On   peut  encore  lionner  une  autre   forme  au   second   membre,  en 
remarquant  que  la  quautilc  sous  le  radical  est  égale  a 

siii^Xsin'(i  — (cosv  —  coslcos[j:)^=-(sin^sinfi-i-cosv  —  eosXcosf.) 
(sin  A  sin  [^ — eosi/  +  cosAcos^)  =  [cosi'  — cos  (X  ■^- [/)]  [cos  P  — ^w)  —  cosi'] 

.      1   +  ^  -^  V     ,      "k  -h  jl. i    .      X-hV  —  [I.     .      (X-t-V— ■?. 

en  posant  2/J  =  À  -+-;;.  +  v,  eeUo  expression  se  réduit  à 
4  sin  p  sin  [p  —  /.)  sin  (p  —  i>.)  sin  (p  —  v). 
11  en  réstike  que  l'équaliou  {!)  peut  s'écrire 


3V  =  ti,s((,adii  /sin  p  sin  (p  —  >)  sin  (/j  —  [>.)  sin  (;>  —  v). 
Il  est  important  de  remarquer  qu'en  prenant  sur  les  arêtes  du  sommet  \ 
trois    points   nouveaux   2',    3',    4',   on   obtiendra    un  second  tétraèdre 
équivalent  au  premier,  pourvu  que  l'oii  ait  tlurfistin  =  rfis^iî^u,- 
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3Ï.  IVouver  texpression  du  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  de 
ses  arêtes. 

Désignons  par  djj,  rfs*,  du  les  côlés  du  Irianglc  234  {(ig.  i6)  :  il 
vienilrn  pour  les  cosinus  des  nngles  X,  p,  v  les  expressions 


cosA: 


—iR,  d'^,-ird'',,-—dl,  (iL-4-rf^, — dl, 

COSft^=--     —,■--, —,      C08V=-' 


'id,zdi'2 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  élevée  au  carré  ;  an  aura 
56V^  =  1  [id\,dl,(P,,  -  {d%  +  d'„  —  dl^y  d^  —  (d^  +  d%  —  d^y  d% 

En  développant,  cette  équation  peut  se  ramcnci'  à  h  forme 

('ili  —  <^li  —  'ilz)-^'i\AlAdl?,—  dl,  —  dlt)-*-dl^dt,dl,. 
C'est  l'expression  ([ui  donne  le  volume  V  en  fonclion  des  nrèle.t, 

38.  On  peut  exprimer  le  volume  d'un  tétraèdre  en  runction  des  arèles 
sons  la  forme  d'un  déterminant  que  nous  allons  faire  connaître.  L'équa- 
tion (1)  élevée  au  carré  peut  s'écrire 


36V'-=rfL<,rfï, 


en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  valeurs,  on  aura  !c  déterii 


6V^ 

=  dl^d]Jl^ 

1         d^,,  +  d^,,  —  d%  d],-i-dl~dl 

2rf,arf,3                  2(i„(;,4 

''îs-^rf'.  — rfl              •'l-^'lu-'l'- 

2di,(i,î                             2ri,,*i,i 

''\^<iu  —  <<h  ''!=-*-<,--''=. 

2rf,=  rfu  2(ii;rf,4 

Si    ou    multiplie    respectivement    chaque  colonne   et   cliaque  lig 
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par  rfis 

,d. 

,  (fil,  il 

vient 

56V^  = 

2         '                   2               '                    2 
2             •            2         '                 2 

''!.  *  d',  -  dl,      d',,  -Ki;.  -  dl,      d 
2                               2 

4  -1-  d'',. 

2 

On  cil  déduit 

288V -    <i;,  +  .i;„    d],-^i%-d<„,    ie„.^ii,-~i'„ 

'';.•<-•'!•—<..  '';.  +  <..  <'i.  +  <<;.-<i'. 

, 

d'„-*-d\,  —  4„     dl,  +  il,-dl„     d%-i-d'„ 

on  bien 

288V*  = 

1          0,               0,                           0 

t,      1,          1,               i 

—  rf!,i   <2— '^Li   <^îr.-4ii  ('i4 

1,     0, -,f;,, -i!;„      _,/;. 

_ 

1,  0,    —  ii;„  - 

-,i 

„  —''U 

0,      i,      i,        \,             t, 

»,  f,     t, 

d, 

i 

0.  —■'!..  '';..  <i'„~'ii„  ''u-'iî. 

1,  -1';,,  0, 

-il 

.,  —dl. 

0.  —''!,.  ■'!,— Jî..  '';..  <i'„-'il. 

■1,  -./;„  ^.i;„ 

), 

—  ''l. 

0,  -If,,.  <i;,— rf;.,  d<„-,R„  d'„ 

i,  -''•;.,  -'!',.. 

^d 

l„    0 

0  _,i;,  _,i;,  _,i;,  t 

—  dl,        0    — <!'^3— ''t*  * 

0    (ij^  rf^3  rf% 

''i,    0   •'!,  «'L 

''il  (f^î  ''l:.    » 

i 
i 
i 
i 

1      f 

1             i     0 

i     1 

1       i 

0 
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Le  dernier  délepiniLiaiii 
quantité  288V^. 


"  30  - 
représente 


ius   une  foi'me  symétrique   ia 


39.  Trouver  l'ei'-pression  du  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des 
coordonnées  des  sommets. 

Considérons  d'abord  un  tctracdre  dont  le  sommet  4  est  n  Toriginc  d'un 
système  d'axes  rectangulaires,  el  dont  la  base  125  est  parallèle  ou  plan 
des  xy.  Soient  (a;i  t/i  zi),  (xs  ya  Ss),  (a^s  ys  Zs)  les  coordonnées  dos  points 
■1,  2,  5,  le  triangle  123  se  projette  sur  xy  suivant  toute  sa  grandeur,  et 
l'expression  de  sa  surface  est 
I 

Comme  la  hauteur  du  tétraèdre  est  s^  =  e^  =  j^,  on  peut  écrire 
6V  =  (x^y^  —  Xji/J  s, -t-  (x^y,  —  a.yjzj  -+-  (x,y^  —  x^y,) s,. 

Cela  étant,  prenons  sur  les  arêtes  les  points  i',  2',  3'  aux  distances 
d\,  d\,  rf'j  de  l'origine;  lespoinls  1' et  2' sontqueleonques, mais  le  troi- 
sième doit  ôlre  choisi  de  manière  à  satisfaire  à  l'égalité  d^d^d^=^d\d\d'-, 
Le  volume  du  second  tétraèdre  est  alors  équivalent  au  premier  ;  de  plus, 
en  désignant  par  {x\  y\  z',),  (x\  y\  z'^),  {x'^  y\  z\)  les  coordonnées 
des  points  1  ',  2',  5',  on  a  les  relations 


ri'ô 


--TrJ--- 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente  el  suppri 
le  facletir  commun  d^d^d^  •=  d\d\d'^,  il  viendra 
(>Y^{x\y\  —  x',>j\)z\  +  {x'.y~x',y\)z\-^{x\y\^—x'jj',[ 
ou  bien 


(iv  = 


x^y,z, 
X'-.  y'-.  ;'; 


yGoosle 
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C'est  l'expression  du   volume  d'un  l^triicdrc  dont  itn  sommet  est  Ji 

l'origine,  la  base  étant  un  triangle  dont  le  jjlan  n'es)  plus  parallèle  à  xy. 
Enfin,  supposons  un  tétraèdre  dans  une  position  quelconque  par 
rapport  aux  axes  des  eoordonnées.  Soient  [x'y'z'),  {x"y"z"),  {x"'y"'z"'), 
(x'^Jj^z'"),  ses  sommets.  Transportons  l'oi'igine  au  point  {x'"  y"  z")  en 
oonservani  les  axes  parallèles  à  eux-mêmes.  Le  yolume  du  tétraèdre  sern 
donné  par  l'expression  précédente  oiî  x\  y'„  etc.,  représentent  les  coor- 
données des  sommets  par  rapport  aux  axes  nouveaux.  Mais,  d'après  les 
formnlcs  de  la  transformation  des  coordonnées,  on  doit  avoir 


II  s'ensuit  que  le  volume  du  tétraèdre  quelconque  sera  déterminé  par 
l'équation 


»nd  membre  esl  égal  ii 


En  remarquant  que  le  s 

:-  —  x"    y'  — 
Q-^"-x'-'   y"^ 

0  x'" — x"  y'" — 

1  m"  !/' 
il  viendra  finalemcnl 

(5)      i;v  = 


40.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  au  sixième  du  produit  de  deux 
urélea  opposées  par  te  sinus  de  l'angte  de  ces  arêtes  et  leur  plus  courts 
distance. 

Noos  avons  trouvé  précédemment  pour  la  plus  courte  distance  entre 


('',) 


*/  =  (lï  -4-  f^, 


(■IJ 


y^^b'z  +  q' , 
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]'<;xpi'cssioii 


s^"9     eosK     cosP 
cosa'   eosS'   I 


)S7 


Prenons  sur  la  droite  (tî,)  un  point  (p"  q"  r")  à  une  distnncc 
trace  (p,  q,  0)  sur  xy.  sur  lii  droite  (d,)  un  point  (p'"  (/'"  r' 
dislance  (,  du  point  (ji',  q'  0).  On  aura  les  relations 

p"  —  p  =  (,  cos  a,      q"  —  q  =  /,  COS  |3,      »■"  =  /,  cos  7 
p'"  —  p'  =  ^,  cos  a', 


Par  la  substitiilion  des  cosinus  donn<!$  par  ecs  i><, 

alités  dans  l'expression 

de  A,  il  vicndni 

^_^_j ]_   p'-p^      */'-</'     0      ■ 

sintp    /,  (,     p"^p,       7"-(/,     »■■' 

P"'—P\    ff"  --1\  '■"' 

d'où  on  tire  en  nuiUi[)!ianl  par  ^,(5  sin  tp,  et  iijonlanl  dans  le  dclcrminant 

la  première  ligne  horizontale  à  la  dernièi'C, 

A/,  i,  sin  9=      p' —  p,      <i' ~- 1,      0 

P"~P'     fl"  —  1>     '■" 

P"'-P'    'l"'~<l,    '■'" 

Or,  le  second  membre  représente  six  fois  le  volume  du   tétraèdre  qui 

a  pour  sommets  les  points  (p,  q,  0),  {p',  q',  0),  {p",  q",  r"),  {p'",  ?'",  J-'"), 

et  dans  lequel  /,  et  tt  sont  deux  orètes  opposées;  donc  l'expression 

A  l,  /,  sin  9 

représente  le  volume  de  ce  tétraèdre.  Cette  propriété  s'applique  é 
ment  à  un  tétraèdre  quckonquc. 
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CFIAPIÏBE    HT. 


KoiiMiMRE.  —  Eqnalioa  du  premiei'  degré 
pla».  ~  Problèmes  sw  Ir  plan.  —  P) 


§     I  .    KQL'ATION    DU    I'HUMIKH    LlEURli. 


Jl.  L'w|iialio 


gci 


■  (iegit! 


(I)       Aa;  ^By  ^  Ce  -4-0  =  0. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  qu'elle  représenle  toujours  un  plan  dont 
la  posilioii  par  ruppoi't  fi  un  système  d'axes  dépend  des  coiislanlcs  arbi- 
iL'aires  A,  H,  C,  D.  Noos  savons  déjà  que,  si  une  équation  du  premier 
degré  renferme  une  ou  deux  variables,  elle  représente  un  plan  parallèle 
à  l'un  des  plans  coordonnés  ou  fi  l'un  des  ases.  Il  nous  reste  à  considérer 
une  équation  k  trois  variables. 

Soit,  en  premier  lieu,  à  déterminer  la  nature  de  la  surface  définie  par 
l'équation 

(2)       Aj;  +  %-+-Cï  =  0. 

Elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  de 
un  point  du  lien.  Si  on  posez  =  0,  il  vient 

(OS)       Aa;  -4-  Bt;  =  0, 
équation  qui  représente  une  droite  OS  dans  le 
plan  des  ixy  et,  appartenant  à  la  surface.    De 
même,  la  trace  du  lieu  sur  xz  sera  une  certaîni 
droite  OR  définie  par  l'équalion 

(OR)      Aa;  +  Cz  =  0 
obtenue  en  posant  y  =j  0. 


Mt  donc 


yGoosle 


D'im  aiitro  cfllù,  los  points  de  l'csitnce   tloiil  les  coordonnées  salisfonl 
il  tn  l'ois  aux  équiilions 

z  =  ft,       Xx  -1-  %  -1-  Cà  =  0, 

nppiirlicnncnt  ii  In  surface  cliercliéi!.   Or,  ers  iJcux  (■qiinlîons  simullanocs 

rcpri^scnlcnt  nnc  ligne   droilc  dnns  l'cspnce  qui  renconlrc  OR  quel  que 

soit  /(;  far,  ses  Irnccs  sur  xz  ont  pour  coordonnées 

C 
e  =  II,       ?/  =  0,       a:  ^  —  --/'.; 

vnlcurs  qnt  snlisfonl  h  IVgnliKf  (OR);  de  plus,  cette  droite  est  toujours 
parallèle  \\  OS.  Ainsi,  le  lien  reprëscnlé  par  l'éqnation  (2}  est  la  surface 
engcn(li-<!c  par  une  droite  mobile  qui  rencontre  conslnmmcnt  OR  et  qui 
reste  parallèle  à  OS;  c'est  donc  un  plan  passant  par  l'origine. 
Enfin,  considérons  l'équation  complète  du  premier  degré 
Aa:  -\-  lï;/  +  C:  ^-  1)  =  0, 
et  résolvons-la  par  rapport  à  s;  on  aura 

A  li  n 

tandis  que  l'équalion  (2)  donnerait 


En  comparant  ces  équations,  on  voit  que  pour  un  même  système  de 
valeurs  attribuées  à  a:  et  y,  les  valeurs  correspondantes  de  z  ne  diffèrent 

que  d'une  quantité  constante;  il  s'en  suit  que  le  lieu  représenté  par 
l'équation  complcle  sera  un  plan  parallèle  à  celui  de  l'équation  (2). 
Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  toute  équation  du  premier  degré 
représente  ini  plitn. 

J2,  Réeiproqueincnl,  un  plan  qiiehanque  a(  totijoiim  représenté  pnr 
une  équalioii  du  premier  degré. 

En  elfe),  si  le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés  tous 
ses  points  sont  à  la  même  distance  de  ce  plan,  et  son  é<]ualion  sera 
de  la  forme 
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Si  le  |)liin  est  pnpalléle  à  l'un  des  nxcs,  pnr  exemple  à  l'axe  des  a-, 
il  rencOTilrcr.t  le  plan  des  yz  suivant  une  droite  rcpréscnicc  par  iine 
éqnalion  de  la  forme 

Ihj^Cz^-  D  =  0. 
ComnK  le--  (O(irdonine= '/ et  s  d  im  point  (iiielconqiie  dii  pliii  sont 
ks  mêmes  que  celles  de  si  piojection  sui  In  dioite,  il  scnsuitqnc 
l'ëqualion  preeedenle  représente  le  plnn  iui-méme  dnrib  1  ospirc,  car, 
elle  est  «alialnilc  pii  les  coordonnées  d  un  point  queleinqiie  di,  ce  plan. 
Si  le  pian  pisisi,  pir  longine,  il  icnconlicia  le  pHn  di?  xz  et 
des  ry  sunant  deux  dioites  dont  1  s  équations  bont  de  h  fornu, 

Ax  -t-  Cï  =  0,       Aie  +  By  =  0  ; 
on  peut  considérei"  le  plan  comme  engendré  par   une  droite   qui  se 
meut  en  s'appuyant  sur  la  première,  el  en  restant  parallèle  à  la  seconde. 
Les  équations  d'une  telle  droite  peuvent  s'éerirc 

z  =  /(.       Ax  -^  Ry  -^-  k  =  fi. 


avec  la  condition 

.^k  +  CIt  =  0, 

qui    expcime  qu'elle  rcnconive  la  droite  siluée  dans 
/(  et  k  enirc  ces   tr;!is  égalilcs,  il  vient  pour  l'équati 

;  xa.  En  elii 
on  du    plan  ) 

par  1  oi'igine 

Enfin,  si  le  plan  reneonlrc  les  axes,  on  pourra 
par  l'origine  un  plan  parallèle  et  dont  l'équation  serf 
Aa;  •+-  Gy  -+-  Ca  =  0  ; 

toujours  hii 
1  de  In  rornic 

Or,  les  valeurs  de  e  pour  les   points  des  deux  plans   situés  sur 
parallèle  Ji  l'nxe  des  i  ne   diffèrent  que   d'une  quanlilé  ronslanlc; 

;  eclfo  quanlilé  :  l'équ.ition  du  plan  donné  sera  de  h  forme 
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43.  Équation  d'un  plan  qui  rencontre  les  axes  aux  dislances   a,  b.  c, 
de  Viirigine.  Supposons  que  l'équntinn  gônùrale 
Ax  -h  By  -h  Cz -\- I>  =  0 
I   qui  rencontre  les  axes  nux  poinls  A,  B,  C,  île  telle 
sorte  que    a  =  OA,    6  =  08,    e^OC.    Si  on 
exprime  que  les  coordonnées  de  ecs  points  satis- 
font à  l'équnUon,  on  aura  les  relations 
A»  -t-  D  =  0,     B6  ^-  D  =^  0,     Ce  -h  n  =  0. 
On  en  dkUùl 

a  0  c 

En  subslituanÈ  dans  réqualîon  générale,  et  en  suppriniant  le  fncieiir 
eommiin  D,  on  trouve 

c'est  une  nuire  Tormc  de  l'éqiialion  d'un  plan  dans  laquelle  les  constantes 
a,  6,  c  ont  la  signification  indiqui^e  précddemmcnt, 

Lorsque,  dnns  l'érjuation  (i),  les  constantes  A,  B,  C,  sonl  nulles,  les 
quantités  a,  h,  c  deviennent  infinies,  cl,  par  suilc,  le  plan  corrcsponilanl 
est  transporté  à  l'infini.  11  en  résulte  que  l'cqualion 

0  ■  M,-  -+-  0  ■  y  -v  0  -  2  -+-  T>  =  0,     ou     D  =  0, 
doil  cire  intei'pi-élée  eoniine  représentant  un  plan  îi  l'infini,  indéicnniné 
(iesilnalion. 

4J.  Menons  par  l'origine  (/(j.  18)  nue   droile  OD,  perpendiculaire  au 
plan,  cl  joignons  le  point  D  avec  A,  \i.  C;  ce,  3,  7  étant  les  angles  de  la 
normale  an  plan  aTCC  les  axes,  on  aura,  en  posant  p  =  OD, 
f^=a  cos  a  =  6  eos  [3  =  c  cos  7. 

On  en  (lédnit 

a^J!—       h^J^       0=-?^; 
eos  a.  '  (!os  P  '  cos  y  ' 

el,  par  snile,  l'énuation  (ô)  prnt  s"'écrirc 

(4)         X  fos  ce  +  y  cos  [i  -h  z  cos  't  =  p' 
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c'est  une  aiitfc  l'orme  de  l'équntion  d'un  plan;    cHc  a  lien,  comme  la 
précédente,  pour  des  axes  obliques  ou  rectangulaires.  Les  coefTiciciils  des 
variables  sont  les  cosinus  des  angles  do  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  le  plan,  et  p  est  la  longueur  de  cette  perpenilieulaire, 
Si  l'on  identilic  les  équations  (4}  et  (1),  il  vient  les  égalités 

eos  Ci  A      eos  [3 B      eos  v  _       C 


(K) 


cosP 


/A' 


[/a^  +  B^  -t-  C^ 


Ainsi,  quand  un  plan  est  représenté 
directeurs  de  la  perpendiculaire  abaist 
proportionnels  aux  coefficients  des  vc 
seront    déterminées  par    les   équations 


par  l'équalion  (1),  les  cosinus 
ée  de  l'origine  sur  ce  plan  sont 
riables  x,  y,  z,  et  leurs  valeurs 
(K);  de  plus,  en  divisant  le 
obtient    la    longncur   de    cette 


coeiBcienl  D   par  j/a^  -t-  B"  -+-  C% 
perpendiculaire. 

JA.  Plan  imaginaire.  Lorsque  l'équation  du   premier  degré  reufern: 
des  constantes  imaginaires  et  se  présente  sous  la  l'orme 

(m  -h a'  i/'^^x -t-  {6  -(-  6'  (/— 1)  y  +  {c-i-c'  |/^T)  s  -i-  d  -t-  ti'/^J  = 

on  dit  qu'elle  représente  un  plan  imaginaire.  Un  tel  plan  renferme  loiijoii 
une  droite  réelle;  car  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

ax  +  by  -i- cz -^  d  +  (a'x  ■+■  b'y  -*•  c'z  -h  d')  [/—  ■1=0, 
et  il  est  visible  qu'elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  ]mints  de 
droite  d'intersection  des  plans  réels 

ax  -+-  (.1/  -1-  cz  +  </  =  0.     a'x  -h  b'!/  -h  c'z  +  </'  ^  0. 
On  dit  que  deux  plans  imaginaires  sont  r.onjiujwis,  si  leurs  équalio 
sont  de  la  t'oriue 
{a^a'^'^\)x  +  {b^b']/^^\)y  +  {c. 
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Comme  elles  suiit  vérifiées  en  même  (enips  par  les  poiats  irintcrscclion 
des  pinns  réels 

ax  -i-  by  -\-  cz  +  d  =  0,     n'a:  -i-  b'y  -+-  e's  -t-  d'  =  0, 
deu\  pluns  imagintiires  conjugués  se  coupent  suivant  une  droite  réelle. 

46  L'ûiuilion  générale  (1)  étant  divisée  par  D  ne  renferme  que 
liois  constnoies  arbitraires,  les  rapports  —  i  ~  )  -■  ;  il  en  est  de 
mcmc  des  équations  (â)  et  (4)  ;  car,  dans  eclle-ci,  les  eonslaiiies  soill  liées 
par  il  itlntion  eos'a -h  cos^p  ■+•  eos^7=  1.  Ainsi,  réquatioo  d'un  pinn 
queleonque  ne  renferme  que  trois  eoeffieieills  îndéiermtnés;  trois  condi- 
tions {géométriques  donnant  lieu  chacune  à  une  relation  entre  les  para- 
mètres sulUsent  pour  les  déterminer,  ainsi  que  le   plan  représenté  par 


j  =  e,    X  ~  i>j'^'i!~i  =  i), 


Es.  a.  Distancfs  h  l'origine  îles  plans  lie  l'exemple  prétraifiil. 


R.        p= 

"■=Pii'  '■' 

'      1/29' 

lislaiicus  à  rgiisiiie  lies  plans 

proji'laLits  'h  lu 

(lioile 

a!_„î^r  =  0,    y-Lz- 

..  =  0,     6(«- 

r)  _  „  (j  -  s]  = 

V^TTb' 

M  —  rh 

Es.  4.  l'rouviT  l'équolioii  de  la  suL'facu  cngcndi'cu  jiur  une  droite  qui  toi.iL'iie  autour 
d'un  point  fixe  en  s'appuyanl  coiistammeiit  sur  une  droite  donnée. 

Prenons,  poHr  plun  des  yi,  un  plan  passant  par  la  droite  donnée,  fit,  pour  aie  des  ie, 
une  droite  passant  par  le  pointiixe. 
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Lis  é<|ualioiis  di!  la  iJruUc  lue  ut  ib  la  droite  iriobilc  ^umnl  <ie  la 


Lu  cotidilioii  (le  icnconli^  tsl 
eircqualii>ii<lu  la  surface  s'oLticnt  en  ùliiiiliiaiit  ),  /t,  u  ;  on  liouvtia 

iicx  +  iicy  -t-  niî  —  ahc  =^  0. 

Ex.  ft.  Trouver  lu  lieu  des  |)oinl9  de  l'esjlace  n  égale  distance  de  deux  poiiils  lj;<es. 
Pla(0U9  l'origiiie  il  l'un  des  points  donnés;  soient  a,  b,  e  les  cordonnées  du  second 
point,  c%!e,  y,  z,  celles  d'un  point  du  lieu;  on  aura 

»"  +  !/"  +  i"  =  (. -«l"^(,;-S)'  +  (i-t/, 


Ex,  II.  Ë.t|)ri[ner  les  coordonnées  d'un  point  quelcouquc  d'un  [ilun  au  moyen  dis 
coordonnées  di!  trois  de  ses  pinls  A(y/i'),  B  l,t"  y'' i"),  C  {si"'  y"'  z'"). 

Snil  B  le  iioiut  qui  divise  la  distanee  AB  eu  deux  segmenta  doiil  le  rapport  est  e^al 
à  /  ;  m;  ses  cooi'donuces  seront 

Ix'  -»-  maf'  ly'  -\-  inij"  W  ■+■  mz" 

Ma  regardant  /  et  m  comme  des  couslantes  variables,  ces  formules  déloiniuicnl  les 
cnordoniiécs  d'un  point  queloon(]Uo  de  la  droite  AU.  Joignons  le  point  D  uu  Lioisième 
point  C,  et  divisons  CD  dans  le  rapport  de  nal-\-  m  ;  les  coordoniiees  du  point  de 
division  seront 

II'  -\-  inx"  -1-  n£'''  il)'  ■+■  my''  -v-  ny'"  h'  +  mz"  +  m'" 


s  d'un  point  quelconque  du  plan,  /,  m,  n  étant  des  coelTicii 
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^    2.    l'IlOllLÉMKS    Hllt    LIi    PLAN. 

Jî,   Trouver  l'angle  des  deux  plans  donnés 

Aa;  +  IJy  -+-  Cï  +  D  =  0,       \'x  -i-  H'^  h-  G'z  i-  D'  =  0. 

Menons,  par  l'origine,  des  pcrpeiuliculnires  aux  plans  donnés;  soient 
a^y,  a'i^Y  les  angles  qu'elles  Tont  avec  les  iixcs,  el  ip  i'iingle  cherché. 
L'angle  (les  plans  étant  égal  h  celui  îles  noi'males,  on  aura 

De  phis,  les  cosinus  direclcurs  des  pcrjicndiciilnires  sont  dclcrmincs 
par  les  formules 


A            li            C          ^/A-. -,.  li-^  +  c 
cosa'        cosfi'        cos/                        1 

'V             "'             <^           [/A--.  lî'«  ^  C' 

En  subslitinru  iiiu  (.^osimis  Icni-s  valeurs,  il  viendra 

AA'  -4-  lîB'  -t-  ce 

[/A"  -H  li'  -.-  C^  [/A'^  +  It"  -+-  C 

/^ 

On  en  déduit 

(/(AU'— liA'f -+-  (AC  — CA'r  +  (liC  - 

-  CB')= 

l/A»  -t-  B'  -1-  C'(/A"  -1-  li'^  -h  C'^ 

(/  (Ali'  —  IIA')"  -^  {AC  -  CA')^  +  (UC 

-  Cli'l' 

''"'=^                                  AA'  -i-  1)11'  -*-  ce 

La  condition  nécessaire  et  siiffisanlc  pour  liiie  les  plan 

s  soient  perj. 

dieulaires  sera 

AA'  +  lîlf  -+-  CC'  =  0. 

Si  les  plans  sont  parallèles,  on  doit  avoir  lang  cp  =  0,  et,  par  suid 
égalités 

Ali'  ^-  BA'  -=  0,     Atl'  —  CA'  =  0,     EC  —  CU'  =  0, 
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A'       b'       C 
seront  les  conditions  du  jjar.illélisme  des  plans  donnés.  Désïgnot 
la  valeur  commune  des  rapports  précédents  :  il  viendra 

A'=KA,      Ë'=-Kn,      C'=KC, 
et  i-'cqualiotidti  second  plan  peitl  s'écrire 

K  (Ax  -H  By  -t-  Cî)  -1-  D'  =^  0. 


Enfin,  en  posant  1 

=  —, ,  réqnalioii 

Ax  H-  Bt,  +  Ca  -+-  /  =  0 

ou  1  est  un  paramètre 
Icle  au  premier. 

arbitraire,  représentera  un  pian  quelconque  pa 

E»,  «.Angles  (tes  plans 

a)       l--^=o,     i;-7  =  <i; 

'') 

œ-(«-Jl:=0,        y— 6î— |J=:0. 

R.        n)     coSï  =  ±  — 

i        !.)      COST=±   "I 

l/6'  +  c'V^«^  +  c= 


Eï.  «,  riaii  passant  par  le  point  (œ', /,  z')  et  parallèle  ou  plan  An- ■Bi/-i-Cî  + 

Ex.  3,  l'ian  pQSSunl  par  l'origine,  le  point  (i'  y'  z'),  et  perpendiculaire  il 

Il  faut  (ilinUin^r  A,  U  et  C  enlre  les  cqualioiis 

A*  -î-  Bj  -f-  Ci  =  0, 
A^'-l-Bï/'-+-C:'  =  0, 
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Ex.  a.  Plan  iiietiù  par  les  poiiils  (s'  /  î'),  {x''  y"  z")  perpeiidieul 

On  a  les  cunditlntjs 

A(^-ct')-l-8(y-i/'  +  C(z^^')  =  0, 
A  W  -  ^')  +  B  {if  -  y  )  ■+  C  {z"  —  ;■)  =  0, 
A„  -H  lift  -t-  Ce  =  0. 
L'éijuatioii  demaiiilee  sora  ilone 

;.-x'         y-/,        ^-='  =0. 


48.  rz-owiier  V équation  générale  îles  plans  que  l'on  peut  mener  par 
rinterseclion  des  plans 

Aï  +  By  +  Ce  -t-  D  =  0,     A'x  -t-  H'y-*-  Cz  -4-  D'  =0. 

Soit  l  lin  i)aramètrc  arbitraire  :  l'équolion 

(k)  Xx  -t-  H//  -4-  Ca  ^-  D  -t-  ^  (A'r  -1-  11';/  +  Ce  h-  D')  =  O 
(iiant  du  premier  degré,  représente  une  inlitiilé  de  plans  ;  elle  est  satis- 
faite par  les  coordonnées  d'un  poinL  quelconque  de  l'intersection  des 
plans  donnés,  puisque  pom-  ce  point  les  deux  polynômes  du  premier 
membre  s'annulent.  D'un  antre  côté,  on  ne  peut  plus  assujcitir  un  plan 
qui  passe  par  une  droite  qu'à  une  seule  condition  :  donc,  E'équaiion 
prccédenic  qui  rcnlerme  un  paramètre  arbitraire  représentera  un  plan 
quelconque  passant  par  rinlerscction  des  deux  plans  donnés. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  l'égalild  {k)  les  équations  des 
projections,  sur  les  plans  coordonnés,  de  la  droite  d'intersection  des 
plans  donnes  ;  il  suffit  d'attribuer  à  )>  une  vnlei 
ment  les  coefficients  des  variables,  c'est-à-dire, 


m  nu  le  successive- 


A 


C 


if 


s  des  plans  projetants  on  des  projections  de  i'in 


(Al)' 

-  IIA' 

,j  +  (AC 

-  CA')ï  -h  Al)' 

—  »A'  =  0, 

(Ail' 

~IÎA' 

ï  +  (OB'  - 

-  BC)  I  +  DU' 

—  !!iy  =  0, 

(AC 

-  CA' 

X  +  {BC  ^ 

-CB'jy  +  DC: 

-  C!V  =  0. 
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Ex.  1.  Que  icpréseiite  l'é(|uulioLi 

ax-^b!,  +  c-iz  =  0? 

Un  système  de  plaus  qui  liassent  pur  \a  droite  du  pUiii  dm  imj  -,  z^  0,  nic  +  Eiy  +  c  ^=  0. 
lîx.  *.  Plan  passuut  par  l'oi'if;iiie  et  l'inteisectioji  An  di  us  plans  donniis. 

R.     (AD'-DA'|ic-t-(DD'  -DB')j/-i-(CD'  — DC')î  =  a 
Es.  a.  Plan  mené  par  l'intcrâcutioi)  de  deux  outres  et  le  point  {31',  y',  2'), 

Aj;  +  By  +  Ça  -I-  13 A'j  -4-  M'ij  +  Vz  -^  D' 

Ait'  -H  iSy'  -1-  Ci'  -^  U  ~  A'j;'  -Y-  Wy'  -t-  L'î'  -t-  D'  ' 

E-\.  '1.  Condition  pour  (]iic  deiu  pliiiiï  se  coupent  suivant  niiu  pai'ullùle  uu  plun 
des  xy. 
On  doit  avoii' 

A  -  ).V  =  0,      B  -  iB'  =  0  ;      d'où       ^  =  ^  ■ 

Eï.  S.  Plans  menés  par  l'interseeliou  de  deux  autres  et  respect  iv  cm  cul  pcrijendicu- 
laires  a.  chacun  d'eux. 
On  a  ici  les  conditions 

{A  —  W)  A  -(-  (fl  -  JB')  B  -i-  (C  —  IC'I  r.  =  0, 
(A  - ).V)  A'  -H  (B  -  ïB')  B'  -i-  (C  -  Jr.'i  C  =  0, 

Ou  trouvera  pour  les  plans  cherclies 
[kx  -V-  B;/  +  Cî  4-  D)  (AA'  -i-  BU'  -t-  CC)  =  (A"  -t-  II'  +  C]  (A'jr  -h  Wy  +  C;  -i-  D'), 
(Ai  +  Bj,  +  Cî  -+-  D)  |A''  -h  B''  -^  C")  =  (AA'  -ï-  BB'  -1-  CC')  (A'a:  -t-  IS'y  -1-  Ci  -v-  D'). 


(,  Condition  pour  que  les 


:a-cy-bz-^-My~  „i  -  cr)  ^  (I,       z  -  b^  -  :,y  ==  0, 

on  trouve  la  condition 

.i'  +  6'  +  c'-+-2«6i^=l. 

49.  Trouver  /es  eonrdoniiêe^i  dn  point  d'intersection  lies  plans 
Aj;-+-B^-t-Cï-i-D=0,  A'.r-*-l!'y-i-C'ï-i-D'=0,  A"a:-t-B"i/-t-C"2-t-D"=0. 

Le    point   commun   aux   trois  plans  correspond  nux   coordonnccs  qui 
suiisfonl  »  lu  ToU  à  ces  «Jquiitions:  il  stiDfit  donc  de  les  résoudre  poui' 
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as  coordonnées  cherchées.  Le  tléiiomin;iteiLr 
z  est  le  délerraînant 


A"  li"  C" 


s'il  est  plus  grand  ou  plus  pelil  que  ztiro,  le  point  d'inlepseclion  est  siluc 
h  une  distnnce  Unie;  s'il  est  nul,  le  point  commun  aa\  plans  esta 
l'infîni  :  ce  qui  arrive,  lorsque  la  droite  d'intersection  do  deux  pions  est 
parallèle  au  troisième. 

Désignons  par  L,  M,  N  les  premiers  membres  des  équations  données; 
il  peut  se  faire  que  les  plans  passent  par  une  miïme  droite  et  qu'il  y  ait 
«ne  infinité  de  points  d'intersection.  Dans  ce  cas,  il  est  toujours  possible 
de  trouver  trois  constantes  À,  [x,  v  de  manière  à  avoir  l'identité 
)>L-+-f/M  + vN  =  0. 
En  effet,  l'équation  IL  4-  [aM  =  0  représente  un  système  de  plans  qui 
passent  par  l'intersection  de  L  et  M;  le  troisième  plan  passant  par  la 
même  droite  est  l'un  des  plans  du  système  ;  par  eonséqueot,  on  peut,  par 
une  détermination  convenable  de  X  et  de /*,  rendre  le  premier  membre 
/L  +  j^H  identique  à  —  v'S,  et,  par  suite,  écrire  l'idenlité  précédente. 

Réciproquement,  si  trois  plans   L=U,M  =  0,N  =  O  donnent   lieu 
à  la  reliiiion  idejitique 

>.L  +  fM  +  vN  =  0, 
ils  passent  par  une  même  droite;  car,  les  valeurs  des  coordonnées  qui 
annulent  L  et  M,  doivent  aussi  satifaire  à   l'équalion  N  =  0,  et   le  troi- 
sième plan  doit  renfermer  la  ligne  d'inlerscciioii  des  deux  autres. 
Ex.  t.  Les  pJHiis 

gj-  +  ij  —  IOj  =0,     Sj:  —  Sij+  m  =  0.     &  —  (iy  -1-  7î  -(-  S  =  0 
se  coupent  mi  point  (t,  5,  2|. 

Ex.  «.  Les  plans 

âj-+,„_=  =  :i     -x.+  5y-i--2i^\,     ô^ ■  + iJ;/ =  1 1 
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Ex.  S.  Que  signifie  la  rclalion 

Elle  montre  que  les  plans 

passent  [tar  une  luéme  droite. 
Ex.  4.  On  a  Irois  n 


—  fis  — 


t  qui  se  coupent  en  un  jioinli  par  la  droite  d'inlerscction  de 
deax  d'ontre  eux,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  au  troisième;  prouver  que  les  trois 
plans  ainsi  obtenus  passent  par  une  même  droite. 

Les  équations  des  plans  sont  de  la  forme 
Aœ+By+Cï+D)  (A'A"+B'B"+C'C")  — (A'ar-t-B'y-t-C'r+D')  (AA"+BB"+CC")=0, 
{A'»-+-B'y+C'ï+D')|AA"-«-nB"-+-Ce'|-(A"»^-vB"!/+C"î+W)(AA'+l!B'+CC')=0, 
(A"aT-i-B"î(+C"2+D")(AA'+BB'+CC')-(A3;-t-l!y+C;+Dj(A'A"-i-B'B"-i-C'C")=0. 
£n  ajoulaiit  membre  à  membre,  il  vient  0=:0;  donc,  ces  plans  se  rencootrcnt 
suivant  une  droite. 


50.  Chercher  ta  condition  j'Oiir  (/ne  qiialre  plans  donnés  si 
m  même  point. 


Ax  -*-  B,(/  -t-  ( 
A"x  -h  IV'ij  -^  C"; 


r  D  =  0,     A'a;  -*-  S'y  ^- 
n"=0,     A."'x  +  B"'y 


Vz-i-  iy=o, 

-C'-z  +  IV"  = 


0, 


les  équations  de  qunli'c  pliins.  S'ils  ont  un  point  coiiimiin,  un  peut  satis- 
faire aux  cgnlilés  précédenles  par  un  tnûme  système  de  valeurs  des 
varisbks  3!,  y,  s  ;  ce  qui  exige  que  le  délcriiiinaut  de  ces  équations  soit 
nul.  La  condilion  demandée  sera 

=  0. 


A 
A' 

U 

1!' 

C 
C 

D 
D' 

A' 

B' 

C" 

i>" 

A" 

B' 

C" 

D'" 

Aulremenl,  pour  que  les  plans  proposés  passcJit  par  un  même  point, 
il  faut  cl  il  sufTit  que  l'on  ait  l'identité 

iL-i-  i>M  +  vlS  +  TTl'^O, 

L,  M,  N,  P,  clani  les  premiers  mctiibres  des  équations  données;  car,  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des   plans  L,  M,  N  annulent  ces 
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ion  idenlitiiic,  elles  devront  aussi 
iatre  plans  ont  doDC  un  mfmc  point 


s  L,  M,  N,P  passent  par  un  même 
i  constantes  ï,  fx,  v,  n 
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polynâraes,  cl  en    vertu  de   la   rplatioi 
satisfaire  à  l'équation  P^^O 
commun. 

Réciproquement,  ai  les  quatre  plnr 
point,  on  pourra  toujours  trouver  dt 

à  avoir  l'identité  précédente.  En  effet,  l'équation  ^L  +  [iM  h 
représente  un  système  de  plans  qui  ont  en  commun  le  point  d'inter- 
section des  plans  L,  M,  N;  le  pliin  P  appartient  à  ce  système,  et,  par  suite 
la  quantité  XL  ■+■  pM  -i-  vN  pourra  s'identifier  avec  te  premier  membre 
do  réqualion  P==0,  e'cst-à-dire  qti'ii  existera  une  relation  entre  les 
polynômes  L,  M,  P,Q,  qui  sera  satisfaite  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  X,  y,  z. 


51.  Trouver  l'èqualton  du  plan  qui  pusse  par  trois  points  donnés 

[x',y',^-),{x"rnA^"'y"''^"')- 

Soit 

Aj  -1-15^-4-  C.Z  +  0  =  0, 
le  plan  clierclic.  On  a  les  conditions 

Ax'  -t- %'  -i- Cs'  -i-D  =  0. 
kx"  4-  R/'  +  Cs"  +0  =  0, 
\x"'  -(-  %'"  +  Cî'"  +  I)  =  0. 


n  dédiii 


pour  I  e.|u^a 


^      1       -*-  z 
X"    1 
x'"  i 


Le  second   membre  de    celle  équation  représente  G  fois  le  volume  du 
lélpncdrc  ayant  pour  sommet  l'origine  el  pour  base  le  triangle  des  points 
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(tonmis.  Soient  (xi,y, 

!,)" 

poinl  du  [lia 

n  de  ce 

trianglo;  le. 

X\ 

y'  -•   1 

'  11' 

z'    a:'    1 

X'     ,f     i 

r  ^"  1 

z-   x"    i 

X"  J"  1 

r  -j"  1 

î'"  a:'"  1 

'■"  y-  1 

ropréscnlent  respect ivemcnl  6  fois  les  volumes  <lcs  létraédrcs  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  {x\  y,  si),  el  pour  bases  les  projections  du 
triangle  des  points  donnes  sur  les  plans  coordonnés.  LYquRlion  du  pian 
qui  passe  par  trois  points  est  donc  l'expression  du  théorème  suivant:  Une 
pyramide,  qui  a  son  sommet  d  l'ongitie  el  pour  base  un  triangle  de 
l'espace,  est  équivalente  à  trois  pyramides  (/ni  ont  un  sommet  commun 
dans  ce  triangle,  et  pour  bases  lea  projections  de  ce  dernier  sur  les  plans 
coordonnés. 


i(  |)nr  les  poiiUs  (0,  h,  c),  («,  0,  «),  («,  li,  0). 


Ex.  ».  Plan  qui  Jiassi 


ls(<f,  ft,c],(ft,  0.  0),  (0,  6,  t 


xiy'z- 


y")' 


y  (î  V  ~  ï'z")  +  z  {/y->  -  y  V)  =  0, 
lits  (œ'yV),  (.i;"i,"î")  e[  le  point  d'i 


Ex.  J.  PUti  mené  par  les  pt 
plans  L  =  0,   H  =  0,   «  =  0. 

DésignoLia  pur  L'H'N',  V'WW  les  valeurs  des  polynômes  L,  M,  N  pour  les  coordon- 
nées des  points  donnés.  L'ëquatîun  demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  des 
paramètres  entre  les  égalités 


JL'. 


-vN'  =  0, 


I  L,   M,  N,   I  =  0. 
L'  H'   N' 

I  1."  >t"  y."  I 
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5Î.  Trouver  Ce.rjiression  de  la  distance  d'im  point  M  {x'y'z')  au.  plni 
Ax  -4-  Bi/  -H  Cï  -<-  D  =  0. 

Nous  savons  déjà  que  la  ]iei'(icncliciilaii'c  nlinissi-o  fie  l'orisiiic  sur  h 
plan  est  donnée  pai'  la  formule 


l/  A^  -1-  Ji'  +  es 

Transportons  les  a^es  parallèlement  à  eux-mèmcn  au  poinl.  M;  l'équi 
(ion  dn  pliin  par  rapport  à  !a  nouvelle  origine  sera 

A  (X  +  a;')  -^-  B  (y  -h  y')  ^  C  {z  •*■  z') -h  D  ==  0, 
ou  bien 

A:r  +  %  -t-  C;  -H  Ax'  4-  ]!?/'  +  Cz'  -h  D  =  0. 

La   tlislancc  de    l'origine  à  ce  pliiii,  e,'cs(-ii-(Iii'e,  la  lUsUinec  elicrelié 
aura  pour  expression 


t/  A^  ■+-  B*  -1-  C» 

On  en  déduit  In  l'oglo  suivante  :  La  distance  d'un  point  quelconque  de 
l'espace  N  (x,  y,  z)  au  pkn  Ax  +  %  -»-  Cs  +  D  =  0  s'obtient  en  divisant 
te  premier  mcmhre  de  féiiiiation  par  y  ^  -1-  B^  -i-  C^. 

Si  le  plan  donné  était  représenté  par  une  éiiuatioii  de  la  forme 
a-  cos  a  4-  1/  00s  p  -(-  s  eos  j-  —  p  =  0, 
l'appllealion  de  la  formule  préeédente  donnerait 


|/cos^  a  -t-  eos'  p  -I-  cos*  y 
ou  bien 

P  =  ±  (x'  cos  a  -t-  !y'  eos  [3  -V-  z'  cos  y  —  p). 

Donc,  ic  premier  membre  de  Féquation  jc  cos  a  -+-  1/  cos  ^  -\-  z  cos  7 
—  p  =  0  représente  la  dislance  d'un  point  quelconque  N{x,  y,  z)  de 
l'espace  au  plan  qu'elle  détermine. 

Lorsque  le  point  donné  est  l'origine  des  coordonnées,  a:'=i/'=z'^=0, 
etPse  réduit  k  —  p,  en  prennnl   le  signe  supérieur   A\\i\s   la  formule 
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précédente.  On  peut  regarder  comme  négative  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  ànr  le  plan  ;  il  Taudra  attribuer  le  même  signe  nnx  perpen- 
diculaires menées  des  points  de  l'espace  qui  se  Irouvent  du  même  côié 
du  plan  que  l'origine,  puisque  le  polynôme  xcos  a-t-ycos^-t-ztosy — p 
conserve  le  même  signe  dans  celte  région  de  l'espace;  il  ne  peut  s'annuler 
que  si  le  point  (x',  y',  z')  Appartient  au  plan,  et  alors  P  =  0;  il  devient 
ensuite  positif,  si  le  point  passe  de  l'autre  cèté  du  plan. 

Ex.  «.  Diâlance  tic  l'orisiiie  au  plan  --i-, — h--=;2. 


Es,  ».  Distance  du  pnint  (0,  0,  c)  au  ]>kr. -  +  ---  = 


-^/^v 


-  oV  -H  a' 


Ex,  a.  Distance  des  deux  plans  parallèles  Aœ+By-l-Cï-i-D  =  0,  Aa  i-B!/+Cî-«-î>'=0. 
Lorsque  le  point  (a;',  y',  i')  appartient  au  second  plan  parallèle  au  premier,  on  a 
Aa!'-l-Bj/'-l-Ca'  =  — D'i  la  formule  (P)  devient 


|/A=^jî«  +  C' 

îï.  4.  ïroi 

jver  les  équations  des  pla 

ns  hissccletips  de  deux  pions 

A^-l-E((-t-Cj-t-D  = 

0,      A'a:  +  B'i/-l-C'î-l-D'  = 

deux  plan 

s;  les  équations  cherchée; 

AK-4-By-4-Cî-i-D 

A'x+BV-l-C'î-4-D' 

l/A'+B'-t-e 

l/A''-(-B"  +  C" 

Ar4-%  +  Cj  +  I 

1           A'œ  +  B'y-t-C'ï-i-D' 

Elles  expriment  que  les  perpoiiiîieulaiL'os  abaissues  Q  un  [ 
donnés  sont  égales  et  de  même  signe  ou  égales  et  de  signes  ci 
Si  les  plans  donnés  ont  des  équations  de  ta  forme 
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les  plans  hissecUurs  seront  définis  par 

TC0S«  +  !,ï0S,3  +  îC0Sï-p  — (leosa'M-ycoSjS'  +  îïoSï'-p'Ï^O, 

3-e0So-l-ïCOSj9+2i;oSï-p-(.|lC0S«'+!(COS,5'-(-ZCO?-/'— p')=0, 

Il  esl  facile  do  vérifier  que  ras  plans  sont  pcrpcndicuiairos. 

Ex.  5.  Les  plans  liissce leurs  d'un  angle  Irièdrc  pnsscnt  imr  uiip  (iième droite. 
Les  équations  des  trois  plans  bissecteurs  peuvent  s'écrire 

L  — M  =  0,    M  — K=0,    N  — L=0, 

L,  H,  N  ctanl  des  polj-nômes  de  la  forme  a;cosa-i-j/cos;3+zcosï~)j,  et  L=0, 11=0, 
N  =  (I  les  équations  des  faces  du  Lrièdre.  En  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 
0  =  0;  donc,  clc. 

Ex.  «.  Distances  à  l'origine  des  plans  liisseetours  de  dcus  plans  donnés. 
R.  Pj±P_^    iî^^^;  y  est  l'angle  des  deux  plans. 


Ex.  1.  Trouver,  en  coordonnées  obliques,  la  distaner  d'un  point  SI  {^'  y'  z')  au  plan 


'a  +  (i — cosVtos'^+C — rfis'v)cos'v~2l'cosV— cosïcos/i)eos;3cosv  — 


(I-cos'J)A'+(l  — cosV)B'+ll-cos«v)C^  — 2(.'os>— eosv 

eos?.|BC  — 

Le  numérateur  |No  S)  est  égal  n 

1  „  «os'  )  _  tos*^  ij.  -  eos'  -,  ■+■  2 CI.S  1  ces  ^  cos  »; 

Ak  soHe  qn'en  rcprésenlant  par  H  le  dénominateur,  on  aura 

p~± (1-  cos'i  — cosV  — cos'ï  +  2e«slcos//.  r 

I/II 

os  ■/]*". 

Par  une   transformation   lic  coordonnées,  on  trouvera   linnlemen 

t  pour  la  disliintii 

eberchée 

„  _  _^  A,B' -1- 11/ -i- Cî' +  D  ^ ,       ..„,,.       .,.,         „„.,,.     ,„,..,. 

1 
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§    III.    l'ROOLÈSlES    SUR    LE  l'LAN    ET    LA    LIGNE    DUOITE. 

53.  Déterminar  le  point  d'intersccliitn  d'une  droite  et  d'un  jilan  repré- 
sentes  par  les  équations 

X  =  UE  -H  p,         y  '^■bz  -t-  (), 

\x -i- by  -h  Cz  +  D  ^  0. 

Les  coordonnées  du  point  d'inlerseclïon  sont  les  valeurs  de  a;,  >j,  z  oui 
satisfont  à  ia  fois  aux  équations  données.  Pour  les  déterminer,  éliminons 
X  et  1/  :  il  viendra 

A(az  +  p) -^  S{bz -^  'j) -1- <■; -t- I)  =  0 ; 
d'où 

__       Xp  ■+■  Eif  -^U 

et,  par  suite, 

Lorsque  le  dénominateur  A»  -i-  li'j  +  C  est  mil,  ces  valeurs  sont  inli- 
nies;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  nue  la  di-oite  soit  |)urallêle 
tiu  plan  sera  donc 

(/£)        Aa  +  Bf.  +  C  =  0. 
Si  l'on  avait  à  la  t'ois 

(h)         A(H-B6  +  C  =  U,         A/J4-%-+-D  =  U, 

le  point  d'intersection  serait  indéterminé;  ce  qui  veut  dire  que  la  droite 
est  située  dans  le  plan,  car  chacun  de  ses  points  doit  être  regardé  comme 
un  point  d'intersection  du  plau  avec  lu  droite. 

On  peut  profite.r  des  relations  précédentes  pour  éliminer  une  ou  deux 
constantes  de  l'équation  du  plan  donné.  De  l'égalité  (k)  on  tire,  C  =  — 
(Aa  -4-  ab);  pur  suite,  l'équution  du  plun  devient 

A:c  +  li'/  —  (Ail  -I-  Mb)  ;  -t-  D  =  0, 


yGoosle 


elle  définit  un  système  de  plans  parallèles  Ji  la  droite.  vSi,  de  plus,  la 
droite  est  dans  le  plan,  on  a  D  =  —  (Ap  ■+■  B9'),  et,  par  suite,  l'équation 
lipécëdenle  peut  se  mettre  sous  In  forme 

A{x  —az  —  p)+  B{y  —  la  —  </)  =  0, 

ou  bien,  en  posant  ^  =  -j 

ce  sera  l'équation  générale  des  plans  passant  par  la  droite.  Elle  ne  ren- 
ferme plus  qu'un  paramètre  arbitraire;  ce  qui  doit  être,  puisqu'on  ne 
peut  plus  assujettir  le  plan  qu'à  une  seule  condition. 

Ex.  a.  liilersccliaii  de  la  droite  et  du  plan  représentes  pur 


|,,,!,,01. 
i   par  un    point   (*'i/'s')   paralltlcmoiil   au   pliui 


En  ëliminnnt  o  et  6  en 


A,i+Di  +  (:  =  ll. 


Ex.   a,   l'ian   mené  par   les   poiuls  {x' y' z').   {x"y"z")   cl   pai-aliclc 


a. 


-fo, 


=  0. 


I  aï"  —  aï",    y"  —  bz",  \   \ 
lé  par  un  point  {^'yV)  para IIMein eut  aux  droites 


=  0, 


=  0. 
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Ex,  &.  Plan  mené  par  le  [loint  |œYî')  papallMen 
pend  ic  II  la  ire  au  plan  (j;  +  my  -)-  iij  h-  p  =;  0. 


54.   Trower  l'équalion  du  plan  qui  passa  par  un  point  et  une  droite 
donnés. 

Nous  avons  montré,  pi-écédummeiil,  qu'un  plan   nicnii  par  une  droite 
j:  =  as  v+  Pj         y  =  bz  -i-  q 
est  défini  par  l'équation 

a;  —  flz  —  p  -+-  ^  ((/  —  6e  —  f/)  ^  0. 
Si  x',y',z'  sont  les  coordonnées  du  point  donné,  on  a  la  condition 

x'  —  az'  —  p  ^  liy'  —  bz  —  (i)  =  0. 
L'élimination  du  paramètre  l  donne  pour  l'équiition  demandée 

x—az  —  p  _^  D  —  hz  —  q  _ 
x'  ^az'  —  p      y'~~  bz-  —  (/ 

Ex.  t.  Plan   passant   par   le    point   (I,   2,   —   I)   et   la    droite   2;c  — î-hI=0, 

II.        2^-6ï^Sj^-4-a^|l. 
Ex.  ».  Plan  meuii  par  l'origine  et  h  droite  œ  —  («  —  ;i  =  0,  j  —  is  -  '/  =  0. 

lîï.  3.  Plans  monts  par  les  ascs  et  le  point  {a,  6,  c], 

K.        ey-iî=0,    aï  — cE  =  0,     6^  — nj^O, 

Ex.  4.  Plan   qui   passe  par  le  point  (.ï'j;'^')  et  la  draiti;  d'iiiterseclion  des   plans 
A*  -t-  B«  -f-  Cî  -1-  D  ^  0,  X'x  +  li'(/  -1-  C'î-l-  D'  =  0. 

jj      ,\x  +  B;/  -I-  Cs  -)-  D  __  A'œ  +  li'y  +  C;  -t-  D' 
Aj^+  By'-t-(:j'+ 1>  ~  A'a;'+  B'i/'+  C'i'-t- D'  ' 
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m.  TrouDifr  l'équation  du  plan  mené  par  une  drotle  parullètement 
à  une.  autre  droite  donnée. 

.-a.-.r.      „,,    '  =  '''-<- y, 

y^^bz  -h  q,  y^=OZ  +  q, 

les  droites  données.  Un  plan  quelconque  passant  par  lo  première  est 
représenté  pur 

X  —  az  —  p  -^-l  0/  —  fis  ~  (/)  =  0, 
OU  bien 

X  -¥'hj  —  \},b  -h  a)z  —  ().q  -*■  p)  =  0, 
Ce  plan  sera  parallèle  à  la  seconde  di'oîle  avec  !a  condition 

tt'  +  X6'  — (M-t-a)  =  0. 
yn  en  déduit 


ut,  par  suite,  i'éqnalion  do  plan  chcrclié  sera 

(k-f)(i-«î-^p)=(.-»')(,~tî-,). 

Si,  avi'c  la  condition  précédente,  on  avait  aussi 
p-^^'  —  t}q  +  p)^Q, 
le  plan  mené  par  la  première  droite  rcnl'ermerait  aussi  lu  seconde  :  e''est 
lo  cas  où  tes  droites  données  se  rencontrent-,   car  en  égalant  les  valeurs 
de  î,  il  vient 


Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  la  valeur  de  i  devient  indéterminée  : 
tant  plan  passant  par  la  première,  satisfera  à  la  condition  d'être  parallèle 
à  la  seconde.  Le  plan  des  deux  parallèles  sera 

{'/  —  '/')  [x-az  —  p)  =  (/>  —  /)■)  (y  —  hz  —  q). 

En.  t.  Plans  passant  par  la  axes  et  parallèles  à  lu  ifruile  œ  —  u;  —  jj  =  0, 
y—bz  —  ll  =  0. 
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ï.  ».  Que  représcnlr  IVquatioH 

poui'  1b8  valeurs  1  =  0,  )=^oo.  J^  —  -? 

R.  Les  plans  proJEtaiils  de  la  tlroitR . 

Ex.  3.  Plan  mené  par  he  ilroites 

x  —  a  _  y  —  b  _  !  —  c       y  —  "  __  y  —  b  _  z--ç 
m     ~     »     "     \     '       m'     ~~^'~'     \ 

R.       („_«■]  (r_„)_(m-m')(!,- 6) +  (m'-nm')(î-D):=0. 

Es.  4.  Le  plan  qui  passe  par  lieux  droites  imaginaires  conjuguées  qui  se  rencontrent 
est  réel. 

deuy  droites  imaginaires  conjuguées,  avec  la  eondilion 


L'équation  d'un  plan  qui  passe  par  la  première  ilroite  peut  s'écrire 
a;  -  {«  +  «' V/in"u  -  [j, +  / V/:^)  =  J  [y  -  (6  + 1' K^^)  î  ~  (S  + '/ l''^=T^. 
En  exprimant  qu'il  renferme  la  seconde,  on  trouve  les  relations 
Ï6'  —  n'  =  0,      Iq'  —  ji'  =  0; 
d'où  on  dciluit  1=^  — =.-; .    En  substituant,  il  viendra  pour  le  plan  clierelié 

//,.  _  „'j, .+.  ((,„•  _  „6')  ^^  {n-q  -  b'v)  =  0; 
c'est  l'équation  d'un  plau  réel. 

56.  Dèlerminer  l'angle  d'une  (lyoila  et  d'un  plan. 

X  =  «ï  -t-  ),,         ^^  ^   JJ  (-,  ^  p  _  (I 

y  =  (jî  -H  1], 
la  di'oilc  cl  le  ]}U\\\  donnés.  On  sait  t|iic  i'aiiglc  il'iine  droiie  avec  un  plan 
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est  le  complcnienl  de  l'angle  formé  par  cette  droite  avec  la  normale  an 
pian.  Désignons  par  a^,  o'^Y  les  angles  directeurs  de  la  droite  donnée 
et  de  la  perpendiculaire  au  plan  ;  m'  étant  l'angle  cherché,  on  aura 
siii  œ'  =  eos  a  eos  a'  -v  cos  [3  cos  P'  -t-  cos  7  cos  7'. 

D'un  aulrc  côté,  les  cosinus  sont  donnés  par  les  formules 


a           b            \              ^„,s  +  /,*  +  ! 
cos  œ' eos  P' cos  ■/'  1 

lîn  substilnant,  il  viendra  pour  déterminer  l'angle  tp' 
Aa  -4-  B&  -t-  C 


(/a-  -+-  ir^  -+-  C^  [/<i^  H-  (1^  -*-  1 
On  en  déduit  pour  la  ennclition  du  parallélisme  de  la  droite  et  du  plan 
Aa  +  B6-+-C==0, 
et  pour  la  condition  de  perpcndicularité 

(AS  +  B^  +  C*)  K -1- (>*  -t-  1)  — (Aa  +B&  +  C}'  =  0, 
ou  bien 

{A'.  —  BaY  +  (A  —  C»)^  -1-  (B  —  Chf  -=  0. 

Elle  est  satil'aitc  en  posant  :  A  —  C«  =  0,  J!  ~  C6  =  0;  d'où  on  tire 
A  _  ii  _  C 
«~6~T' 

Enfin,  remarquons  encore  qu'un  plan  quelconque  perpendiculaire  h  la 
droite  sera  leprésenlé  par  une  cciuaiion  de  la  forme 


ax  -y-  by  -h  z  -i-  y  ^  0. 

Ex.  1,  Anylcs  d'une  1 

IroLle  avec  los  plans  coordonnes. 
b 
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Ils  satisfont  il  1  a  ri;lntioiï:  sin' ?, +  çin"pa-|-3iti' îj  =  1. 
Ex.  a.  Uontrcr  que  les  iJroitcs 

fniit  (les  (inglps  ùguux  avec  le  plan 

(cos  a  -  cos  >')  ^  +  Sens  ,î  -  cns  ^')  y  -t-  (eos  ■/  -  ens  ■/)  î  =  0. 

Eï.   3,  Cuiidiiiniis   pour   que  la   cli'oJl<!--=;  ^=:— soit   purpeudiculaire    nu    plan 

Es.   4.  Lien   ilfS  droites   issues  de   l'origine   et  également  inclinées  sur  h  plan 
AT  +  l)./  +  f.;  +  D  =  0. 

Il  faut  «limlncr  n  et  6  eiUre  les  égaillés 

X  =  «ï,  >/  =  6:,      ::_  —  =  m  eoiisl,). 

l/A'  -H  B'  ^-  <?  l/a'H-'/  -f  I 

(Aa^  -H  By  +  C!)'  =  m'  (A'  -h  B'  -h-  C)  l^-*  -t-  y=  +  ?<). 
Nous  verions  plus  tai'd  que  CEtte  équation  représente  un  t&ne. 

5T.  Troiwer  t'éfitatioti  dit  plan  mené  par  une  droite  perpendiculaire- 
meiH  à  nn  plan  Aj:  -H  Iti/  +  Ce  -t-  D  ^=  0. 
Un  plnii  f]trclcorniiic  passant  par  la  droiic 

X  =  ns  -f-  p,     ij  =  bz  -*-  q, 
est  reiirôsentô  par  une  ôqiiation  Hc  la  forme 

X  —  u^  —  p  -i- l{y  —  hz  —  7)  =  0, 
011  bien 

.,  +  ).j_  (11,  ^- „)!_(),,  +  p)  =  0. 

La  finnditîon  pour  ([w,  ce  plan  soit  piirpcndiciilairo  au  plan  donini  sera 
A  +  IB  —  (\h  -i-  a)  C  =  0  ; 
.l'.nj 
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On  on  déduit  \innr  Véqaatum  du  plan  clierclié 
X  —nz~p       y~bz~q 


A  —  nC  Jî  —  (iC 

Ex.  1.  Plans  niciies  jinr  los  ows  porpciiiliculiiipemciit  nu  Jilan  Aa-H  Hi/  +  C3+b=0, 

K.        Ci/  — B2  =  0,    Ay  — Bi  =  0,    C!n-Aï  =  0. 
E\-,  «.  Plan  passant  par  U  droite  d'intersection  des  pi  eus  Aif -H  Ey  4- Cî  +  B  —  It, 
\'3>  -»-  U'i/  -H  C'a  H-  D'  =  0  et  perpendieulaire  au  plan  nœ  +  bi/  -i-  ci  -t-  li  =  0. 

Aï  -i-  B;/  +  Cî  +  D      A'j'  +  C';/  -i-  C'j  +  !)' 


y  ==  ftî  H-  ç,  7/  =  È'î  +  ç'  ; 

un  plan  P  mené  par  la  première  paiallèleinnil  ù  la  seconde  et  don',  l'équation  est 

(P|         (6  -  6:}  (ï  - <K  -  ,>)  =  {a-a')  {y~bz~-  q)  ; 
trouver  les  équations  de  deux  plans  qui  passent  par  tes  droites  et  qni  sont  perpendicu- 
laires au  plan  1'. 
On  trauveja 

(„  _  „■)  (X  -  a-z  -  pT  +  (t  -  6')  (y-  b-z  -9')+(«6'-  ha')  [t'(^  -  V')-  o'(!/-q')]=0. 
Ces  plans  se  rencontrent  suivant  In  perpendiculaire  commune  dos  droites  données. 
En  se  rappelant  que  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  égale  à  1»  perpendicu- 
laire abaissée  d'un  point  de  la  seconde  droite  sur  le  plan  P,  on  obtiendra  immédiate- 
ment cette  longueur  pur  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  h  un  plan  ;  olin  de 
eimplifier,  pruiions  pour  le  point  rie  départ  de  la  perpendieulairc  la  trace  [;■',  ij',  0]  de 
la  seconde   droite  sur  ir^.  On  trouvera  de  cette  manière  pour  la  plus  courte  distance 

._^  {b-l,-)(v-p-)-{tt-a'){t-<,') 


y  (a.  —  a'Y  -t-  |6  —  6')'  +  ("6'  - 


5S.  Trouver  l'équation  de  ta  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  "ti 
le  plan  Aa;  +  By  -i-  Cs  -i-  D  =  0. 

Soit  {x' y' z')  le  point  donné:  les  é<|niitions  de  h  droifc  demandé 
seront  de  In  Tormc 
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Comme  elle  doit  être  perpeddiculaii'e  au  plan  donné,  on  doit  avoir  les 
égalités 

L'élimina  lion  dos  coefliciontsoet  6  nous  donne  pour  les  éijualiojis  de 
la  perperidieiilaire 

^^^' ^y  — .'/ _ ^~~  . 

A  It  C 

On  peut  facilement  en  déduire  les  coordonnées  du  pied  de  celte  droite. 
Soient  aJi,;/],  Si  les  coordonnées  de  ce  point:  on  aura 
Xj  —  x'  ^  1/1  —  y'  ^ z,  —  z'  ^  A{x,~x')  -t-  B(y.  — 1/')  -+-C{z,-^z') 
A       ^'        U  C  A^  -t-  It^  -+-  C^ 

Mais,  le  point  iXi,ij,,z,)  étant    dans  le  plan  donné,  on  a  la  relation 
ÂXi  -t-  Uf/i  +  C2|  =  —  D.  En  substituant  et  résolvant  les  égalités  précé- 
dentes pur  rapport  à  Xi  — x',  y,  —  y',  zi  —  z',  on  trouvera 
,_       AlAj'-v-Ry'-t- tV  +  D) 


,  _       C(Ax'  -4-  %'  +  Ce'  -1-  D) 

;,  -  2  ^3  ^  y,  _^  C^ 

Si  on  ajoute  ces  équations  membre  à  membre  après  les  avoir  élevées 
iiu  carré,  on  retrouve  l'csprcssion  de  la  perpcndîeulairi!  P  donnée 
précédemment  (N"  52). 

Dans  le  cas  on  les  axes  sont  obliques,  les  coefficients  <(  et  (i  satisfont 
aux  relations  (N''26) 
«  -1-  &  eos  V  +  cos  [A       a  cos  V  -V-  6  -+-  eo»  ).       «  eos  {>.  -^-  b  zosl  -\-  \ 


;,  p,  ï  élanl  les  angles  de   la  droite  chercliéc  avec  les  axes.  De  plus,  ou 
aussi  (N"  44). 
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o  -^  6  cos  V  -H  i;os  ^x a  i;os  u  +  (>  -+-  cos  X a  eus  jj,  +  b  cos  ).  -+-  i 

A        "  '^         Il  '^  C 

En  éliminant  a  et  b,  il  vieiidrii  pour  les  cquotions  de  la  perpendiculaire 
en  roordoiinëcs  obliques 

x—x'-i-{y—y']msv+(z—z')co>i!J.  _  (x  — y')cnsv-i-(y — y')-i-(;— z')eos?. 
A  B 

[x  —  a;')  eus  !>■'+•  {y  —  »/')  nos  ?.  +  2  —  2' 

Es.  i.  Droiles  issues  do  l'origino  et  perpendiculairts  niiï  plans  x  —  la  ~  p  —  0, 

R.  y  =  0,     ai-t-i=Oi     a:  —  Q,     by  +  ^^^O. 

Eï.  «.  Droite  iiienéB  du  point  (a'  y'  :')  pcrpcndiculaircmtiii  au  plan  -  +  --4-  -=  1, 

Ex.  s.  Trouve]'  les  eguatioJis  Je  lu  perpendiculaire  abaissée  du  point  {-y  y'  î'j  sur  Ip 
plan  X  tos  a-\-y  cos  ,î  +  ï  cos  ï  —  J»  =  0,  ainsi  que  les   eooidûunùes  du  pied  de  cutto 

ï=!/'+(:OSi3(p-a'tos«  — !/'cos,9— i'cos-/),2  =  î'  +  cûSï(p-a;'cos^  — /cosiî—î'tosv). 

Ex.  4.  Lieu  dG9  purpeudieulairrs  abaissées  riu  point  {a' y' z')  sur  les  plans  dcljnis 
par  l'équalion  Aœ  +  Ity  -t-  Cî  +  U  —  )  {\'x  +  R'y  -+-  L'2  -h  D'j  —  0. 
On  a  les  relalioiis 

A  —  U'  "■  11  —  iB'  ""  C  —  JC  ' 
d'où  on  déduit  pai'  l'élimination  de  }, 

a  (UC  _  CB')  4-  i  (CA'  —  AC'}  +  (AD'  —  BA')  =  0. 
Le  lieu  cherclié  sera  le  plan  représenté  par  l'êi|uation 

(BC  —  CB')  {X  —a')  +  (CA'  -AU)  [y-  y')  +  (AB'  -  liA')  (i  -i')  =  0. 
O'Fst  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  d'intersection  des  plans  donnés. 
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5V.  Trouver  l'équation  d'un  plan  passant  par  un  point  {x' y' z')  et 
perpendiculaire  à  la  droite 

Un  plan  quelconque  perpcndiciihiirc  à  la  druito  donnée  û  une  cqtialion 
de  la  forme  (N"  36) 

Puisqu'il  doit  passer  par  le  point  (x'ij'z'),  on  a  la  relation 
ax'  -+■  by'  -i-  z'  -i-  )i  =0. 

En  retranchant  ces  équations  membre  k  membre,  il  vient  pour  le  plan 
demandé 

a{x-x')  +  b{y^,/)  +  z~z'^(i. 

Afin  de  calculer  les  coordonnées  du  point  où  ee  plan  rencontre  la  droite 
donnée,  écrivons  les  équations  de  celie-ci  sous  la  forme 

:,^x'^a{z-z']-ix'-az'-p), 
y-.,j'  =  h{2  —  z')^  {y'  —  bl'  -  (/). 
Les  Irois  dernières  cj;alités  conduisent  aux  valeurs  suivantes  : 
-  f)  +  b(y' —  g) -^r  z 


O'H- 

b'f 

1 

«(x- 

-r)-*- 

b(,l'- 

■■«)-»' 

o'-i- 

6>  + 

1 

«(»■ 

-p)  + 

Kj'" 

-,)-..■ 

E.\.  * .  Plim  iii"iic  \iw  l'arigiiie  perpendiculaire  me  ni  ù  U  druitu 


Ex.  ï.  Pla"  inuiio  por  le  point  (iï'i/'i')  i^t  P'^i'P^i'ili'^il'"'"^  ^    l'iiiterseelion  des  plan 
Ar  -i-  ej  +  C=  H-  D  =  0,   A'ic  ■+■  B'y  ■+■  Ci  +  D'  =  0. 

H.      (ï  -  X-)  (CB'  -  BC')  +  (y  -■/')  SAC-  CA')  -+-  (î  -  î'j  (BA--  AB')  =  0. 
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Ex,  a.  Équolioiis  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  jiojiit  {d' y' z')  suri»  droite 
X  —  da  —  p  =  0,     1/  —  (13  —  g  =  0. 

La  droite  cherchée  est  l'intersection  de  deux  pians:  l'un  pussiinl  par  le  point  cUa 
droite  dunnée,  l'autre  passant  par  le   point  et  perpendieulairt  à  la  même  droite  ;  ses 

^  —  az—p  ^  y  —  bz~q 
^•^az'  —  p       y'  —  bz'-^q' 
a{x  ^  X')  -^.  b(y  -  ;,')  -t-  =  ~  î'  -  O- 
E\.  4.  Etant  donné  un  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  [x'n'z'),  '.x"'j''z"), 
(x'"  y"' î'"),  montrer   que  les   plans   perpendiculaires  aux  côtés  et  passant  par  leurs 
milieux  se  coupent  suivant  uilc  même  droite. 
Un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  la  droite 

J^C^  _  v~y'  __J—— 
■^."  —  1/      y"  — .y      a"  — i'' 

a  pour  équation 

(0)"  -  o^'l  iC  -t-  (y"  -  ï')  y  -H  (="  -  z')  =  +  1  ^  0. 
Eu   substituant   à   Xyy,z  les  coordonnées  du  milieu  des   points  (3!'i/V|,  (j;''y''î''|, 
il  vient 

L'un  des  plans  cherchés  sera  donc 

On  trouvera  également  pour  les  équatiaus  des  deux  autres 

(..  _  ,...|.  ^  „■  -  ,..-|,^.  le-  -  .■■>--•■  -  -"'■-^='-  -  >"'•*''•  -  'r^  0. 

En  ajoutant   ces  trois  équations  membre  à  membre,  il  vient  0  ^0;  donc,  les  plans 
passent  par  une  même  droite. 
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CHAPITRE  IV. 

PUAN     ET     LIGNE     DROITE'. 
CoordonnéeB  tétraâdriqaes. 


SouMAiRG  — DffinilioH  des  fooidonn^cs  iélratdt t'/w:»  —  Relattùn  fonduinantale  — 
Distance  de  devc  poinls.  —  Sgaolhn  du  plan ,  iclation  entre  la  peipciidiculaii es 
abaissées  des  sommets  da  lètrahlre  de  référence  sut  un  plnn  —  RepfseTitotioa  de  In 
ligne  droite  \  eoefficienls  direelewn.  —  t'roblème' 

§    1.    DÉFIÎilTEONS.    ÉQUATION    DU    Pt^"i    FT    DE    L\    m,M    DllOlTE 

60.  Considérons  un  iclriièdre  1254  (fig    19)  donl  tes  fices  iipiiostcs 
aux  sommets  1,  2,  3,  4  sont  représentées  pu  les  cijuations 

(1)  A  =  a:  eosKi  -4-  y  nos  [3 1  -i-  zvasy,  —  tt,  =  0, 

(2)  B  =  a;  cos  Ci  -t-  y  cos  (3a  -4-  z  eos  7.  —  ws  =  0, 
(5)  C  =  T  Ros  a, -h  y  cos  Ps  -+-  s  cos  -/;  —  its  =  0, 
(4)  D  =  X  cos  «i  +  y  cos  |3,  -4-  3  cos  y*  ^  tj  =  0. 

Nous  supposons  que  le  tétraèdre   est  rapporte   k  un   système  d'axes 
reclangii Inires,  l'origine  étant  dans  l'inlcrieur  de 
ce  solide.  On  appelle  coordonnées  téiraédriques 
d'un  point  M,  ses  distances  positives  ou  négatives 
aux  faces  du  tétraèdre. 

Si  on  regarde  comme  négative  lu  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'origine  sur  l'une  des  faces,  il 
faudra  attribuer  le  même  signe  à  la  coordonnée 
relative  à  cette  face,  si  le  point  M  est  dans  la  même  r&^ina  de  l'espace  que 
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l'origine;  pour  un  point  situé  de  l'aulre  côlé  de  la  même  face,  lit 
coordonnée  sera  positive.  La  po!;itioii  du  point  M  est  complélcmcnh 
déterminée,  lorsque  l'on  eoiinaît  en  grandeur  et  en  signe  trois  de  ses 
distances  aux  faces  du  télraèdrc;  car,  si  on  donne,  par  exemple,  les 
distances  MP,  MQ,  MR  (fîg.  19),  on  élèvera  des  perpendiculaires 
aux  plans  A,  B,  C,  sur  lesquelles  on  prendra  des  longueurs  égales 
aux  coordonnées  dans  le  sens  indiqué  par  leurs  signes;  si  on  mène 
ensuite  par  leurs  extrémités  des  plans  respectivement  parallèles  aux 
faces  A,  B,  C,  ils  se  rencontreront  suivant  tin  seul  point  qui  répond 
aux  coordonnées  données. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  des  équations  des  faces, 
un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  x,,  yt,  zi  aura  pour 
coordonnées  té(r.iédriques  les  nombres  positifs  ou  ni'i^alifs 


Al 

=  x,cos«,  i-y, 

cos(3,^..e, 

nsï,  —  ■ 

li. 

=  iC,Cl 

îs  a,  +  y, 

eos|3,-H.,c 

os  Vi- 

C, 

=  3T,  C< 

.s  as  +  1/1 

cosp,-.... 

ns  ïr,  — 

D, 

1  =a:ic 

osa,  +  </, 

cos  Pi  -+-  ï,  c 

:0S  7,  — 

On  peut  donc  regarder  les  coordonnées  télraédriqucs  d'un  point 
comme  ct.int  des  fonctions  des  coordonnées  cartésiennes  définies  par 
les  équations  (1),  (2),  (3),  (4).  Nous  représenterons  ces  coordonnées 
par  les  Icllrcs  A,  B,  C,  n.  Le  tétraèdre  fixe  1234  se  nomme  le  tétraèdre 
de  référeitce. 

Puisqu'un  point  de  l'espace  est  déterminé  par  trois  coordonnées,  la 
quatrième  est  une  conséquence  des  autres,  et  il  doit  exister  une  relation 
entre  les  coordonnées  tétraédriques,  telle  qn'on  puisse  calculer  l'une 
d'elles,  lorsque  les  trois  autres  sont  données.  Alin  de  l'obtenir,  joignons 
le  point  M  aux  sommets  1,  2,  ô,  4,  et  exprimons  que  la  somme  des 
volumes  des  tétraèdres  qui  ont  leur  sommet  commun  en  M  est  égale  au 
volume  du  tétraèdre  de  référence.  Soient  a,  h,  c,  d  les  aires  des  faces 
A,  H,  C,  D,  et  V  le  volume  du  tétraèdre  fixe.  En  remarquant  que  les 
hauieurs  des  tétraèdres  intérieurs  sont  les  coordonnées  tétraédriques 
—  A,  —  li,  —  C,  —  D  de  ce  point,  on  aura  l'égiilité 
(ïi)  —  «A  —  Mî  -  tC  —  dD  =  ;iv. 
11   est   facile   de  vérilier  que    relie  relation  a  Heu    quelle  que  soit  la 
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linsilion  du  point  M  dans  l'csiincc.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  poinl  Ms, 
la  coordonnée  A  est  posilive;  mais,  dans  ce  cas,  il  faut  retrancliei-  le 
téti'acdrc  qui  a  pour  hauteur  A  de  la  somme  des  (rois  nutres  peur  obtenir 
le  H^traèdre  de  référence  ;  donc,  A-,  Ba,  C»,  Dj  étnnt  les  cno [■données  du 
point  Ms,  on  aura  encore 

—  uA^  —  tlî,  ~  «iCg  —  <;i),  =  5V. 

En  venu  <lc  la  n^lciiion  fondamentale,  il  su  Hit  de  conniiitrc  des  ijuiiutités 
proportionnelles  anx  coordonnées  télraédriqnps,  pour  en  déduire  leurs 
valeurs.  Supposons  que  les  coordonnées  d'tin  point  soient  proportionnel- 
les à /",  3, /i,)';  on  écrira 

A       1!       C       ï>       Ab  -b  B&  -t-  Ce  +  Dfi  5V 


/      g       h       i        /a  -t-  (/S  -t-  /te  -i-  id  af  -\-  h(/  -i-  cli  h 

o/V  5rtV 


af  -t-  hg  -t-  cil  -+-  cU  af-i-  hg  -4-  cli  -+-  di 


af  ■+-  hg  -*-  cft  -+-  di  af  -t-  bg  ■+■  ch  -t-  di 

61.  Plus  généralement,  on  nomme  coordonmes  télraédrtqiies  d'un 
point,  les  produits  de  ses  distances  aux  faeos  du  tétraèdre  par  des 
constantes  (,  m,  n,  j)  différentes  de  zéro,  positives  ou  négatives;  en  les 
représentant  par  X,  Y,  Z,  T,  on  aiira,  par  définition, 

X  =  ;A,       Y  =  mB,       Z  =  nC,       T^pD. 

Les  constantes  l,m,ii,p  se  nomment  les  paramètres  de  réféj'cnec. 
Il  est  évident  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T,  correspond 
un  seul  système  de  valeurs  pour  A,  B,  C,  D,  et,  par  suite,  un  seul  poinl 
dans  l'espace.  Enfin,  ces  eoordonnées  seront  liées  entre  elles  par  la 
relation 

ttX      6Y      a      rfT_ 

Lorsque  les  faces  d'un  tétraèdre  sont  représentées  par  des  équations  de 
la  forme  «x  -t-  61/  -1-  es  -+-  rf  =  0,  on  peut  prendre  pour  les  coordonnées 
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Idlraédriqucs,  les  nnmbi'cs  posilifs  ou  ncgalîTs 

X  =  nia:  +  biy  ■+■  c,z  -t-  rf,, 
Y  =  a^x  +  b^y  -i-  e^z  +  rf, , 
Z  =  a^x  ~t-  h-jj  -t-  È3Î  -\-  d.., 
ï  =  aix  +  6iJ/  ■+  CjZ  -+-  ^4  ; 
les  paramcîres  i!c  rclcrcncc  ont  alors  pour  valeurs 


Si  or.  pose 


ce  sonl  les  voliimcs  des  quatre  tétraèdres  pnrlicls  ;  on  les  appelle 
coordonnées  vohinies;  en  les  liésignanl  piir  Vi,  v.,  Vr,,  Vj,  on  aitro 
l'égalité 

Enfin,    si    on   prend    ponr   les    coordonnées  d'irn  poiiil   les  rnpporis 

«1       "2       "î       "4       ,       ,    .       ^      ,  ,     ,     . 

—  I     —  ï     —1     ~!     la  rclafion  fondamentale  devient 

ï  +  ■/]  -t-  ^  +  T  =  — 1, 

où  ï,,  r,,  Ç,  r  représentent  ces  rapports. 

Les  coordonnées  ^,ï;,  i^,  t  se  nomment  baiyceiHri^ims  on  rapports 
coordonnés. 

Remarfjue.  Nous  voulons  dès  t\  présent  avertir  le  leeleur  que  nous 
supposerons  toujours,  dans  ect  ouvrage,  que  les  paramètres  de  réfé'- 
rence  sont  égaux  à  l'onilé;  de  sorte  que  les  coordonnées  tétrnédriques 
d'un  point  seront  ses  distances  aux  faces  du  tétraèdre  fondamental. 
On  les  appelle  aussi  quelquefois  les  coordonnées-distantes  d'un  poini. 


y  Google 


62.  Trouver  tes  coordonnées  d'un  poinl  M  '/«(  divise  ta  distance  de 
deux  points  donnés  P{\'li'C'D'),  Q[A."S"C"D")  en   deux  segments  dont 

te  rapport  est  égal  à  —  ■ 

Soit  (A,  B,  C,  D)  les  coordonnées   du   pi 
P,  M,  Q  des   pRi'pendiculaii'M  sur  Ja 
race  A,  et  menons  ensuite  PK  et  MH 
perpendiculairement  à  OU.  On  aura 

KH_PM        t 
HQ  —  MQ'^w' 
ou  bien 


inbiiiblc'iiifinl  poui-  It^s 
-  mir  __  /C"  +  1. 


En  ))!ir(i(;ulici',  pour  le  point  milieu  du  PQ,  on  iU 
A'  -+-  A"      „       H'  +  11"       ^       C  -t-  C" 


63-  Trouver   l'expresHOn    de    la   distance    de    deux    points     donnés 
P(A'B'C'iy),  Q(A"1J"C"D"). 

D'npràs  la  relation  fondamentale,  on  u  d'abord  lus  (égalités 

«A'  -H  6IÎ'  +  cC  H-  di)'  =  —  5V,     aA"  -t-  61i"  -h  <!C"  -h  *m"  =  —  5V. 

En  rciranelianl  ces  équations  membre  à  membre,  et  posant  p^^K" — A' 
q  =  li"  —  11',  r  -=  C"  —  C,  s  =  l>"  —  D',  il  viendra  réqualion 
(k)         ap  +  67-1-  er  -4-  rfs  =  0. 

Désignons  par /ii,  fts,  A;, /ii  les  hauteurs  du   tciraédre  ou  les  perpen- 
dieulaires  abnissccs  des  sommels  1,2,3,4  snr  les  Tnecs  opposées;  ]iar 
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a,  p,  V,  S  les  angles  de  la  droite  PQ  avec  ces  haïUeiirs  ;  par  A  la  distance 
chei'diéc.  Si  nous  projcniiis  successivement  la  longueui'  PQ  sur  les 
linuteiirs,  nous  aurons  les  égalités 

p^Acosa,     (/  =  Acos|3,     r  =  AcDsy,     s  =  Acos^. 

Mais,  d'après  la  théorie  des  projections  (N"  b),  les  angles  d'une  droite 
avec  trois  nxcs  obliques  satisfont  à  une  relaliou  de  l\  l'orme 

où  les  eoeflicicnls  II,,  a,,,  o:,,  etc.  sont  des  (juaniités  qui  dépendent  des 
angles  des  droites  fixes.  Appliquons  cette  Tormulu  au  cas  où  les  droites, 
fixes  sont  les  hauteurs  h,,k^,lis,cl  remplaçons  cos  «,  cos  |3,  cos  7  par 

leurs  valeurs  V'     t'     t;  ""  arrivcn»  à  IViçalité 

A      A      A 

De  pkis,  de  In  relation  [k]  on  lire 

up^  =  — -  liptf  —  fpr  —  ilpn, 

cr^  =  _  apy  —  lif/c  — ■  (1rs. 

La  combinaison  de  ces  équations  permet  d'éliminer  les  carrés  )•',  c/^,  1% 
et  d'arriver  à  une  équation  de  la  forme 

Les  eocllîcÎL'nls /t'|5,  fc|j  etc.  pourraient  se  calculer  par  les  équations 
précédentes;  mais  il  est  plus  facile  de  déterminer  leurs  valeurs,  en  faisant 
coïncider  les  points  donnés  successivement  avec  les  sommets  du  télraèdre. 
llemplnçons  d'abord /j,  (/,  r,  s  par  leurs  valeurs;  la  formule  précédente 
deviendra 

As=/c,,(A"~A')(lï"~B')+/'^,î(A"— A')(C"— CV^'iiC^"— A')(R"— 1>') 
-i-fc23(Ii"~I!')(C"— C')-+=/cjj{B"— B')(D"-D')-i-/f„(C"— C')U>"— 1)')- 
Soient  d,,,  d,^,  [i,j,  d^^,  i/j,,  d^^  les  arêtes  du  télraèdre,-  les  coordon- 
nées des  sommets  élant  i  [—  /(,,  0,0,0),  2(0,  —  h,  0,0,),  3(0,0,— A^,  0), 
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4(0,  0,  0,  —  k,),  on  doit  iivoii-  les  rel.ilions 

D'où  l'on  liri! 

"  /.,/l.'  "^  /!,»,■  "  *,/>/ 

'''  ,        i5i    ,  „_ik    , ik 

L'expression  de  la  liislaiicc  tics  deux  poiiils  sei'ii  fiiiidcmcnl 
Poui'  simplifier  récriture,  [losoiis 

^^  '  A.A»  /'>-  A,/*!  /*«/»■!  Mi  ''l'*!  1 

(11)  •-     '     '  '      "  ,  \  S     1  J 

(f(A!i'-i-BA'): 


Ln  rormiileqiii  iluniii^  Ui  ilisiaiice  du  deux  piiints(A,  ll,C,  D),  (A',B',C',  0') 
sei'H  de  1h  foi'mc 

(III)     i'  =  ^(Ait)-i-  (p  (A'Ii'J  —  9(AI!'  +  BA'). 

64.  fi(s(MHees  (i'd/t  jiuwif  aux  nommets  du  lélraèdre  de  référence. 
Sii|>|wson3  (jue  le  second  (luint  (A'U'C'I)')  coïncide  iivec  le  sommet 
•1  (—/(,  0,  0,  0)  du  léti-aèdi-c.  On  anni 

ç.(A'li')  =  0,     9  (AD'  +  iiA')-$-^B-t-Ç^C  +  î5^*D; 

ll'i  fis  Iti 

jjiii' suite,  Irtdi-liHice  A,  d'un  poiul  (A,!J,C,D)  de  l'espaec  au  somuieH 
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On  Iroiivc  diï  !a  même   iniiiiicL'c  pour  lus  dislances  tle  ce  point  iiiis 
imires  snmmcls 

Si  on  introduit  les  liaiileurs  du  tctraèilre  dnns  lu  rej.ilion  fondauicn- 
lale  «A  +  6B  -»-  cC  -I-  rfD  =  —  5V,   on  peut  la  moitre  sous  la  forme  : 

-r-^i--*-T  -+--7-  =  —  1-  Cela  étant,  mnllinlions  respectivement  les 
Al      Aï       /lî      Ai  '  ' 

A       B       C       1)  ,  , 

otioniions    précédentes    par—,    -;-»    t-j    r     cl    nioutons-les    membre 
Al      fis     ^3     Al  ■" 

à  membre.  II  viendrii 

AA?      aM      CA'      DAl 

Il  en  iV'siille  que  les  distances  d'nn  point  de  l'espace  aux  sninmels  dn 
tétraèdre  sont  liées  par  la  relation 

A?         A^         A?         A; 

65.  tûf/iutlioii  homogène  du  premier  di-gré.  L'équation  linuioj^ene  liii 
pi'cmiei'  degré  entre  les  coordonnées  léfrjirdriijiies 

(6)       lA-\-mïi  +  uC  +  /yD  =  U, 

est  aussi  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  si  on  l'cmplaec  A,  It,  C,  D  pnr 
leurs  valeurs  :  elle  représente  donc  un  plan  qui  peut  être  (juelconquc  vu 
riiidcterminalîoii  des  eonslanles /,  m,  »,  h. 
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Toute  cquntion  h  doux  termes  de  la  forme 
(7)       /A4-mB  =  0, 


définit  un  plan  passant  par  l'arôtc  34  du  tétraèdre;  car,  elle  est  salisfaile 
par  tous  les  points  communs  aux  faces  A  et  B.  On  en  lire 


équation  qui  exprime  que  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  du  plan  qu'elle  représente  sur  les  faces  A  et  B  est  constant.  En 

A 
parlicLiUci',  pour  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  AB,  on  aura 

B  '  B  ' 

ou  bien 

A  — B  =  0,       A-hB  =  0. 

Il  sera  facile  de  vérifier  qu'en  général  toute  équation  du  premier 
degré  à  deux  termes  représente  un  plan  passant  par  l'une  des  arêtes 
du  tétraèdre. 

Considérons,  enfin,  l'éqiiaiinn  homogène  à  trois  termes 
(8)       (A  -+-  mBH-nC  =  0. 

Elle  est  satisfiite  pai  le  point  commun  aux  faces  A,  B,  C:  elle  définit 
donc  un  plan  qm  pisse  ptr  le  sommet  4  du  tétraèdre,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  constantes  /  m,  n  En  général,  une  équation 
rf  trois  termes  repitsente  un  plan  nienp  pai  l'un  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence. 

66.  Signification  des  coiislunles  de  l'équation  du  premier  degré.  Si 
dans   l'équation  (6)  on    introduit  les  coordonnées  carlésicnnes,  on  trouve 

((cosat-l-fflCOSaj-l-ncoSaj'I-pcosajja;  ■+■  {/cos(3(  H-«îeos(3î-4-  ncosPs  +  pcosjSa))/ 
+  (/  coBj^i  -t-m  cos7î  -i-H  cosy;  +  pQ,osyi)z  —  ((tîi  -i-rm!:^  -i-mci-^pT\i)  =  0. 

Soit  Pi  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  I  du  tétraèdre  sur  ce 
plan  ;    en   remarquant   que    les  coordonnées  cartésiennes  de  ce   point 


y  Google 


nnnulent  B,  C,  D,  tiindis  que  A  jjrend  lii  valeur  —  ft,  pour  ces  nii;mes 
coordonnées,  il  vienilDi 


|/l'=  +  Q<  +  11= 


où  P,  Q,  R  sont  les  eoeflicienls  de»,  )/,ï  dans  i'éqaatiûn  du  plan.  En 
développant,  on  ironve  facilement  que  la  quantité  sous  le  radical  du 
dénominateur  se  réduit  à 

(^  -+■  m'  +  fl^  +  p*  ~  2(m  eos  (q(j)  —  2/n  eos  (ac]  —  'ilp  eos  {ad] 
—  2ni!i  eos  (6c)  —  Sinp  eos  (M)  —  %ip  eos  (cd)  ; 

ces  {«6)  désigne  le  cosinus  de  l'angle  des  faces  A  et  B,  et  il  faut  atlribuer 
une  signification  analogue  aii\  expressions  eos  («(;{),  eos  (ne)  etc.  Afin 
d'abréger,  nous  représenterons  la  quantité  précédente  par  la  notation 

Cela  étant,  l'expression  de  la  perpendiculaire  pi  peut  s'écrire 


!',»,«,  fi 


On  trouverait  de  la  même  manière  pour  les  perpendiculaires  p^,  p;,  p4 
abaissées  des  sommets  2,  3, 4  sur  le  plan  (G) 

-  plii 


On  en  déduit  les  égalités 

Pi        Pi        P^        pi' 

k,  A.  A;  k^ 

)u  bien,  en  remplaeant  lu  par  —  etc., 

«/']      fi/'s      c(Ji      dfii 
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L'équalion    homogène    ilii   premier   degré  petit  donc   se  mettre  s 
lit  forme 


(10)  ap,k  +  ?»psB  -+-  i-p^C  -+-  dp.Xi  =  0. 

Les  quantités  p„  p^,  p^,  /)s  doîvenl  salisfaire  à  une  eerlnine  relation 
en  vertu  de  luquelle  l'une  d'elles  est  déterminée  lorsqu'on  donne  les 
trois  antres;  car,  In  position  du  plan  ne  dépend  que  de  trois  perpendicu- 
Inircs.  Des  égalités  précédenies,  on  tire 


p^.        vï       ni       ï>î       !  '  "'    '  V\  • 


..,M' 


C    £1* 


^        ft,     B|     A|     h\        h,  hi      ^    '        A, /ij  hhi 

-  2Ç^eos(ic)  —  â^'cos(6<I)  —  2^Vos(ai)  =  1  : 


(VII)     a^p\  -i-b^pl-i-c^pl  -f-d'^pl  —^p^p^abco%{ab) — ^p^p^aceos{ac) 
— 2/),piOrfcûs(a(I) — ^p^p^bceos(bc) — ^p^Pi^bd(iQs{bd)—^p^p^cdc(is(cd}=9\^. 

6T.  Pian  à  l'infini.  Si,  dans  l'équation  homogène  du  premier  degré, 
on  pose  (  =  a,  m  =  6,  m  =  c,  p=^d,  il  vient  l'égalité 

(11)    «A -t- 6B -V- cC  H- rfD  =  0, 

qui,  d'après  ia  relation  fondamentale,  équivaut  à  5V  =  0,  ou  à  une 
constante  égalée  à  zéro.  Pour  le  plan  qu'elle  définit  on  doit  avoir 

a  b  r.  d 

ap^      bp^      cp^      dp^ 

c'est-à-dire  que  les  perpendiculaires  p^,  p^,  p^,  p,  doivent  être  égales; 
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ce  qui  est  impossible  à  moins  qu'elles  ne  soient  infiniment  grandes. 
Donc,  l'équation  (H)  doit  être  interprétée  comme  reprcseniani  un  plan 
à  l'infini  dont  la  situation  est  indéterminée. 

Étant  donné  un  plan  (A  -4-  »iB  -4-  wC  +  pD  =  0,  l'équation 

(12)     tk  -4-  mB  -i-  nC  -4-  pD  —  k{aK  -h  6B  +  eC  -t-  dB)  =  0, 

représentera  un  plan  quelconque  parallèle  au  premier,  si  k  est  un 
paramètre  arbitraire;  car,  les  points  communs  au  plan  (12)  et  au  plan 
donné  sont  situés  dans  le  plan  à  l'infini  aA  +  6B  -*-  cC  -»-  t/D  =  0. 

6S.  Représentation  d&  la  ligne  droite.  Deux  équations  simultanées 
du  premier  degré  de  la  forme 

(A-i-  mB-^-nC  -*-pD  =  0,     l'A  +  »t'B  h- »i'G  +  p'D  =  0, 

sont  satisfaites  par  les  coordonnées  des  points  communs  aux  plans  qu'elles 
représentent  ;  elles  déterminent  donc  une  droite  dans  l'espace,  l'inter- 
section de  ces  plans. 

Lorsqu'une  droite  de  l'espace  est  définie  par  deux  points  P(A'B'C'D'), 
Q(A"B"C"D"),  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points  sont 
données  par  les  formules 

(A"  -+-  mX'     „      /B"  -4-  mB'     ^      IC"  ■+■  mC     ^      (D"  ■+■  mD' 


l  -^  m  i-i-m  l  -h  in  /-t-wi 

où  i  et  m  sont  des  paramètres  variables. 

Enfin,  supposons  qu'une  droite  soit  définie  analytiqucmcnt  par  les 
équations 

(A  •+-  mB  +  nC  -i-  pD  =  0,     l'A  -4-  m'B  +  n'C  +  p'D  =  0, 

et  assujettie  à  passer  par  un  point  donné  (A'B'C'D').  On  aura  d'abord 
les  relations 

(A'  -4-  wtB'  -I-  hC  -¥■  pD'  =  0,     l'M  -t-  m'B'  +  n'C  -t-  p'D'  =  0, 
aA'  -i-  bB'  +  cC  -I-  rfD'  =  —  3V,     ak  +  6B  -h  cC  -i-  dD  =  —  5V. 

Si  on  les  combine  par  soustraction  avec  les  précédenles,  on  trouve 
que    les    coordonnées   d'un   point  quelconque    de    la  droite   doivent 


y  Google 


-  9îi  — 
satisfaire  aux  équations 

({A  — A')-Hm(B  — B')-'-«(C  — C')  +  PP-I>')  =  0, 

/'  (A  _  A')  +  m'  (B  —  B')  -t-  «'  (C  -  C)  -+-  p'  {D  —  D')  =0, 

a  (A  —  A')  -H  6  (B  —  B')  +  c  (C  —  G'}  -i-  rf  (D  —  D')  =^  0. 

En  les  résolvant  par  rapport  aux  différences  A  —A',  B  —  B',  C  —  C'j 

D D',  OQ  ari-ivura  S   mettre  les  équations  d'une  droite  qui  passe  par 

un  point  sous  la  forme 

A  — A'      B  — B'_C  — C'^D  — D'. 

les  constantes  >j,  'Ai,  h,  ).*  sont  proportionnelles  aux  déterminants 


m 

, 

V 

,    - 

l     n 

P 

, 

l 

m 

f 

,    - 

1 

m 

n 

m' 

«■ 

P' 

r   »' 

P' 

l' 

m' 

V' 

C 

m' 

n' 

b 

c 

d 

0     e 

i 

a 

b 

i 

o 

b 

' 

c'est-à-dire,  qu'elles  satisfont  aux  équations 

fil  -1-  mia  -H  tù.3  -H  pi*  =  0, 

/'Il  -t-  m'>a  -i-  «'l'a  -i-  p'^4  =  0, 

ail  -»-  f'ïa  ■*-  CH  -H  (ûi  =  0. 

Mais,  si  on  projette  la  distance  p  d'un  point  variable  {A,  B,  C,  D)  de  la 

droite  au  point  (A'  B'  C  D')  successivement  sur  les  hauteurs  du  tétraèdre, 

on  aura 

A  —  A'=pcosa,     B — B'=pcosp,     C  —  G'=pcos-/,     D  —  D'=pcos^; 

a, 13,^,5  désignent  les  angles  de  la  droite  avec  les  hauteurs  Ai,  As,  fis, /u 
du  tétraèdre.  On  en  déduit 


Posons  Xi  =  cosû:,  ii  =  cos  P,  15  =  0087,  )i4  =  cûsâ.  Les  équations 
d'une  droite  issue  du  point  (A'  B'  C  D')  seront  finalement 
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où  les  conslnntes  i(,A,,l3,>i  reprcsentcnl  les  cosinus  de  la  droite  avec  les 
hnuteurs  du  tétraèdre;  on  les  appelle  coefficients  directeurs.  Comme 
deux  lie  ces  qiianlités  suffisent  pour  de  ter  miner  I»  direction  de  la  droite, 
il  doit  exister  entre  elles  deux  reliitions  tîisliuctcs.  Nous  prendrons  pour 
l'une  d'elles,  l'équation 

(Vni)       al,  -\-  bh  -H  0.5  -t-  dh  =  0, 
ou  bien 

1.  >î  ).»  l4  . 

Afin  d'en  trouver  une  autre,  substituons  dans  la  formule  (N°  GZ)  qui 
donne  la  distance  de  deux  points,  aux  dilîérences  des  coordonnées  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  de  la  droite,  c'est-à-dire,  A  —  A'  =  Xtp, 
B  — B'=Ï2p,  C  — C'=J5p,  D  — D'  =  >.4p.  On  trouvera  ainsi  la 
relation 

]_h,h^  hih-,  kihi  hihz,  lijn  h^h,       J 

ou  bien 

-H  bddl^l^l^  -t-  crf(i;^ï,J.J  =  9V^ 
Afin  d'abréger,  nous  écrirons  simplement  pour  cette  relation 
(IX)        cp  (),).)-!. 


§    2,    PROBLÈMES, 

6».  Trouver  les  conditions  pour  que  deux  plans  soient  paroMèles. 
Soient 

(A  -I-  mB  -t-  rtC  H-  pD  =  0,       l'A.  h-  iti'B  +  n'C  -^  p'D  =  0, 

les  équations  de  deux  plans.  Nous  avons  vu  (N"  Ii7)  que  tout  plan  paral- 
lèle au  premier  est  défini  par  une  équation  de  la  forme 

/A  -t-  mB  +  nC  +  pD  —  k{aA  +  (.11  -+-  cC  -i-  rfD)  =  0, 
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ou  bien 

([  —  ka)\-^{m~kl>)Ë  +  {H~kc)C  +  ip  —  kdjD^O. 
Pour  que  le  second  plnn  coïneide  avec  ce  dernier,  on  doil  avoir 
l  —  ka^al',    m  —  kb -=  iJtit- ,    n  —  kc^^n',    p  —  kd^ii-p', 

ji  étant  une  eonslaiite.  Si  on  prend  successivement  trois  de  ces  équations 
pour  éliminer  k  et  fj.,  on  trouvera  pouv  les  conditions  du  parallélisme 
des  deux  plans 


=  0, 


n    p 


i    I 


=  0, 


\fV- 


^0. 


70.  Déterminer  le  point  d'intersection  d'ync  droite  et  d'un  plan. 
Supposons  d'abord  que  la  droite  soit  définie  par  deux  équations  c 
a  forme 

W  -t-  mB  +  îiC  +  pD  =  0,      l'A  +  m'B  -4-  h'C  -4-  p'D  =  0, 


celle  du  plan  donné.  Les  coordonnées  cherchées  doivent  satisfaire  à  la 
fois  à  CCS  équations  ainsi  qu'à  la  relation  fondamenlale 

«A  H-  (iB  +  cC  -»-  rfD  =  —  :îV  ; 

il  suffira  donc  de  les  résoudre  pour  obtenir  ces  coordonnées. 

Pour  que  la  droite  soit  parallèle  au  plan,  il  faudra  que  !e  dénomina- 
leur  des  valeurs  obtenues  soit  nul,  et,  par  suite,  on  doit  avoir  la  relation 


a    b 


' 


a  droite  est  représenlée  par  des  équations  de  la  forrn 
A  — A'  ___  B  —  W  _  f:  —  C'  __  D  — D'  _ 
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on  en  lire  A  =  A' H-  >,p,  B  =  B'  h-  \p,  C  =  C'  -i-\p,  D  =  D'  -t-  l^p. 
Subsiituons  ces  valeurs  dans  l'ëquation  du  plaa  donné  :  il  viendra 

),(A'  -H  \p)  -^  ^(B'  +  \p)  -i-  v(C'  -4-  >,p)  +  7r(D'  +  \f>)  =0. 

On  en  déduil  pour  la  distance  du    point  d'intersection  de  la  droite  et 
du  plan  au  point  (A'B'C'D'} 


lA'  -t-  f*B'  -t-  VC  - 


irD' 


^  i).,  -t-  fxls  -t-  vis  -t-  Tri*  " 

La  condition  du  parallélisme  de  la  droite  et  du  plar 

),),,  +  f/lï  +  vis  -t-  71X4=0. 
Si  on  avait  à  la  fois 

U'  -1-  fiB'  4-  vC  -1-  lîD'  =  0, 

>.J,  -t-   fiÏ2  4-  vis  -t-   7Ti4=0, 

la  droite  serait  complètement  dans  le  plan  donné. 


Tl.  Trouver  f équation  dît  plan  <juî  passe  par  les  points  [AiBiCiDi), 
(AïBsCsDs),  (AsBjCjD,). 
Soit 

/A  -1-  »iB  +  «C  -H  pD  =  0 

l'équation  du  plan  demandé.  Comme  il  doit  renfermer  les  points  donnes 
on  a  les  relations 

(A,  +  mil.  ■+-  mC,  +  pï>,  =  0, 
(As  +  mBs  ■+-  ftCï  +  pDï  =  0, 
Uj  -t-  mBj  -i-  MC5  -1-  pDj  -=  0. 
L'élimination  des  paramètres  donnera  pour  l'équation  du  plian  cherche 

A  B    C    D 

A,  B,  C,  1), 

As  Bs  C^  Da 

A^  B,  C,  D, 
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ïî.  Trouver  l'équation  du  plan  paxsantparun  point  et  une  droite 
donnés. 

Soient  (A'  B'  C  D')  le  point  donné  et 

a  +  m.B  -(-  hC  +  pD  =  0,     l'A  +  m'R  -t-  «'C  -t-  p'Ù  =  0, 

les  équalîons  de  In  droife.  Un  pliin  quelconfiue  mené  par  cette  droilfl 
est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

(A  +  mB  +  wC  -t-  pD  =  t  {l'k  ■+■  m'a  -^  n'C  -i-  p'D), 

où  k  est  un  paramètre  arbitraire.  De  ptus,  le  plan  passant  par  le  point 
(A'B'C'D'),  on  doit  avoir 

W  -\-  mB'  -t-  nC  -t-  pD'  =  k  [l'A'  +  ni'S'  ^-  n'C  +  p'D'). 

En  divisant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve  pour  l'équation 
demandée 

M  -4-  mB  -t-  wC  -i-  pD    _    l'A  +  m'B  -h  n'C  ■+■  p'D 
/A'  -H  HiB'  H-  wC  -t-/jl)'"i'A'  -t-  m'B'  -i-  n'C  -np'D'' 

Si  la  droite  était  définie  pur  des  équations  de  la  forme 
A  =  A,  -t-^,p,     B  =  B,  -V-  ?.4p.     C  =  C,  -i-i,p,     D  =  Dj  -1- \p, 
en  supposant  que  le  plan  demandé   soit  'l\.  ■+■  ,nB  -i-  -jC  -+■  ttD  =  0,  on 
aurait  les  conditions 

),A,  -1-f^,  +i^C,  +7iDi  =  0, 

iX,    -+-  lù^    -1-  W>5    -1-  Tllj   =  0, 

).A'  +  fiB'  +  vC  -+■  t:D'  =  0. 
L'équation  du  plan  mené  par  le  point  et  la  droite  serait 
A     B     C     D     1=0. 
A,   B,   Cl   D, 
A'    B'   C   D' 
\    \    K    K  I 
ÏS.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données. 

Soient  ^i^î^s^j,     l'-tiHI^il-'-i    1"*  coefficients    directeurs   des  droites. 
Par  un  point  quelconque  de  l'espace  0  (A,B,C,D,)  menons  deux  droites 
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parallèles  nux  pr<Scédemes,  et  prenons  sur  chacune  d'elles  deux  points 
P  et  Q  à  une  distance  égale  à  l'unité  du  point  0,  Désignons  par  AjBgCgD,, 
AjBjCjOj  les  coordonnées  des  points  P  et  Q  :  on  aura 

As  =  Al  -i-lu  Bs  =  Bi  +  >2,  C2  =  C|  -i-  l^,  Dî  =  D,  -t-l^; 
A,  =  A,  +  ;j.,,  B,  =  P,  -H^î,  C,  =  Cj  +  /J;j,  D,=  n,  +  a^. 
De  plus,  le  triangle  OPQ  donne 

2  —  2cos©=PQ^ 
ou  bien,  en  remplaçant  PQ  par  la  formule  qui  donne  la  distance  de  ces 
points  (N"  6:î) 

-*■  ^  (li —rO  (>. -p.)  -*-  j^^  (>2'-M('.-F.}  +  jj^  i\  -  f  .)(''4-r4)  J  ■ 

Si  on  développe  le  second  membre,  il  viendra,  eu  égard  aux  relations 

2  —  2cos(p  =  2  —  ^  (>,f^5  -t-  jJ-,\), 
et,  par  suite, 

i 

C0SÇ=-(p(Va-4-f/.:ïs). 

Ainsi,  l'anjjle  des  deux  droites  données  sera  déterminé  par  la  formule 
On  en  déduil  pour  In  condition  de  pcrpendieularité  des  deux  droites 


t- jxP.Ci  -I-  F,>.)  -<-  rr-P"!"*  "^  1"^')  "^rlf  ('■'!'•  "^  ?!><)=  "• 


'^JJ,'--'"^"-"  '*,/./ 
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Supposons  maiiKeiinnl  que  les  droites  soient  délinics  par  les  équations , 


m,. 


l\  -t-  ml!  -*■  liC  -+-pD  =  0. 


liX  -^-  iHil)  +  «,C  -H  p,l>  =■  0. 


On  sait  que  les  cocdieienis  tlii'ectcnrs  de  la  prc 
nels  aux  dclerminants 


li  sont  propoi'linn- 


«1  »  p 

1   »,. 

(   „■    ,, 

,     - 

l 

m'  »'  p' 

l'„>' 

f   ,„•  f 

r 

m'  «■ 

f>    c   d 

Cl    c    (1 

a    b    d 

« 

t    c 

Afin  d'abfcger,    rep  résiliions -les  respeclivenient  par   L.  M,  N,  P.  Il 
viendra^  pour  déterminer  les  cociticicnts  directeurs,  les  égalités 

ii_îi!       >5  _>4_[q)(>ili)];-  1 

On  .itifait  aussi  pour  la  seconde  droite 


P:       [<P([..MO]è 


,n  siibsliltiant,  dans  l'eipression  de  ces  9,  aux  cocITicicnls  directeurs 
■s  valeurs  tirées  des  égalités  précédentes,  il  viendra 


2[9(LM)j^[^(LiM,|]iL'*'^"' 


î  J.  Trouver  l'ét/vation  d'an  plan  renfermant  les  coefficients  directeurs 
de  la  normale  à  ce  plan. 
Supposons  qu'un  plan  soit  représenté  par  une  équation  de  In  l'orme 

apA,  +  bp^H  -t-  cpsC  H-  dpiV  =  0. 

Désignons  parJi,  is,  )j,  Ji  les  coefficients  directeurs  de  la  perpendicu- 
laire au  plan,  élevée  en  l'un  de  ses  points  O(A'B'C'iy).  Nous  pouvons 
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considcrei'  celle  suiTacc  comme  engendi-ée  \it\r  le  déplacement  tl'uiic 
droite  [p.,  ih  pi  [^j)  passant  par  le  pied  de  la  normale  et  restant  perpen- 
diculaire k  cette  ligne.  On  sait  que  la  condition  de  perpendicularilc  de 
ces  deux  directions  est  (N"  7Ji) 

Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
'^  \hikî         h,k3  hilu    J      ^  \h,lH         Kïfts         kîhi    / 

Pour  abréger,  désignons  par  Ç],  <pî,  çs,  ipj  les  dérivées  de  la  fonction 
(IX)  du  N"  68,  prises  respectivement  par  rapport  à  ii,  Js)  ^s,  '■*;  elles 
seront  liées  par  la  relation 

liÇi  -t.  JjÇa  H-  ijrfjs  +  ït(fi  =  2. 

Cela  étant,  la  condition  de  perpendicularité  devient 

(k)     f^,(pi  -t-  yi^i  -4-  fis^j  H-  (/4<pj  =  0. 

D'un  autre  côte,  la  droite  (fiifisft;;*,)  menée  par  le  point  [A'B'C'D') 
est  représentée  par 


Si  on  élimine  les  eoefilcienls  directeurs  entre  ces  éi;aliiés  et  la 
relation  (k),  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  engendrée;  on 
trouve  ainsi 

(A  ~  A')t<  +  (B  —  B')-p,  +  (C  —  COç's  +  (D  —  0')?*  =  0. 

Posons  {'—  k'fi  -i-  B'9i  -t-  C'!p5  -^Wifr,  elle  deviendra 

A<p,  -1-  Btpî  +  Crpï  -t-  D<ps  —  /■=  0. 

C'est  une  forme  nouvelle  de  l'équation  d'un  plan  où  les  coefiicients 
des    variables    sont   des    fonctions    des    coefficienls    directeurs    de    la 
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normale.  On  peut  la  rendre  iioiiiogènc  pav  k  fcliition  l'ondamcnUlc 

A        R       £       D 

h,'^  h,'''  Ih'^  lu" 

et  écrire 

Ay,  +  B9,  +  C9=  -H  D9,  +  /-(^  ^-  i^^  -+-  ^^  +  ^^J  =  0, 
ou  bien 

7S.  Trouver  les  cosinus  direcleurs  de  lu  normale  à  tcn  plan  donné. 
Supposons  d'iibord  que  le  plan  soit  représenté  par  l'équatinii 

h,  hi  hi  hi 

Oii  sait  que  les  quantités  pi,  ]h,  p,,  p^  satisfont  à  !a  relation  (N"  G6,  Vi) 


Désignons  le  |)rcmier  membre  par  F  (p),  et  par  Fi,  Fj,  Fj,  F*  ses 
dérivées  prises  i-cspcclivement  par  rapport  k  pi,  pi,  p^,  pi.  L'équation 
préeédenle  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme 

1111 

[k)      ^p,V,  •+-- pj'î  -+--/«iF3  +  -p,F,  =  1. 

Si  on  représente  par  Ai,  Bi,  Ci,  l)i  les  coordonnées  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire pi,  par  i.1,  li,  Xs,  Î.4  les  coefficients  directeurs  de  la  normale 
an  plan,  on  aura  (N"  68) 

_Ai-i-/i|       .    __Bi       .    _Ci       .    _  l)i, 
'~       pi      '     ^'~p,  '      '"^p,'      "~p,' 


A,=X,pi  — /(,,     ]i,^inh,     C,  =p,/3,     D,  =p,>,4. 
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D'un  aulrc  calé,  l'équation  du  plan  peiH  se  mcltre  sous  la  forme 
A<pi  -1-  BqJs  -(-  Cçs  -I-  Dqjj  —  /"■=  0, 
et   comme  le  point  [ki  lii  Ci  D,)  apparlicnl  à  cette  siicface,  on  aura,  en 
subslUuanl, 

D'où  on  déduit 

2^i,  =  ^-  /ti-^i  ^-  /; 

On  Iroiivcnit  semblable  ment 

2/»î  =  -)-  ftî!pi  -H  /', 
2;*,  =  -+-  /hi^);  +  /; 

2/>»= +  /!»-?»  +  /■. 

).,     5.2     >.=     ï.i 

Miilliplions    ces    égiitilés     respectivement     par    t-  ?     7--  '     r-  '     r-; 

),  Ï2  ).5  "Ai 

/h        /ta        /(3       h^ 

(/,'i    ■^iEi^^JPî  +  ^  +  ^'^  +  i 

^    '       lu         hî        «,         /u 

Il  s'cnsuil  que  pour  tous  les  plans  parallèles  au  pliin  donne,  c'esl-à-dire, 
pour  les  plans  qui  admettent  les  mêmes  valeurs  de  li,lî,>3,i*,  les 
équations  {h)  et  {h')  seront  satisrailcs  quelles  que  soienl  pt,  pa,  ps,  pij 
on  doit  donc  avoir 

i-4'-'  ïr->-  K--!"-  rr<'- 

On  peut  donc  prendre  pour  les  coefficients  direcleurs 

A  1  A  t 

suivant  les  deux  directions  opposées  de  la  normale, 
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ou  bien,  en  rem  plaçant  l!:s  dérivées  par  leurs  valeurs, 

1,  — p  —  P  cos  (ot)  ~  Ç  ras  (te)  —  p  COI  (M), 

>*=£-£"'('"')-!!;  "•("'-£"<"«• 

Si  l'équalion  du  pliui  donné  est  de  la  forme 

uptA  ■+■  hpifi  -t-  cpj,C  -t-  dpj)  =  0, 

on  trouvera  pour  les  coelTiciciils  dircctcnrs  de  la  normale,  en  rcmpLieanl 

5V 
fti  par  —  etc., 

il  =  ^  [np,  -  tpî  cos  [ttbj—  qn  cos  («e)  —  ('/),  en^  (a<i)], 

i,  =  A  [6^,  _  ap,  ens  (af,)  -  ^p,  cos  (k)  —  </p.  cos  {hd)\ 

Is  =  gy  [q'=  -  "/».  f-os  (flc)  —  Vî  eos  (k)  —  (ip^  eos  (c(/)], 

>j=— [rfpi~«/iieos(arf)  — '(/ï.!cos(M.)  —  fy^^eos  (wJ)]. 

Enfin,   lorsque  I'é<niaiion  du  plan  est  W  -t-  mit  -v-  »C  -t-  ;)D  =-  0,  on 
sait  que 

p\  ,       Vî  Vz  Pi 

Iti  Iti  ftî  /'4 

OU  a  est  une  eonsunuc.  Substituons  ces  valeurs  diins  la  rcbiiioii 

\h,'  y<î'  k,'  iiA 


yGoosle 


t,  parsuilc, 

Les  coelfieienls  directeurs  de  In  normnie  auront  poiircxpressious 
l  —  m  cos  («6)  —  n  eos  (»c)  —  p  cos  [ad] 

m  —  /  cos  (ttb)  —  n  cos  (hc)  —  p  nos  {bd) 

n  —  l  cos  (gç)  —  m  cas  [Ije)  —  p  oos  (cd) 

_  j)  —  f  cos  [ad]  —  m  cos  (bd)  —  n  cos  [cif  ) 

H,.»,»,  Pi 

76.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  donnés. 

Supposons  que  les  plans  soient  définis  par  les  équations 


Soient    i|l2'.3>4,  pi  fiîfijfi    les    coelTicienSs    dii-ecleu 
i.cesplans;on,-.ura(N''73) 

■1      .. 


ou  bien 


■Sï  =  (^i'ii'i-l-^i-'sTi-t'gfr-ï 
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—   tÛ7  — 
Or,  d'après  les  relalions  du  n"  75,  on  n  les  i^galitos 


,p.    f 

\     f      f 

1 

)i. 

f 

h,    ai,' 

5"      k,      2*.' 

2* 

•    ;i. 

ih, 

Subsliliions  ces  valeurs  dans  l'expression  de  cos  ç  ;  en  tenant  compte 
de  la  relation 

h,       fis      h,       IH 


^       \fii  lit  Ih  hi'    } 

Enfin,  fi  on  remplace  jii,  fis,  fi-ô,  ^^4  par  leurs  valeurs,  il  viendrn 

ou  bien 

Lorsque  les  équalions  des  plans  sont  de  la  forme 

(A  -t-  iitB  +  lîC  -h-  pD  =  0,     i'k  -H  m'B  -i-  îiT,  -4-  jj'D  =  0, 
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on  !»  les  rclaliniis 

yt  =F  '        ,,,  1' _        =f''        „^ 

En    siibstiluant,    l'e^Lpression    du     ensiiiiis    dii    l'nngle    de   ces    plar 
devient 


cos  (a6)  —  (//i'  +  ni')  cos  (ac)  —  (/p'  -+-  pi')  cos  {«(/)  —  {mn'  -t-  nm')  cos  (6c) 
—  {rtp'  -f-  pjH')  cos  (hd)  —  {np'  +  pn')  cos  (ed)]. 

La  eondition  de  pcrpcndicularite  des   deux  plans  se  présente  sous  la 
forme 

W  +  vtm'  ■+■  nn'  ■+■  pp' 

"  {Im'  -*■  ml')  cos  (u6)  —  ((«'  -i-  ni')  cos  (ac)  —  (/p'  +  pi')  cos  («d) 
—  (mit'  +  nm']  cos  (fie)  —  {mp'  -t-  /)j»')  cos  (M)  —  (ftp'  -t-  p«')  cos  (c(/)  =  0. 

7î .  Déterminer  l'expression  de  la  dislunce  d'un  point  à  un  plan. 
Considérons  d'tibord  un  plan  repi'ésenic  par  l'équafion 

EJA  +  ï-'n  +  tc+SiD-o, 

hi        hi        kî.        Rt 

cl  soit  (A'  B'  C  D')  le  point  donné.  Si  on  désigne  par  P  la  distance  cher- 
chée, un  plan  mené  par  le  point  (A'  B'  C  11')  papallèleinent  au  plan  donne 
aura  pour  équation 

Mais,  comme  il  renferme  le  point  donné,  on  doit  avoir 


/']  hi  lu  lu 
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On  lin  (lôdïiil,  t>oiir  In  flislance  eliercliôt' 

V'»l  ''s  «:î  ''a       / 

Ainsi,  si  on  subslitui;  djins  le  premier  membre  de  rûqiiiilinn 

/Il  As  /l3  /(s 

Il'S  coordonnées  il'on  point,  on  obtient  un  nombre  posilifoii  nt^giiiif  qni 
mesure  In  distnnce  de  ce  point  au  plan  qu'elle  représente. 
Lorsque  le  plan  est  défini  par  l'cqualion 

apiA  -1-  bpîH  -t-  cpuC  +  dpji  =  0, 

l'expression  de  P  prend  la  forme 

ap,y  -+-  /ipjB'  -+-  «psC  -+-  dpiD' 

Enfin,  pour  le  plan  représcnlé  par  l'équation 

(A  +  mS  +  nC  -1-  pD  =  0, 

(/(,  —  5V/  —ZVm 


Pi-- 


'\l,n,,n,p\       a\l,..,n,pi,       '       '  b\l.,fn,n,p\ 


^''^c[l,m,n.p\'    ^'       d\l,m,n,p\' 
;ubstilunnt  ces  valeurs  dans  l'expression  de  P,  on  aura  finalement 
Ijl'  +  wtR'  +  nC  -+■  pD' 


78.   Trouvifr  tes  Équations  d'une  droite  menée  ila  point  (A'  R'  C  D') 
perpendiculairement  au  plan  l\  +  mil  ■+■  nC  -f-  pD  =  0. 
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Si  on  pemplaec  les  coellîcit^nls  Hireetcurs  pai-  l<Mirs  cxpi'cssioi 
précède  ni  ment  (N"  75),  il  viendra  poni'  les  é(]ualîons  demandée 


l — m  cos  (uf))— H  eos  (ne) — p  eus  (ad) 


lî~ll' 

m  —  l  eof*  (uli)—n  eos  (6c)  —  p  e. 

,,(bd) 

D-D' 

- 1 e(>s((/r)  —  m  eos('jc)  -pc(is(c(/}       p—l t^i>s{a<l)—»i  ms(bd)—n  eos(ci/) 

Chacun  do  ces  rnpporls  est  égal  à  p  divisé  par  |  /,  m,  n,p\;  en  les 
miilliplîiint  respeelivement  par  l,m,n,p,  et  ajontant,  on   pctroiivcrait 

l'expression  préeédenle de  la  dislance  du  point  (A'B'C'I)')  nu  plan  donné. 


in  +  fC  +  dD— 0, 


-0.  __— :^0, 


.7-D-"' 

Ex.  S.  l'biis 

bissccl. 

MUS  dos  diMl.' 

It. 

(1) 

ti  —  C  -  0, 

(2) 

A-C=0, 

(^) 

A  -  I)  =  0, 

{i) 

A  —  B  =  0. 

Ils    passrnt  trois  h 
distiiicls  [lass.intpni'iu 

Irois  par   ini( 
1  infme  poiiii. 
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Ex.  4.  CoiiiJilioiis  pour  ijuc  le  plan  IX  -+-  wil!  +  iiC  +  ;»D  =  0  soil  pei'pcadiculaire 
aux  faces  du  tétraèdre. 

(2}  m  -  /  cos  (Hi)  -  «  oos  (fe)  —  ,.  CM  (6d)  =  0, 
(5)  «  -  /  eos  {««1  -  j»  cos  (M  - ,.  cos  (crf)  =  0, 
(i)      ji  -  /  cos  {Kd)  -  m  cos  (M)  -  n  cos  (cd)  =  (l. 

Es.   5.   l'iaiis   ilieiiés  par  les  arêtes  du   sommcl  1  p  e  rpc  n  dieu  lai  rc  ment  ii  la  face 

"■      ^^n^)  ~  cos  (ofr)  "^  "'  ^^ilyï~cos(<,rf')"^'''  eos(<irf)~"cos(«c)'=''' 

Ils  se  coupent  suivant  une  inème  droite, 

Ex.  6.  Les  droites  d'intei-section  des  plans  bisïcctnirs  ilcs   dièdres  extérieurs  du 
sontnlel  i  avec  les  faees  opposées  sont  dans  un  même  phn. 
En  effet,  les  plans  bissecteurs  étant 


Es.  t.  Iiilprprélcr  Ils  éijualioiis 

C,3)       _|l4-CH-0  — 0, 
{■/I      U  +  C-1>  =  0. 
La  première  exprime  que  les  plan? 

ii  —  C  =  0,      C  -  1)  =  0,       11  -+.  D  =  0, 
t  les  faees  I),  11,  C  suivant  des  droites  qui  appartiennent  au  plan  qu'elle 


li  — C  =  0,      C-hD  — 0,      D  — 1!  =  0, 
B-t-C=0,      C~D^O,       D  —  U  =  0, 

rencontrent  les  méiiics  fnees  suivant  des  droites  situées  dans  les  plans  (^)  et  {■/). 
En  oj  ou  tant  aux  équations  données  celle  de  l'exemple  prccédonl  ;  11 -i- C -i- D  =  0, 
on  aura  uu  sytlcDic  de  quatre  plans  qui  se  coupent  en  un  luèiuc  point. 
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Eï.  »,  Plans  menés  par  une  aeèle  el  le  milieu  du  l'arête  opposéi'.  Poui'  ks  plan 
passant  par  les  arêtes  du  sommet  1,  on  trouvera 


Ex.  «.  Plans  menés  par  les  iiiilleiiï  ilcs  atêlos  d'un  m^ 
H        C        D 


«  -^^^^»■ 
'=>  -^^^^»■ 

Ex,    1».  l'Iaii   passant  par  un   point  (A'B'C'D']   et  perpendiculaire  à   la 

U.  (A- A')ï,-(-(it-B'}ïs-H{C-C)f5^-(D  — D']'i'4=0. 

Es.  I*.  VInns  liissecl.iîups  des  plniis 

iA  +  "lU  +  "D  4-pD  =  0,       f'A  -t-  Hi'B  -1-  »'C  -H  p'D  =  0. 
I A -h  m  fi -\- nC. -\- pD  _      l'A -i-  m'tl  -I-  m'C  -I-  ?/D 

Eï.  ««.  rian  mené  par  k  droite 

iA  +  HiB H-  iiC  -t-  j(D  =  0,      l'A  +  m'a  -+■  n'C  -i-  j/D  =  0, 

et  parallèle  à  une  autre  droite  Q'ii'îi'-^i'i). 

a -<- iiiB -t- iiC  +  jiD    _    /'A  +  iH'B-t-n'C-i-p'D 
t/i.i  -+-  nijiî  -+-  ii/i.j  -t-p(i4      T/ii  4-  i«Vi  "*"  "'l'3+  pVi 

Ex.  13.  Condition  île  rencontre  des  droites 

lA-t-mh-t-  nC  -t-pU  =  0,  l"A  +  m"B  ■+■  n"C  +  }>"l>  =  0, 

(<i|  {d') 

i'A+m'B  +  !i'C+p'D  =  0.  r"A-i-m"'B  +  n"'C-4-],'"D^0. 
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.  H.  riuji  passant  par  la  ilroilo 

A  -  A'       B  —  II'       C  —  IV       h  —  D- 


■tparallclo  h  uiic  uulre  ilniitc  (/ij^^.j //j/ii), 

K.  I  A    II    C    R    I 

A'  B'  C  D' 


.  Trouver  les  ci]iialio[is  des  hauLeurs  du  Lélratdre  cl  (es  coefilciciits  diri 


u. 

(i) 

l           ci-s  mAi       c 

s  («0      ras  (<-</} 

(2} 

A            B  +■  /,, 

C                D 

s  (;-.)     cas  {hdi  ' 

(5) 

A            B        r. 

1                  tOS  (Cl/)   ' 

ou  p 

(i) 

A                 }! 
oos  l«d)   "  ras  (i<i)      e 

81  ;   ?  =  -M.dUhi.~ 

c           D  -i-  /<, 
os  W)            1 

-!)V',  on  sait  que  ies 
:oelIiticiils  Jii'Outcurs  de  ia  pi'cmicre  de  ces  droites  satisfont  aux  cqiiiitioiis 

h-fx  +  ls?9  -H  Jjïî  -1-  h?i  =  -t-  J8V^ 
Mais,  pour  la  liautcur  li„  J,  =  1,  et  la  dernière  ëqualion  peut  s'oerire 

>i  i-f,  —  l8Vi]  ■+■  hf!  -t-  ïs?5  +  '..?i  =  0. 
En  vertu  de  la  preinicre,  on  satisfait  à  celle  équation  en  posant 

?i  —  )8V'  =  —  ka,       fir=  —  kb,      f-,  —  —  *c,       </i^=  —  M; 
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mplaçnnt  ^i,  fa,  fs;  'fi  par  leurs  VHlcurs 


4-6d3jl 


En  y  aioulaiit  la  relation  aJ,  +  fjJi -4-clj  +  (Jl4  =  0,  on  a  uh  noinlire  il'cc]uaUons 
sullisautes  pour  dûtcriuiner  le,  /,,  Jj,  I5,  Jj,  en  fonction  Jcs  arêtPS  du  Itlraèilrc. 

Es.  lo.  Trouver  l'expression  du  volume  'l'un  létraèilre  dont  les  sommets  sont 
(A.GiCiD,),  (AsBsCsDsl,  (AjBiCD,),  (AiB.CDj). 

Si  on  dcsigiic  par  lx,y,i,),  (rtij,i,),  {^Ciy^s,),  (œij/iïj  les  coordoiinccs  carie:' 
siennes  lies  méiucs  sominels,  et  par  v  le  volume  cherché,  ou  sait  quu 

6u  ;=      *!  yi  îi  1 
ir»  !^a  îi  I 


Di,  plus  k-  d  ffercut  s  LOuidonn, 
inemliie^  d  >  equationN  lis  Idtes  p 
s'ensuit,  d'après  lo  règle  de  multiphci 


(  Iclraédrlques  sont 
r  les  coordonnées  c; 
on  des  déterminante; 


A,  B,  C,  D, 

= 

A,  B,  C,  D, 

Aj  H,  C,  D3 

A,  ISi  C,  l)( 

«3  y^^ 


1  I 


Désiguons  par  L  le  second  dëlcrminant.  Alin  de  trouver  sa  valeur,  su 
lu  rctatioH  fondamentale  (tA  +  (jB-+-(iC  +  rfI>  =  — 3V,  aux  lettres 
polynômes  en  3),  ^,  i;  comme  elle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  co 
coelScients  de  X,  y,  2  doivent  être  nuls  et  la  quantité  indépendante  des 
égale  à  —  5V,  On  aura  donc 
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Los  trois  [iicmiiros  ilnniiPii 


■s-/,  cos  75  eos-fi  ] 


^h-r^-^CT^-J-cl^Tj  _  -H  3V 


A,   B,  C,  D, 
Aj  IL  C,  Dj 

A,      Bj     C3     D; 

A,  Ki  Cj  Di 
Pour  calculer  la  voloui'  de  /r,  faisons  coïiiciiler  le  [ciraèijrc 


du  volume  cliercLé. 


A,   li,   C,   D,  I 
A3  B,  Ca  Da 

A;  B;  C,   D;  j 
Ai  I>i  Ci  ",   i 
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CHAPrTRK  V. 


POINT      ET      LIGNE      DROITE. 


CaorâoQaâos  tïugeuti elles. 


Sommalub  —  Coordonnées  ti'H»  pion;  équalioa  du  point;  pmbtimea.  —  Coordonnées 
télraédriques  langentielle» ;  équation  du  point;  problèmes,  —  Rapport  anhui nionique 
et  harmoniiiue  de  qaalre  points  ou  de  quatre  plans.  —  Involulion.  —  DkHsions 
/lomograpliiques. 


§     1.    COOlinOlNSÉES    DU    plan;    équation    du    I'OINT;    rnOBLÈHES, 

39.  Considcrons  l'cqiialion  du  premiei'  des^i-è  en  x,  y,  z  sous  [a  rornic 
(1)  ti%  +  uy  H-  irs  —  1=0, 
011  M,  u  (ït  K)  sont  (pois  paramètres  arbitraires,  A  cliaque  système  du 
vnlciirs  attribuées  aux  coclficienls,  clic  rcpréseule  un  plan  conipléletnent 
déterminé  de  direction  et  de  position  dans  l'espace.  Il  en  résulte  que 
l'on  peut  regarder  les  variables  m,  t>  et  to  comme  étant  les  eo ordonnées 
du  plnn  défini  par  l'équation,  puisqu'elles  stiHisent  ^  sa  détermination. 

Si  on  désigne  par  a,  6,  c  les  segments  que  le  plan  détermine  snr  les 
ases  Ji  partir  de  l'origine,  son  équation  peut  s'écrire 


C) 


(. 


yGoosle 


EiM-nmp:iMiU(l)ot(r),  il  vicnl 


De  même,  si  on  idcnl îfie  rùqnation  (1)  avec  îc  eos  a.  -i-  y  cos  p  +  z  cos  y 
—  j)  =  0,  on  trouve  aussi  les  reîadnns 

ciisa  =  pr(,       ('08  13  =  ^11,       cos-/  =  |)»u; 


Nous  verrons  pîiis  tard  que,  si  les  variables  u,  u  et  tu  satisfont  «  une 
certaine  relation  f(u,  v,  w)  =  0,  le  plan  de  l'ëquation  (1)  se  déplace 
suivant  une  loi  délcrminée,  et  engendre  par  ses  intersections  successives 
une  surface  à  laquelle  il  resic  tangent  dans  toutes  ses  positions,  L'éqna- 
lion  /"(m,  V,  w)  =  0  qui  détermine  le^  coordonnées  d'un  plan  tangent 
(jiielconque,  se  nomme  Véqualion  langentielle  de  la  surface.  Les  variables 
M,  u  et  w)  ont  reçu  le  nom  de  coordonnées  tançienlielUs, 


SO.  Équation  du  point.  L'équniio 


(2)         In  +  mu  -4-  niD—  i  =0, 

où  l,  m,  n  sont  des  consl.intcs.  lîliminons  la  variable  w  entre  (■!}  et  (2); 
il  viendra 

(nx  —  Iz)  w  +  (ni/  —  iHs)  v  —  «  -t-  s  =j  0  : 

équation  en  x,  y,  z  qui  renferme  deux  coelficienls  indéterminés;  elle 
représenlc  une  infinité  de  plans  qui  ont  en  commun  le  point  d'intcr- 
seclion  des  plans 

nx  —  /z  =  0,      mj  —  mz  ^0,      «  —  z  =Q, 

c'est-à-dire,  le  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  :  a:  = /, 
y  =  ni,  r  =  i!.  Ainsi,  lorsque  les  variables  u,  0  el  w  satisfont  à  «ne 
relation  du  premier  degré  de  la  forme  (2),  Ifi  plan  mobile  (1)  passe  par 
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un  point  fixe.  11  s'ensuit  qire  l'équaiion  (2)  peut  èlrc  considérde  comme 
ctant  la  dëfinition  iinnlytique  d'un  point  de  l'cspnce  dont  les  coordonnées 
cavlésieiines  sont  les  coefilcicnls  des  vnnnbtesM,  it  et  mî. 
L'dquation 

(ô)       Al'  -i-  l!u  H-  Cic  -f-  D  =  0 

se  ramène  îi  h  Tornu;  (2),  en  divisant  les  deux  membres  pRi'  —  1); 
clic  pcpréscniej'ii  un  point  liûfini  en  coordonnées  enriésicnncs  pur  les 
valeurs 


Les  «;(]u.ilions 

Ah  -t-  I!u  -1-  D  =  0,       Am  -+^  Cmh-  D  =  0,       Ii«  -i-  Qw  -i-  D  =  0 

déterminent:  la  première,  uu  point  dans  le  plan  des  xy;  la  seconde, 
un  point  dans  le  plan  des  xz;  la  troisième,  un  point  dans  le  plan  des  yi. 

De  môme,  un  point  situe  sur  l'un  des  axes  coordonnés  sera  d(!fîni  par 
une  équation  de  la  forme 

Au  -t-  D  =  0,       lii:  -t-  U  =  0,       Cw  ^■  D  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  représenté  par  l'équation  (5)  sont 

A  a       _€ 

^  — q'  y  — y'   ^— ô' 

lorsque  le  coelïieicnt  D  est  nul,  et,  par  suite,  réquiilinii 

A((  +  lit)  -hCmj  =  0, 

doit  être  rejçardée  comme  représentant  un  point  à  l'infini  sur  la  droite 

X      y       z 
_  =  _  =  _. 

Enfin,  l'équation 

D  =  0  ou  0-w-i-  O.TJ  H-  O.ÎU+  D  =  0 

0  "  0        ,       ,    ,  ... 

dénnit    le    pomt   :    x^--,     ï/  =  j^'     """j)'     '■ '■^'-■'■d""^'-     I  "'-'ïî""- 

des  coordonnées. 
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SI.  foinl  situé  sur  une  droite  pasmnt  par  l'origine.  Désignons  par 
Xo,  yo,  Sa  les  coordonnées  cnrtésiiinnes  d'un  point  d'une  droite  issue  de 
l'originf!  et  Ciiisiint  les  iinj^les  a,  |3,  7  avoc  trois  axes  rcclnngulatrcs, 
L'équation  de  ce  point  sera 

XoK  -t-  ï/a"  -t-  -kW  —  1=0, 

Mais,  p  ciaiii  la  distance  do  ce  point  à  l'oi'igine,  on  a  ; 

Xo  =  p  cos  a,         J/o  =  p  COS  P,         îy  =  1^  t;os  y. 

En  sulisliuiani,  l'éciualioii  précédente  devient 

\ 

HCOSa  -1-  U  COS  p  -(-  W  COS  7 =  0. 

ISécipi'oijueiiient,  toute  équation  de  la  l'oi'iiic 

«  eos  a  +  «  cos  ;5  4-  w  cos  y^p  =  0 

représente  un  point  dont  les  coordonnées  cariésicLines  sont  : 

eos  a  cos  [3  cos  -/ 

*"     p     '     ^~     ,.    '        ~     p    ' 

cl,  par  suilc,  il    est  situé  sur   une  droite  issue  de  l'origine  ayant  pour 


eos  «      cos  |3      cos  ■/ 

8*.  Point  siluà  daim    un  pUitt  donné  (ih,  Uy,  Wu]-  L'équaliuri   d' 
point  quelconque 

A«-t-  iîo  +  Ciu-t-  J)-=0 

est  satisfaite   par  ies  coordonnées    de   tous  les  plans  qui  passent  par 
point,  et  la  relation 
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Rcli'anchons  ces  t'qiintiona  intmlire  à  ineivibi'C  |K)iii'  clîniiiifti'  la  cou- 
stanle  D;  il  viendra 

A  (u  —  Ho)  +  S  (u  —  «<,)-*-  C  («!  ~  ivo)  =  0  : 

équiiiioii  ([iii  csl  salisfaite  par  les  coordonmies  du  plsiii  domié  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  A,  B  et  C;  elle  délinit  donc  un  point  qnel- 
con(]ue  de  ce  plan. 

Supposons  que  le  plan  donne  soit  défini  par  les  trois  points 

XeU  -t-  y^K  -t-  ZuW  —  1=0,    x,u  -i-  yiV  t-  z,w  —  1=0,    x^u  -t-  ysi)  -t-  s^w  —  l  =  0 
e!  soient  ko,  k,,  h  trois  constantes  arbitraires.  Un    point  quelconque  de 
ce  |)l!ui  sera  donné  par  l'équation 

A-„  {ï(,'( -I- y„M -t- ïo»/> -1) -H /f,  (a;,(*  +  »/,y -1- î,îu  —  I)  H- /;.  (j;^" -*- y^iî  +  Esic— 1)=0 

Kn  effet,  elle  est  du  premier  degré  en  w,  v  et  w,  de  plus,  elle  est 
salisraitc  par  les  coordonnées  du  plan  des  Irois  points,  car  celles-ei 
annulent  les  polynômes  qui  multiplient  k„,k,,li,;  donc,  quelles  que 
soient  les  voleurs  des  conslanles,  le  point  défini  par  l'équation  appartient 
nu  pian  donné.  Les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point  seront 

AuXo  -+-  k,x,  -t-  kiXî  kaya  •*■  ^i.i/i  ■+■  frîf/9  A'uSo  +  biz 


/f„_i_/c,^/t,  ■'  fco-i-A-, +  /:ï  A-„ -h /:,  +  ;c, 

SS.  lieprésentution  de  In  ligne  droite.  V ne  droiLc  est  coniplétcmenl 
déterminée  par  deux  points;  il  s'cJisuil  que  deux  éqiialions  simultanées 
du  premier  degré  de  la  Torme 

lu  -f  mv  +  «it>  —  1  =  0,       l'u  +  m'y  -h  n'iv  —1^0 

peuvent  être  regardées  comme  la  définition  analytique  de  la  droite  qui 
réunit  les  points  qu'elles  représentent  prises  séparément.  Les  coordonnées 
cartésiennes  de  ces  points  étant  (  m  n,  l'  m'  h',  il  viendra,  en  désigJiant 
yiar  d  leur  dislanee, 


(I  =.  ±  i/(l  -(■)■  +  (»,  -  »')•  -^-  (,.  _  „■)> 
tandis  que  les  cosinus  directeurs  auront  pour  expressions 
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Si  on  prend  pour  délermirier  une  droite,  ses  Irnccs  snr  les  plans  xz 
et  yz,  ses  equniions  peuvent  s'écrire 

Les  coordonnées  cartésiennes  des  traces  sont; 

p  p 

1  '' 


''  "^  ^  /^  ^''"'  "^  '''  "^  ^''''  "  "''''' 
r,osa  =  -,     (■ns8  =  — 1,     en-,  ^  ^'^' ~ '"^ 

Enfin,  si  on  rcgiinlc  In  droite  comme  déterminée  par  l'intersecUon  de 
deux  plans  donnés  (uiViU'i),  (usfiWs),  on  aura  d'abord  les  relations 

((i  =  aiV{  -H  p,      vi  =  bivi  -\-  q. 

Ea  retraneiiant  ces  équations  dus  précédentes,  il  viendi'a 

n  _«,  =  «(«;-  w,),       v~-i\  =  b{u!  —  w,). 

Oc  pliih,  le  plan  {(latîiiiiî)  passant  par  ces  points,  on  doit  aussi  avoir 

((2  W|   =  Cl  (iCj  —  «■(),  Us  —  u,  =  (j{Wâ  —    Wi). 

L'éliiiiinalioii  des  coellicienls  a  et  6   doiiiirra   pour  los  équations  de 


(,,-,_,,,),- (r,-r,)  „;  +  «-,: 
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Sioripose:A=:±i/[i)iHji  — BiW^y  +  (iiiim  —  tn^i/iy  +  [o,Ui-~  uiVi)', 
oura  pour  les  cusinus  directe iii's 


S4.    Truiimr  faiigle  de  deux  droites  données. 
Soient 

(  lu  -h  mv  -^  mi>  —  1=0,       (  }m  -^  qv  -^  rw  —  I  =  0, 

(  l'n  +  m'o  -s-  it'w  —1=0,       (  p'u  -t-  q'v  -h  r'tv  —1  =  0, 

les  w]itiiti(nia  (les  di'oiles  données.  D'après  lu  iiunif'ro  [irécêdaiil,  on  a 

""-'-T-'  "^C"^^'  «»?-^' 

(1"  '  it     '  '  d'     ' 

où  ics  iitiniililcs  d  et  (/'  sont  détiTmiiiécs  pni'  les  formules 


Il  _  ±  l/(i  -  (■)•  +  (»i  -  «,■)•  +  («  -„•)•, 
if  -  ±  |/(p  _,/)■  +  (î -.;•)'  -f  (!■-.■•)■. 
En  subsliliientit  ces  valeurs  dnns  !'ex{iressK)n 

ces  9  =  eos  a  ces  a'  -h  cos  [3  cos  fl'  +  ces  y  eos  y', 
il  viciulm  pour  ciileuler  l'angle  chei'clié 
,...,.      ^  {l-f]{r~l')^[m-r„')[,i-,f)-^{«-n-)[r^r') 


On  en  lii-e,  Jioue  la  conilition  de  pei-pcuilieulrti-ilé  des  ili-eiles, 
('"l')(p-Ji-)-M»'~>«')(«-r/')  +  ("-»')(>--i-')-0! 

[  (i  -  f  )■  +  (,«  ^  „0-  -  {»  ^  ,.')■]  [(,.  -  ,/)•  +  (.,  ^  ,')'  -4-  (V  -  '  ')=J 
-  [(!  -  f)  l!<  -  ('•)  +  (»!  -  »>■)  ('/  -  <i)  +  (»  -  "')  ('■  -  '■')]•  -  »> 
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[(i-f)  (,_,■)_(„-,„■)  (p_p',]"+[(i-c)(i-~/M»-»')())-i>')r 

+  ^(,„  _  ,„.)  (r  _  ,.')  -  („  -  »■)  (,  -  ,')]■  =.0. 

Celte  équation  exige  que  Ton  nilles  relations 

\  —  \<  ^n,~m'  ^n  —  n' 
p-p-~  q--(f'~r  —  r'' 

Lorsque  les  di'oiles  données  ont  des  équations  de  la  forme 

u  '=aw  -^  p,       [  i(  =  (l'w -(- j»', 

V  =l)w  -\-  q,         {  V  =  b'îP  +  q', 

on  trouve  faeilcment  pour  eos  (p  l'expression 


Dans  ec  eas,  il  vient  potir  ia  condition  de  pcrpendiculni-ité, 
pji'  +  qff'  -i-  («7  —  'j^  («'i]'  —  '//)')  =0. 

85.  DéUrmiiv'r  l'angle  d' une  drailii  avec  un  plan  donné  [tii,  iu,iv,). 
Une  droite  définie  par  des  éqnalions  de  la  forme 

;„  ^  mi>  -\-  nw  —  1=0,  l'u  +  m'ii  +  h'm!  —  1  —  0 

fait  avec  les  axes  rectangulaires  des  angles  qui  satisfont  iius  relations 

eosf  en^jS  cos-/         \  \ 


l  _  V       ,n  -  m'       >i  -  n'       d       ^/(i_  ly^  ^,^  ^nr'f  +  {n~nr 
D'(ni  autre  eolé,  les  angles  a',  [3',  y'  d'une  normale  an  |)!a]i 
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sonl.  dôlcrminiis  par  les  égailles 


L'angle  ©  que   l'ait   In   droite    avec  le  plan  étant  fiompiémcnlairc  ilc 
l'angle  de  cette  droite  avec  la  normale,  on  aura 

sin  c  =  cos  a  cos  «'  +  cos  p  cos  p'  -i-  cos  7  eo3  ■/. 
En  sul)stilu«nt,  on  trouve,  pour  délermincr  l'nngle  ehereliô, 


sin  ç^q^ 


^/((  _  ir-  ^  im-m-y  +  {Il  -  ny  [/«:  +  dJ  +  w 


H  en  résulte  qtie  la  condition  du  parallélisme  de  la  droite  et  du 
plan  sera 

(i  _  l')  „,  ^  (m  -  m')  i'.  +  («  -  «')  w,  =  0; 

et,  pour  qoe  li\  di'oilc  soit  perpendiciitairc  an   plan,  il  l'aiil  et  il  sullit 
que  l'on  ait 

[(1  -  (■)-  +  (.»  -  ».T  +  («  -  «Ti  [»;  + 1>;  +  «',] 

-  [il  -  f  )  «,  +  {,»  -  m')  1),  -.-  («  -  »■)  «.,]■  _  0, 


[(!  -  (■)  i,,  _  („  -  ,„•)  „,]■  +[/-(■)»,-  (I,  -  „•)  „,]■ 
H- [(„_,„■)„,_(„_„•)  „,]._0; 

éqnalion  qui  sera  satisfaite,  si  on  a 

Quand  )a  droite  est  représentée  par  des  équations  de  !a  forme 
u  —  aw  —  /)  =  0,         V  —  bw  —  9  =  0, 
!a  fioiidilion  du  parallélisme  devient 

'/"i— Ji"A  +  (6/>  — urf)w,  =  0, 


yGoosle 


cl  celle  de  la  perpeiiiiiiiuliirilé 

n,  V,  Wi 

86.  Trouver  l'expression  de  la  distança  d'un  point  lu  +  tnv-t-mc  — 1=0 
ànnptandonné  {u,v,Wi). 

Les  coordonnées  caclësiennes  du  point  donné  élant 

Sa  distance  au  plan  reprcscnlé  par  l'équation 

u,x  M-  viif  -t-  Wiz  —1=0, 
anra  pour  expression 

,   liii  ■+■  mwi  -t-  nw,  —  i 


t/uf  -+-  uj  -t-  w' 

On  en  déduit  cette  règle  importante  :  Si  on  divise  le  premier  membre 
de  Nquation  lu  +  mv  +  nw  — 1=0  par  [/jF  +  b^  +  w',  on  obtient 
une  quantité  positive  ou  négative  qui  mesure  la  distance  du  point 
représenté  par  l'équation  au  plan  (u,  v,  w). 

83,   Trouver  l'équation  du  point  d'intersection  de  trois  plans  donnés 

{UiViWs),  (mîDsIKs),  (KsIJiiys). 

Soit 

Am  +  By  -+-  Cw  -t-  D  =  0 

l'équation  du  point  cherché.  Comme  les  plans  donnés  renferment  ce 
point,  leurs  coordonnées  doivent  satisfaire  à  l'équafion,  cl  on  aura  les 
relations 

Au,  H- Bu,  -+-Cw,  +D  =  Û, 

Aiiï  -H  Bus  -4-CW2  -t-  D  =  0, 

Ahs  h-  Bus  +  Cws  -1-  D  =  0. 
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L'éliiïiinnliim  dw  piiiMmèlro^  donne  pour  l'i-ritinlion  pficrdipo 


Il  en  résiilli;  que  l.t  condilion  nc'C'cssaii'r  ri  siifli.';:uil<'  pniii'  qin'  qimlrc 
ilims  sp  poiiiioiu  Cl»  lin  nu'mr  |»)inl  Kcrii 

,   w,  w,   1 


88.  Trouver  la  coiiiHlioii  pour  que  lis  points 

U  =  A'i-i-  lîiî-i-Gr-t-  D-^0, 
V  =  A'ir  +  IV i:  H'  Cw  -^  \y  ■-=  0, 
W  =  A"(f  -t-  l!"t>  -1-  C-w  +  0"  =  0. 

soient  en  ligne  droile. 

Les  points  donnés  seront  sur  une  même  di-ciiic,  si  ou  \\nn  ii 
coiislantcs  X,  y.,  v  de  innnière  à  avoir  l'idcnlilë 


{.) 


>.U  +  p.V  +  vW  S  0. 


En  effet,  les  contdon[H,es  d  un  plnn  quelconque  qui  pnsse  par  les  den\ 
picmicis  jioinls  innulLnt  U  et  V,  et  comme  eellc  veliillon  a  lien  quelles 
que  soient  les  vnjeuis  des  vniiflbles,  elles  devront  aussi  annutei' le  poly- 
nôme W,  tes  plans  qui  icnfeimtnt  les  deux  premici-s  points  passent  par 
le  deiniei,ct  les  Irais  point-,  seiont  en  ligne  dmile. 

Reeipioqucmcn)  si  tiois  poiols.  sont  en  ligne  droite,  il  sera  toujours 
possible  de  Iruu^ei  dis  coiistintes  J.,  ;.i,  >  qui  donnent  la  rclnlîun  ideti- 
lique  (tf)  Cn  ciTcl,  I  cquntion  )[]-+- fiV  =  0  représente  un  point  quel- 
conque situe  sur  la  droite  des  points  U=  0,  V  =  0  ;  niais,  le  tfoisièuic 
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poiiil  étanl  en  ligne  droite  .ivec  los  deux  iuilrcs,  on  pourrn  lic terminer 
i  et  [A  de  manière  à  ce  que  l;i  fonetioii  XU  •+-  ;jV  soit  identiqnu  à  —  aW, 
et,  par  suite,  on  aurn  l'idenlité  (a). 

89.  Trouver  la  cuiiditioii  jiour  <iiie  (jiialre  l'oinls  uppartienneiH  d  un 
ai.,,, ,!.,,. 
Soient 

U  =  0.        V  =  0,        W  =  0,        ï  =  0, 

les  équnlions  de  quatre  points,  U,  V,  W  cl  T  ûiant  ilcs  polynômes  ti» 
premier  degré  en  m,  v  et  m,';  Ils  seront  dans  un  même  plan  si  on  a 
l'identité 

([3)    /,U  -h  «V  -*-  vW  -*-  pT  =  0. 

Ciir,  les  coordonnées  du  plan  passant  par  les  (rois  premiers  points 
jinnutcnl  U,  V  et  W,  el,  en  vertu  de  cette  relation  identique,  elles  doivent 
aussi  saiisraire  à  l'équalion  T  =0  :  donc,  ces  poiiils  sont  dans  un  mémo 
plan,  le  pian  dclcrniinc  par  les  points  U,  V  et  W.  Réciproquemeni,  si 
ijualre  points  appartiennent  à  nn  plan,  on  peut  toujours  déterminer  des 
L'onslanles  telles  que  l'on  ait  l'ideuliié  (p).  En  effet,  l'équation 

AU  +  aV  -+-  vW  =  0 

représente  un  point  quelconque  du  plan  déterminé  par  les  points  V,  V 
et  W;  comme  ce  dernier  passe  par  le  peint  T  ^  0,  le  premier  metnbiu 
doit  pouvoir  devenir   identique  a,  T  par  des  valeurs   convenables  de 

>,  (j,  ï,  c'est-à-dire,  que  l'on  pourra  écrire  une  relation  identique  ù  ([3), 

!>0.  Tiaiinfurmuliim  dfi  conràonnèes.  Supposons  d'abord  que  l'on 
lranh(i<)rtc  les  axes  parallèlement  à  en.v-mémes  au  point 

\iu  -f  q»  -t-  nv —  I  =  0. 
L'équation 

U£  -t-  vij  -+-  ws  —  I  ==  0 

pour  la  nouvelle  ori;^ine  deviendra 

„  (x'  -^  ,,)  +  "  ('/  -^  <l)  +  iv  [z'  -H  ,■)  -  1  ^  t», 
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iix'  -t-  vi/  -+-  wz'  —  (1  —  pu  —  -ju  —  nv)  =  0. 

Si  on  désigne  par  u',  v\  w'  les  cûcpdonnces  du  plfin  [tm-  rappoil 
axes  nouveoiix,  on  aura  les  relalions 


1  _p„  „,,,._  m 

i(j'  ^=  _ — - — -  . 

i  —  jnt  —  (fV  —  rw 

Lorsqu'on  change  la  dii-eclion  des  «ses  en  eonscrvaiil  la  mètnc  origine, 
l'équation  ux  -*-  wj/  -h  wz  —  i  =  0  devient,  en  supposant  les  ascs  rectim- 

u[ax'  -*•  [»f  -\-  cï')-+-  v{a' x'  '\- h' y'  -t-  c' z') -{- w{a" x'  -<r  l/'y'  -r-  c"z')  —  1  =0, 
on  bien 

(au  -+-  a'v  -+-  a"w)  x'  +  [bu  ■+  b'v  -h  I)"w)  y'  -*-  (eu  -t-  c'v  -t-  c"w)z'—  1  =0. 
11  en  rcsulle  qne  les  l'orniiilcs  de  la  iranslorniniion  des  coordonnées 


§    2.    COOllOONNÉES     TÉTRAKDRtQDIES    TANGliNTlELLES;     fi^L■ATH)^    DU    l'Ol.NT  ; 
PROliLKlIKS. 

91.  Considérons  quatre  points  fixes  de  l'espaee  représentés  par  les 
cqualions 

(\)  \j  =  XoU  -+-  J/o"  -t-  t<,w  —  1=0, 

(2)  V  =  x,u  -H  y^v  -t-  E|W  —  I  =--=  (J, 

(5)  W  =  Xiii  -t-  y^.v  -+-  z^w  —1=0, 

(4)  T  =  ,v,u  ■+■  <j-j;  -+-  zsiii  —  1  =  0. 
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Un  plan  quelconque  peut  être  détci'iniiiii  de  pnsitinn  dans  l'espace  j)iir 
ses  distances  aux  pointa  fixes.  Si  on  les  désigne  par  A,  B,  C,  D,  on 
aura  {N°  86) 


A  =  ±- 


/"^-^^-'^^-  /^ 


C  =  ±- 


\/u'  +  y'  H-  iv'  l/«'  -^  "'  -^  «'^ 

De  plus,  CCS  distances  sont  lices  par  la  l'elaiion  (N"  fifi) 
a'A^-i-6«B^  +  c'C^-i-(i5D^~2«6AlScos(u6)-2neACcos(a.^)  — 2adADcos(a(/} 
— âèc  BC  eos  (6c)  ~  2(jd  BD  ros  (6d)  —  ^ed  CD  cos  (crf)  =  9V^ 
que  nous  écrirons  pour  abréger 

a,b,c,d  sont  les  nircs  des  faces  du  létraèdre  qui  a  pour  sommets  les 
points  fixes;  V  diJsigno  le  volume  de  ec  solide;  cos  (06)  représente  le 
cosinus  de  Tsingle  des  faces  «  et  b,  etc.  I!  suffit  donc  de  connaUro  les 
rapports  de  trois  de  ces  dislances  à  ia  qiiiilrièmc  pour  en  déduire  leurs 
véritables  valeurs. 

Toute  équfttion  homogène,  telle  que  F  {A,  B,  C,  D)  =  0,  équivaut  à  la 
relation  homogène  F  [V,  V,  W,T}  =  0,  c'est-à-dire  à  une  certaine  équation 
entre  les  coordonnées  du  plan  u,  v,  w.  Si  on  fait  varier  A,  lî,  C,  D  de 
manière  ii  salisfaire  h  la  relation  pi-écédeiile,  les  plfins  correspondants 
détermineront  par  leurs  intersections  successives  une  ccriainc  surface. 
L'équal  ion 

r  (A,  n,  c,  D)  =  0 

sera,  en  coordonnées  létracdriques,  fè^jualioii  langenUetle  de  celle 
surface,  tandis  que  les  variables  A,  B,  C,  D  seront  les  coordonnées  tèlriié- 
driques  tangentielles  du  plan  mobile.  Ces  nouvelles  coordonnées  du  plan 
ne  sont  qu'une  généralisation  des  coordonnées  ii,  v  et  ir,  de  même  que 
les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  sont  une  généralisation  des  coor- 
données corlésicnnes  ar,  y,  î. 
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Nous  représenUins  les  «jordonnées  langciidellos  par  li:s  luùtncs  Ictti'cs 
qQC  les  coordonnées  Ititpaédriqiies  d'un  poinl,  iitin  d'avoir  plus  d'uni- 
formité dans  les  équations.  Le  signe  des  ([naulilcs  A,B,  C,  D  se  détermine 
suivant  la  direction  des  perpendiciilaii'cs  à  iiai'tir  des  points  fixes  ou  points 
de  tèférenea. 

92.  L'équation  homogène  du  premier  dt-gré 

(!)     (A-^ml!  -t-nC  -i-pD  =  y 

sera  aussi  du  premier  degré  par  rapport  à  m,  u  et  w,  si  on  remplace 
A,B,  C,  D  par  leurs  valeurs  :  ellu  délînit  donc  un  certain  point  de 
J 'espace. 

Désignons  par  Ag.lto,  Co,  D»  les  coordonnées  distùiiees  de  ce  point 
par  rapport  au  lélraèdre  qui  a  pour  sommets  les  points  de  référence. 
Nous  savons  que  l'équalion  d'un  plan  en  coordonnées  télraédriqnes  peut 
se  mellrcsous  la  forme 

apiA  +  (jpjti  +  c/iaC  -1-  dpji  =  0, 

ï'ii  /'S)  ps)  Pi  étant  les  perpendiculaires  ahaisséos  des  sonimels  du 
tétraèdre  sur  ce  plan,  c'est-à-dire,  ses  coordonnées  langciiliellcs.  F.\pri- 
rauns  que  le  poinl  (AbBoCoDo)  appartient  h  ce  plan  :  il  viendra 

uj)iAo  -t-  bpSa  +  cpsCo  -+-  djuDa  =  0. 

Cette  lelalion  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  tangenliellcs  d'un 
plan  (|uelconque  passant  par  le  poiiit  (AoBoCoDo);  c'est  l'équation  tangcn- 
tielk'dece  poinl  où  {pitPt,ps,pt)  désignent  lu  même  chose  que  A,IJ,C,  I) 
dans  l'équation  (1).  En  identifiant  les  deux  égalités,  on  arrive  aux 
relations 

((A«      /;!!,>      iC<,      (/l'„ 


u  d'une  propriété  <les 
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D'où  on  lire,  pour  los  coordonnées  létriiédpir|ocs  dii   poînl  ropresenli; 
pnr  l'équalion  (1), 

5v;  //(, 


„(/  + 

»r  +  »  + 

1'! 

5V)if 

Ml-t 

SV/i 

"'" 

(•) 

((1  + 

3Vp 

!  + 

J') 

;  + 1 

j»/<, 

ï' 

/  -t- 1 

W/i3 

P 

/-t-i 

ï'/'4 

!' 

Ces  viilcnrs  conduisent  !uix  égniilés 

Au        lia       Co        l)o' 
/<,        Ih       '»        'd 

Cl,  pni'  suilc,  réiiuiilion  (I)  |ieiit  s'écrire  soiis  U  U>vmc 

C,(,s  partkiilkrs.  Si  ;>  =  0  ihios  l'éqomion  (1),  l'IIc  se  rciiiiil  à 

ou  bien 

K  -f-  KtV  -+-  hW  =  0, 

et  représcnfc  un  poiiit  siHié  dans  la  fitce  123  du  télrnèdce  de  référence. 
En  générai,  toute  é(|ualion  ù  trois  Icrmes  définit  un  point  iip|t»i-lciinnl  k 
l'une  des  Tnces  du  lélmèdre. 
Soit  l'équation  ù  deux  termes 

;A  -\-  ii>\\  =  0     nu     /U  +  mV  =-  0. 

Elle  est  siilisl'iiile  en  posant  U  =  0,  V  =  0;  ee  ([ui  a  lieu  pour  Ions  les 
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]ihns  iinssnnl  (lar  l'arctc  12,  el,  par  coiiBcqucnt,  clic  représente  un  pninl 
situe  sur  cette  arête. 


— = r=  conslantc. 

li        ; 

Il  en  résulte  que  le  rapport,  des  perpendiculaires  abaissées  des  points 
i  et  2  sur  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  que  l'équation  repré- 
sente sera  constant  ;  ce  rapport  est  négatif,  si  le  point  est  situé  entre  les 
points  1  et  2,  et  positif  dans  le  cas  contraire.  En  particulier,  les 
équations 

—  =  —  1.        T7=  -t-  1. 


A  +  B  =  0,      A  —  0  =  0, 

représentent  :    la  première,  le  point  milieu  de  l'aPÊte  12;  la  seconde,  le 
point  Ji  l'infini  de  cette  droite. 

li  est  facile  de  vérifier,  qu'en  général,  toute  équation  à  deux  termes 
représente  un  point  situé  sur  l'une  des  arêtes  du  tétraèdre  de  référence. 

98,   Trovver    l'équalion    du   point   d'intersection    de    trois    plans 
donnés. 

Soient  AjBiCiDi,  AaRsCsDs,  AsBjCîD;  les  coordonnées  (angenticlles  des 
plans  donnés,  et 

;A  -+-  mB  -1-  )iC -+- pD  =  0 

l'équation  du  point  demandé.  Ou  a  les  conditions 

/Al  -H  mB,  -t-  hC,  +  pT>,  =  0, 
Wî  -+-  mlii  -I-  ïiCï  -4-  pDa  =•  0, 
;A;  -4-  îtiBi  -4-  nC-,  H-  pDi  =  0. 

1,'élimiualion  des  coeflieienis  /,  m,  n,  p  donnera  pour  l'équation  dn 
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A 

li 

C    D 

A 

B 

Cl  D, 

A, 

Bs 

Ci  \h 

A 

lîô 

C,  n, 

II  en  résiliée  <]iiiï  la  condition   pour  qui 
lème  poiiil  sera 


Ao  Bo  Co  Do  I  =  0. 

Al  B,  C,  I), 

Al  B»  Cs  D> 

A.  Br,   C;   Dr.    1 


9  J.  Trour.er  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  définie  par  les  points 

l.\  -H  mB  -4-  «C  -t-  pO  =  0,       l'A.  -+-  m'B  -t-  «'C  -h  p'D  =  0. 

Soient  AiBiCiDi,  AsBaCsDj  les  coordonnées  télrncdriques    des    dco 
toints  donnés,  et  Xi,  Js,  As,  ^»,  les  cosinus  (|u'il  s'ngit  de  déterminer. 


h- 


5>o  = 


X4=- 


(/  étant  la  distance  des  deux  points.  Oc,  les  coordonnées  lélraédriques 
peuvent  se  calculer  d'après  les  cooflicîenls  des  équations  données  (W  92), 
et  la  distance  d,  par  la  formule  (III)  dn  N"  6S;  donc,  on  peut  considérer 
la  question  comme  résolue. 

Lorsqu'on  connaît  les  cosinus  directeurs  de  deux  droites,  ou  peut  en 
déduire  l'expression  du  cosinus  de  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles 
ainsi  que  la  condition  de  perpendiciilarilé  de  ces  droites. 

95.  Trouver  Vexpression  de  la  dislance  du  point 

Ht  Ils  ha  lu 
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Soit  P  la  dislancc  cherchée  ;  mciinns  pnr  le  point  im  plan  parallèle  au 
plan  donne  :  ses  coordonnées  seront 

A'±P,       B'±P,       C'±P,       1>'±P, 


|A'±i')^-^{ii'±P)'i^^(C'±p)^^-^(iy±p)^=o. 

A,       lî„      Co      D„  ,  ,,,   . 

En  se  rappelant  la  relalioii  --  +  --  h-  —  4-  —  =  —  1 ,  on  en  déduit 
Al      hi      Ih      "1 
pour  la  distance  cherchée 

\li,  Ih  ";  l'i      J 

Lorsque  le  poinl  est  représeulé  pnr  une  équation  de  la  l'orme 
iA  -+-ml{-t-«C  ^i-pD  =  0, 


il    faut  remplacer   dans    l'expression    précédenic    -t-î 

par  leursvale«rs(N"02)-,  on   trouvera  niuM  poirr  la  di 
au  plan  donné 

'A'  -H  m\V  +  ))(;'  -i-»D' 
''  =  ^ ,    ^  ■— "'  • 


lîo       Co      Do 
lance  cle  ce  point 


.  RAPPOItT  ANU.VRHOiNIIÏL'IÎ  ET  [lARJIONIQUE  ;  TOLE  \i  UN  1>I.A"(  l'.\H  niPl'OllT 
DELX  points;  PKAN  POLAInB  I)'UN  POINT    PMI  R  \PPOE\T  A  DEI'X  PLANS. 


ttft.  Le  rapport,  anharmoniqiic  de  quatre  points  ci, '),  j»,  i^  situés  sur 
une  même  droite  est  l'express  ion 


«7  ■  h<i 


lorsqu'on  eonsidèrc  a  et  6,  p  et  (/  com 
associés  ou  eonjuj^nés. 
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(/i)     A  --  J.I!  =  0,  {q)     A  —  ,uli  =  0, 

les  équalions  de  ces  points  ;  A  et  B  sont  des  polynômes  du  premier  degrii 
en  u,  V  et  w  de  la  forme  lu  -i-  mv  -\-  nw  —  1.  Le  coefficienl  l  représente 
le  mpport  des  petpendiculaiies  ibai-.'îoes  des  points  o  et  6  sur  un 
plan  quelconque  passant  par  le  point  p,  mais  ce  rapport  est  égal  et 
de  même  bigne  <■  celui  des  segments  ap  et  bp,  positif  si  le  point  p 
est  bur  le  prolongement  de  ab,  negalii  dans  le  cas  contraire.  On  iiuni 
donc 


>.      u/i      al)      II/)  _  /)/) 
P       bp  '  bq       111/  '   6(( 

Ainsi,  )e  r.ipport  anhai-monique  de  quatre  points  déliiiis  par  des 
équations  de  la  forme  (i  )  est  égal  à  -  ■ 

Supposons  que  les  iioinls  soient  représentés  par  les  équations 

(a)     A->.li  =  0,       ((.)     A^f.li  =  0, 
'^  '         (p)     A— yi!=0,       ((f)     A  — ^.'0  =  0. 

On  peu!  les  ramener  à  !a  forme  précédente,  en  posant  A — 3.i!  =  A', 
A  —  pB  =  B'.  En  exprimant  A  et  B  en  fonction  de  A'  et  It'  les  équations 
(2)  peuvent  s'écrire 

(«)    A'  =  0,       (È)     B'  =  0, 
{,,)     A'— ^— ^B'  =  0,         (u)     A'  —  -~-^'-  W  ^  0. 
Il  en    résulle  que  le    rapport   anhannoniqiie    du    système   (2)  aura 
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95.  Lorsque    les  leltrcs   A  et  li  sont  dos  fonctions  thi  premier  degré 
en  X,  y,  z  (ic  la  forme  ic  cos  «  -+-  y  cos  p  -t-  s  cos  •;  —  r.,  les  équnlions 
(1)  représonlent  un  syslème  de  quatre  plans  passant  par  une. même  droite. 
Nous  les  désignerons  (Fiq.  22)  par  A,  B,  P,  Q. 
Menons  une  transversale  qui  le.t  rencontre  aux 
points  a,  b,  p,  q  :  le  rapport  an  harmonique  des 
points  d'ititerscclion  sera  constant  quelle  que  soU 
la  direction  de  la  sécante.  En  effet,  la  constante  X 
représente  le  rapport  des  peipendiculaircs  abais- 
sées d'un   point  quelconque  du  plan   P  sui   les 
^"î-  ^^-  deux  autres  A  et  li  ;  cl  i.ippoit  tst  eg.il  à  ci  lui 

des  sinus  des  angles  du  plan  P  avec  A  et  B.  Il  en  résulte  qu'en  appelant 
a  et  p  les  perpendiculaires  issues  du  point  /i,  on  aura 


De  même,  si  on  représente  par  a.'  et  p'  les  pcrpendic 
du  point  q  sur  A  et  B,  on  aura  aussi 

__a'_sin(A,Q) 


"-       p-      sin(B,Q) 

On  en  déduit 

\_''.     ?  _sin(A,  P)_sin(B,  P) 
P  ~  a'  ■  (3'  ~sin(A,Q)  '  sin  [B,  Q)  ' 

Il  est  facile  de  voir  qu'au  rapport  des  pcrpendiculiiir 
tuer  celui  des  segments  et  écrire 


op   6p      i 

iin(S,P)    s 

in  (11.  P) 

"I   '»      ■ 

.m(4,Q)-i 

in(B,«) 

Le  rapport  des  sinus  étant  constant,  il  en  sera  de  même  du  r 
anharmonique  des  points  d'intersection.  C'est  pour  ce  motif  qii 


ipport 
3  l'on 


yGoosle 


prend  pour  le  rapport  .tnliiirmonique  d'un    Tciisceau  de  qiiaU'e  pkns, 

celui  des  points  où  ils  sanl  rencoiilrcs  par  nne  transversale  quelconque. 

11  suit  de  ce  qui  précède  qne-représenlc   le  rapport  anliarniouiquc 

du  système  de  plans  définis  par  des  équations  de  la  forme  (]).  Pour 
le  faisceau  de  quatre  plans  représentés  par  les  équations  (2),  le  rapport 
anharmnniquc  aurait  ponr  valeur 


9S.  Rapport  harmonique.  On  dit  que  quatre  points  d'une  droile 
formenl  un  système  harmonique,  lorsque  leur  rapport  anharmonique 
est  égal  il  —  1 .  Les  points 

,.,  («)     A  =  0,  (6)     li  =  0, 

'  '  (/>)     A  —  >,B  =  0,       (7)     A  —  ^uli  =  0 

jouiront  de  cette  propriété,  avec  la  eondilinn 

-  =  —  -I     ou     >  -*-  u.  =  0. 

Si  on  remplace  1  et  p  par  les  rapports  des  segments  qu'ils  représentent, 
la  relation  précédente  devient 


L'un  des  points p  ou  ç  devra  se  trouver  entre  «  et  &,  alin  que  l'un 
(les  rapports  soit  négatif;  si  le  point  p  occupe  le  milieu  de  ab,  le  premier 
rapport  est  égal  à  —  i,  et,  par  suite,  le  point  q- sera  à  l'infini.  Ainsi, 
deux  points  quelconques,  leur  milieu,  et  le  point  à  l'infini  forment 
toujours  un  système  harmonique. 

Lorsque  les  points  sont  définis  par  des  équations  de  la  forjne 

[<f)     A-;,B  =  0,  {II)     A  — f.i!==0, 

'"^  [p)     A  — ).'B=0,  [fi]     A~a'B-=0, 
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a  l'orment  irit  systùme  liafiiioiiiqne,  si  on  a  la  itI.ii 

lu  bien 

ly.  —  -  (À  -H  ix)  ()/   -►-  [^')  -4-  />'  ' 


99.  Un  faisceau  de  quatre  plans  est  dit  harmoiiique,  lorsque  leur 
rapport  anharmoiiique  a  pour  valeur  —  1.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  un  système  harmonique  de  quatre  plans  passant  par  une 
même  droite  sera 


j,p_-(X  +  „)().'+^-)  H- )/[..': 


suivant 

que 

leurs 

équations  sont 

de 

la  for: 

Lapr 

cmic 

re  é(|i 

Èfllion  revient  à 

siu(A,P) 

.'h 

{A,gi 

stn  (It,  P)      sin  (B,  Q) 

A 
elle  exige  que  l'un  des  plans  P  ou  Q  soit  dans  l'angle  dièdre  AU.  Lorsque 

A 
le  plan  P  est  bissecteur  de  l'angle  AJÎ,  le  premier  rapport  a  pour  valeur 
—  I;  par  suite,  le  second  doit  être  égal  à-t-1,  et  le  plan  Q  sera 
bissecteur  de  l'angle  adjacent.  Ainsi,  les  faces  d'un  dièdre  et  ses  pluns 
bissecteurs  forment  toujours  un  faisceau  harmonique.  Toute  transversale 
rencontrera  les  plans  du  faisceau  en  quatre  points  harmoniques;  dans 
le  cas  particulier  d'une  sécante  parallèle  au  plan  Q,  le  segment  inter- 
cepté par  les  plans  A  et  B  sera  divisé  en  deux  parties  égales  [)ar  !e 
plan  P,  puisque  le  quatrième  point  harmonique  est  à  l'inlini. 

100.  Pote  d'un  plan  pur  rapport  à  deux  points  fixes.  Soient  a  et  (* 
deux  points  (Fig.  23)  et  P  un  plan  fisc  qui  rencontre  la  droite  iiii  au 
poinl  p. 
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Menons  la  droile  quelconque  D  dans  le  plan  P,  et  désignons  par  A  et  B 
les  plans  passant  par  D  et  les  points  a  et  6.  Enfin  soit  Q  le  qualriènie 
plan  harmonique  des  trois  plans  A,  B,  P.  Si  la  droite  D  se  déplace 
dans  le  plan  fixe  P,  le  plan  Q  conjugué  harmonique  de  P  lournera 
aiitotTr  d'un  point  fixe  q  de  la  droite  ab;  car,  les  plans  formant  toujours 
lin  faisceau  harmonique  quelle  que 
soit  D,  la  transversale  ab  rencontre  les 
plans  suivant  un  système  de  points 
harmoniques,  et  comme  a,  b,  p  sont 
des  points  fixes,  il  en  sera  de  même  du 
point  q.  Ce  dernier  se  nomme  le  pôle  du 
plan  P  par  rapport  aux  points  donnés. 

Supposons  que  les  points  a  et  6  soient  définis  par  les  équations 


(«) 


=  0, 


(6)      B  =  0. 


substitue  1 


Bi,    les   valeurs    des    polynômes   A  et    B   quand   on  y 
ordonnées  du  plan  fixe;  l'équaiion  du  point  p  sera 


avec  la  condition  Ai  ■ 
sente  par 


-0.  En   éliminant  î,  le  point  p  sera  repré- 


ip) 


B 


=  0. 


L'équation  du  pôle  tf  se  présentera  sous  la  forme 

puisqu'il  est  le  eonjuj^ué  harmonique  du  point  p. 

101.  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  plans.  Considérons 
deux  plans  A  et  B  (Fig.  24),  et  un  point  fixe  p.  Menons  par  ee  dernier  une 

transversale  qui  rencontre  les  plans  aux  points  a  et  6.  Soit  <f  le  quatrième 
point  harmonique  du  système  a,b,p:  le  lieu  du  point  q  conjugué  de  p 
lorsque  la  sécante  tourne  autour  du  point  fixe  sera  un  plan  Q  passant 
par  la   droile  d'intersection  des   plans  A  et  B.  En  effet,  soit  P  le  plan 
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;  pue 


I   (Iroilc  d  et  le  poinl;  p.   Les  trois  plans  A,B,  P   fivec   le 


pian  Q  mené  par  le  point  q  et  la  droite  d  formeront 
nique,  quelle  que  soit  la  direction  de  In  trans 
Yersale  ;  les  trois  premiers  étant  fixes,  le  point  ly 
décrira  le  plan  Q  passant  par  la  ligne  d'inter- 
section des  autres.  Ce  plan'  s'appelle  ie  plan 
polaire  du  point  p  par  rapport  à  A  et  B. 
Si 

A  =  0,       B  =  0, 
sont  les    (-(juiilions'  de; 
plan  P  sera  de  la  Corme 


plans  A  cl    lî. 


Al  et  Bi  sont  les  valeurs  des  polynômes  ! 
cartésiennes  du  point  flîie  p.  Le  plan  polain 
nique  de  P  aura  pour  équolion 


Al       li> 


=  0. 


pour  les  coordonnées 
'  le  conjugué  harmi»- 


il  est  facile  de  vérifier  qu'un  point  quelconque  du  plan  P  a  le  même 
plan  polaire  que  le  point  p.  Soit,  par  exemple,  p' (a:s  i/s  za)  un  point 
du  pian  P  pour  lequel  les  fondions  A  et  B  prennent  les  valeurs  Aï  et  Bs. 
Le  plan  polaire  de  ce  point  est  représcnlé  par 

A,      B, 
Miiis,  le  point  p'  appartenant  an  plan  P,  on  doit  avoir 

A,      Ili 

et,  par  snite,  l'éqnation  précédente  pent  s'écrire 

A,       Jîi  ' 

c'est  précisément  celle  rlu  plan  Q. 
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R(;ci[iro(]iiemenl,  un  point  quelconque  du  plan  Q  aura  pour  plan 
polaire  par  rapport  à  A  et  B  le  plan  P.  Soit  q\x'  y'  z')  un  point  du 
plan  Q;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  défini  par  l'cquaUcin 


-  =  0. 


A'  et  B'  étant  les  valcni's  de  A  et  Ii  quand  on  y  substitue  les  coordonnées 
x',  y',  z' .  Le  point  (/'  élan!  dan?  le  plan  Q,  on  a  la  relation 

A,        11, 
Il  s'ensuit  que  l'équation  précédente  équivaut  à 


(jui  représente  le  plan  P. 


Excwplca. 

Ex.  t.  A[ipliquons  Ins  ppincipos  qui  précèdent  au  lélraùdrc  dont  les  snainicls  snat 
rcpPosiTtca  pni'les  iSqualioas 

(I)      A  =  0,        (2)      l!  =  0,        (;il      C:=0,        (i)      D  =  0. 

Soient  A|,  B,,  C,,  D,  les  coordoaiiées  d'ua  plan  fixe;  les  cqaatioiis  des  pôles  de 
ce  plaa  suv  les  ditTércntes  arêtes  ainsi  qui!  celles  des  poials  o;'i  il  rcaconti'c  ces 
droites  seront  de   la  forme 


(12) 

{^) 

r,-^ï;=°' 

1'') 

^r-i^r"'' 

(151 

(jS) 

^4-' 

(p'i 

h^k-" 

(U| 

Ij) 

T.*lr'' 

(ï'j 

rrlrr" 

(2S) 

(••: 

^-^=«. 

(!■) 

^-^=«> 
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Ces  équations  cnnduis«iit  h  plusieurs  propriétés:  1°  Les  droites  qui  réunissent  le 
pâles  situés  sur  les  arêtes  d'une  fuce  du  tétraèdre  aux  soujmeis  opposés  de  cette  foe 
se  coupent  en  un  même  point.  Ainsi,  les  quatre  systèmes  de  droites 


concourent  respective  ment  aux  points 


2°    Les   droites  qui 


3°  Les  li}!iies  qui  joignent  les  points  de  rencontre  du  plan  tixe  avec  les  ai'èles  i 
sommet  aux  pâles  appartenant  aux  arêtes  respectivement  opposées  coucoarent  ei 
même  pnïiit.  Ainsi,  les  quatre  groupes  de  droites 
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îiilient  l'espceîivemeiit  aux  points  rcprtseiilcs  piir  les  ci|ualioiii 


i'  La  droite  qui  joint  les  pôles  sur  deux  btéIes  opposiios  passe  pnr  le  point  d'iiiler- 
secl[an  des  droites  qui  réunissent  les  points  oii  le  plan  lise  rcneontre  les  autrui 
arêtes  opposées.  Ou  obtient  ainsi  les  trois  systèmes  do  droites 


1)0  Les  pôles  sur  les  arêtes  d'un  sommet  et  les  points  de  rencontre  du  pian  Tixo 
avec  les  autres  arêtes  sont  dans  un  même  plan.  Car,  en  retranchant  membre  k  membre 
les  équations  (k),(P),  (ï)i  ou  retrouve  les  équations  n',  s',  Ô'.  On  trouve  ainsi  les 
quatre  groupes  de  six  points 


m£me  plan. 
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-,   1111  Iclraôdrc   ujaiit   pour   sommels   Ifs   poiiils     I,   2,   :;,  i, 


(1)    A  =  *),      (2)    B  =  0,      (3)    C  =  0,       [i]    D  =  0. 

les  équations  des  faucs  respectivement  opposées  aux  points  I,  2,  3,  i. 

Les  équations  des  plans  polaires  d'un  point  donné  (Ai  Iti  Ci  D,)  par  rapport  a 
dièdres  (lu  tétraèdre  ainsi  que  celles  des  pions  qui  eompièEcnt  le  faiscoau  liaimoniq 


.raoal 

delà  forme 

(121 

(.,     i.î-=., 

'-'  i-l 

(13) 

Al       (,, 

'«  M 

|U) 

<»   i^l-'^ 

^''  ^^ 

(23) 

(il  ï-v;^=o, 

>=■!  ^'^ 

^1  "u; — ■     ""'   c,~b',~'^- 

Les  équations  {i').  (fî')  tte.,  représentent  les  plans  menés  pai>  tes  arêtes  et 
point  douac. 

On  en  déduit  les  propriétés  suivantes;  1°  Les  plana  polaires  par  rapport  s 
dièdres  d'un  sommet  reneonlrent  les  faces  opposées  de  ce  dièdre  suivant  trois  driii 
situées  d.'^ns  un  même  plan.  Ainsi,  les  quatre  systèmes  de  droites 


îA,      vB,      '-.», 
;A,      ;3B,      «C, 

//B  désigne  la  droile  d'inlcrseclion  des  plans  (p.)  et  B,  e 
lient  aux  plans  définis  par  les  équations 

"       *"'        "  —  Il 

ïïi'''c,*^iï",~  ' 
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2»  Les  plans  polaires  pac  l'appurl   aux   ditJl'os  oppos<is  rlu  1 
iiiïaiit  Irois  droites  situées  dans  le  |)liiii 


3"  Les  plans  menés  par  le  point  fixe  cl  lea  arêtes  d'une  faee  foucontrcnl  les  pians 
polaires  par  rapport  sus  dièdres  des  orÉles  respective  oient  opposes  en  Irois  droites 
sitaéea  dans  un  niÉrae  plan.  Ces  plans  ont  pour  équolioiis 


_4 — I- =.1), 

A,        ii,         (,,        Di 

i'  La  droite  d'intersection  des  plans  polaires  rclntivcmeiit  à  deux  dièdres  opposés 
et  les  droites  d'jnlerscetion  des  plans  passant  par  !c  point  fixe  et  les  autres 
arêtes  opposées  sont  dans  un  inènie  plan.  Ces  plans  sont  représentes  par  les  équations 


ii"  Les  plans  polaires  p;ir  rapport  aax  dièdres  des  aréles 
plans  menés  par  le  point  lije  et  les  autres  orêles  se  reeont 
)1  est  visible,  en  effet,  que  les  équations  {S'),  {:'),  iii'j  provicniu 
équations  (a),(p),(y]. 
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108.  Sis  points  a  et  a',  b  et  6',  c  et  c'  situés  sur  iinn  loénie  droite  cl 
UMSOciés  deux  à  deux  sont  dits  en  involution,  lorsque  ie  rapport  anliiirnio- 
nique  de  quatre  d'entre  eux  pi-is  dans  les  trois  groupes  est  égal  à  celui  de 
leurs  conjugués. 

Considérons  le  système  de  six  points  définis  par  des  équations  de 
la  forme 

(a)      A  =  0,       (6)      A  -  XA'  ==  0,       (c)      A  -  fcA'  =  0, 
^  ■'  («')     A'  =  0,       (b')    A  — VA'  =  0,       (c')    A  — f<.'A'  =  0. 

Si  on  prend  d'abord  les  quatre  points  a,  a',  b' ,  c'  dont  le  rapport  anliar- 

laoniquc  a  pour  valeur—  ,    leurs  conjugués  respectifs  seront  a' ,  a,  b,  c 

V- 
dont  les  équations  peuvent  s'écrire 

A'  =  0,       A=^0,       A'— ^A  =  0,       A'  — *A=0. 

Le  rapport  anliarmoniquede  CCS  derniers  est  égal  à- -  Pour  que  les  points 
soient  en  involulioii,  on  doit  avoir  l'égalité 

(")       ^-^      ou     iV-i.p'  =  0. 

y.  ) 

Posons     ft  =  ftX,       ii'  =  — ;  les  équations  des  six  points  devicnucut 

A  =0,       A  —  ;.A'  =  1),       A  —  /;).A'  =  0, 

A'  =  0,      A  — VA'  =  0,       A— ^A'  =  0. 

Il  est  facile  de  vériBcr,  qu'avec  la  condition  (u),  le  rapport  aiiharmo- 
niquc  de  quritrc  points  choisis  à  volonté  dans  les  trois  groupes  sera 
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toujours  égal  fi  celui  de  leurs  nssociës;  donc,  In  rclalion  (ii)  sera  In 
condition  nénessaire  et  suffisante  pour  <]iic  les  six  poinis  rpjirëseulés 
par  les  équations  (1)  forment  une  involulion. 

103.  Lorsque  six  points  d'une  même  droite  ayant  pour  èciualions 

A'  =  0,       B'  =  A— i'A'=0,       C'=A  -  ,r/.'A'  =  0, 

so»[  en  invobiiion,  on  petit,  toujours  délermimr  dvs  conslanfes  l,  m,  n 
de  maniÈre  à  avoir  l'identité 


En  effet,  si  on  substitue  aux  lettres  S,  B',  C,  C  leurs  valeurs,  on 
trouve  que  les  conditions  nécessaires  et  siiftisantes  pour  que  l'identité 
prceédcnle  ait  lieu  sont  : 

m  -i-  H  =  0, 

Or,  les  points  étant  en  involulion,  on  a  ).l'  =  [ip',-  la  dernière 
équation  est  équivalente  à  la  première.  Il  reste  deux  équations  distinctes 

qui    suffisent    pour     déterminer   les   rapports  ->     —  donnant    lieu    à 

l'identité  (i). 

Réciproquement,  si  on  a  l'identité  (i)  entre  six  points  d'une  tlroile 
définis  par  les  équations  (1),  ils  seront  en  involulion;  car  si  on  élimine 
les  coefficients  /,  m,  n  entre  les  relations  (r),  on  retrouve  la  condition 
(ie  l'involulion  >.V  —  pft'  <=  0, 

104.  Trouver  ta  condition  du  l'involulion  pour  le  s<islème  de  points 
définis  par  les  équations 

A  — U'  =  0,  A— iAA'-=0,  A  — vA'  =  0, 

''  A-'/A'=0,  A  — n'A'=(l,         A— v'A'=(). 
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Ces  points  formeront  une  involtUîon,  si  on  a  l'idenlitô 
((A  — >.A')  (A  — ).'A')  -+-  m(A  — pA')  (A  —  p'A')  -m{A  — vA')  (A  —  v'A')  =  0  : 
par  siiile,  les  qiianlités  l,  m,  n  doivent  salisfait'e  aux  veliilinns 
r+  jji  -t-  îi  =  0, 


l'élimination    des    eonstantes   /,  m,  n   donnera   poi 
cliercliéc 


U 


.ndilion 


I   p  =  n',v  =  v',  celle  (îiiniil 
,„))/_  !()  +  !/)  („  +  .)  + 


C'est  la  condition  ponr  que  !ts  poiiil 
A  — ),A'  =  0,       A  — ï'A'  =  0, 


-uA'=0, 


.vA'  =  0 


forment  un  syslème  liarmoniqiic.  Les  dcnx  derniers  remplncenl  chacnn 
deus  poinU  dans  l'involution  :  on  les  appelle  points  doubles.  Ces  points 
jouissent  de  la  propriété  de  diviser  liarmoniquement  la  distance  des 
deux  autres  points. 

10S.  Trois  couples  de  points  harmoniquement  conjugués  à  un  même 
système  de  points  fixes  A  =  0,  A'  =  0  sont  en  involtilion. 

En  effcl,  les  équations  des  trois  couples  de  points  sont  de  In  forme 


-  U'  =  0, 


b-  p-A'  - 


'/A'  =.0,       A  --  p,A'  =  0,       A  —  vA'  =■=  0. 
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On  en  déduit  l'identité 
(>'-(■')  (A'-M-)  + (!■- 


.■)(A'-f-A-)  +  (p>-)')(A'-.'A")sO, 


et,  par  conséquent,  ils  sont  en  involution.  Les  points  A  ■=  0,  A' =  0, 
comptés  chacun  pour  deus,  l'ormcnt  avec  les  points  de  chaque  couple 
une  involution  de  six  points  :  ce  sont  les  points  doubles  de  l'involution. 
RéciproqiiemenI,  lorsque  trois  couples  de  points  sont  en  involution, 
on  peut  trouver  deux  points  qui  forment  un  système  harmonique  avec 
les  points  de  chaque  couple.  Soient,  en  effet,  les  équations  de  six  points 


A  -  U'  =  0, 

A—y.K'^0. 

A  — i'A'  =  0, 

A  — ^l'A'  =  0, 

donnant  lieu  à  la  relation  de  l'involulion 


Exprimons  que  deux  points  définis  par  les  équations 
A  — >ûA'  =  0,       A  — U(,A'  =  0 

haque  couple  des  points 


sont   conjugués  harmoniques  par  rapport 
donnés.  Il  viendra 


V»  — 5('^o  +  M  O'  +  ^')  +  ÀX'  =  0, 


^"F«  —  g  (}<•  -^  F-")  (F-  -^  ^'}  +  F-F-  =  0; 

] 

V"  —  2^0  ■*-  F«)  (y  -t-  V')  ■+■  w  =.  0. 

Ces  égalités  permettent  de  calculer  les  valeurs  des  quantités  iowo, 
^ -f- f/o  regardées  comme  les  inconnues;  car,  en  vertu  de  la  rclaliou 
de  l'involulion  elles  ne  forment  que  deux  équations  distinctes. 
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).o  -+-  fJ-o  ==  p,       /oU(i  =  q, 

pelletant  des  qiiantilés  connues.  Il  s'onsiiii  que  la  vl  ^.a  seront  les 
racines  de  l'équalion  du  second  degré 

x^  — px  -i-  ^  =0. 

Donc,  il  y  auivi  toujours  deux  points  fccls  ou  imaginaires  qni  jouiront 
de  la  propriété  de  diviser  harmoniquemcnt  les  trolK  segments  formés 
par  les  points  associés  de  l'involulion. 

lOG.  Six  points  d'une  droite   définis  par  des  équations  de  la  forme 


(5) 


(a)  A  =  0.  (b)  B  =  0,  (c)  C  =  0, 

(«')     «iB  — hC  =  0,       {!>')     hC  — ;a  =  0.       (/;')     /A  —  mB  =  0 

sont  en  involulion. 

En  effet,  ces  équations  donnent  lieu  à  l'identité 

Ik  (niB  —  nC)  +  mB  («C  —  lA]  -t-  nC  {lA  —  mB)  ^  0. 

D'iipnès  le  N"  105,  les  si<£  points  doivent  former  une  invûlution. 

107.  Les  différentes  propriétés  que  l'on  a  démontrées  précédemment 
peuvent  servir  II  définir  de  plusieurs  manières  l'involution  de  six  points. 
On  peut  encore  introduire  dans  les  conditions  trouvées,  les  segments  que 
ces  points  déterminent  sur  la  droîle.  Soient  a  cl  o',  6  et  6',  c  et  c' les 
points  représentés  par  les  équations  {\).  On  aura 

ab  ab'  ac  ,       ac' 

et  la   condilion  W/ =  jifi' deviendra    par  la  substitution  de  ces  valeurs 


ab- 

ab' 

= 

(IC- 

ac' 

a'b- 

V6'' 

ab 

■ab' 
:  ■  ac' 

= 

a'b' 

■  a' 

h 

at 

'  a'c' 

■  a' 

'c 
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On  obtient  une  nouvelle  relation  entre  les  segments  de  six  points 
en  involution  nu  moyen  des  équations  du  N"  lOfi.  On  en  dfSdnit  les 
égalités 

m^Vc'     n'^b'a'     l^Tb' 
En  niiiiiipliiirit  meiiibi'c  à  mcnibri^,  ori  liouve  l'équalion 
a'b  •  b'c 


a'c  •  b'a  ■  c'b 


=  1, 


lOS.  Faisceau  e>i  involution.  Considérons  le  système  de  six  pliins 
passant  par  une  même  droite  et  représentés  par  les  équations 

A  =  0,       A  —  >A'  =  0,        A  —  ,*A'  ==  0, 
(''^  A'  =  0,      A— )/A'  =  0,      A  — [i'A'  =  0. 

Les  lettres  A  et  A'  désignent  des  polynômes  de  la  forme 

X  eos  a  -+-  )/  cos  P  -1-  z  cos  y  —  tt. 

On  dit  que  ces  plans  forment  un  faisceau  en  involntion,  lorsque  le 
rapport  anbarmoniquc  de  quatre  plans  appartenant  à  trois  couples  est 
égal  à  celui  de  leurs  conjugués. 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  A,  B,  C,  A',  B',  C  les  plans 
donnés;  A  et  A'>  Beili',  G  et  C  étant  les  plans  respectivement 
conjugués. 

On  démontrera  comme  pour  on  système  de  six  points: 

i"  Que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  plans  définis 
par  les  équations  (!')  forment  un  faisceau  en  involution  est 

ou    bien,   en   remplaçant   les  coefficients   par   les   rapports  des  sinus 
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qu'ils  rcprcscfitcnl 

sin(Ati).sin(AB-)  _    sin  (AC)  ■  si..  (AC) 
sin(A'B).si(,(A'li')      Mn(A'C)-siii(AX')' 

2°  lorsque  six  plans 

A  =  0,  BsA  — iA'  =  0,  C  =  A  — p-A'==n, 

A'=0,  B'=A— VA'^O,  C'  =  A~^'A'==0 

forment  un  faisceau  en  involtilioii,  il  CTiiste  des  constanles  l,  m,  n  qui 
donnent  la  relation  identique 


réciproquement,  si  les  équations  de  six  plans  passant  par   une  droite 
conduisent  à  celte  identité,  ils  formeront  un  faisceau  en  involutinn. 
5°  Les  plans 


A  —  XA'  = 

0 

A 

—  uA'  =  0, 

A  — X'A'  =  0, 

A 

_ft'A'=0, 

sont  en  involiition,  si 

na 

Im 

condilLon 

l 

FF-'           "■■' 

rcprfsc 


4"  Six  plans  passant   pnr  une  même 
équations  de  la  forme 

A  -=  0,       B  =  0,       C  =  0, 
mB  —  hC  =  0,       hC  —  l\  =  0,       l.k  —  wB  =  0, 


forment  un  faisi 


et,  par  suite, 


nvolution.  On  en  déduit 

_sin  (A'H)       '  _sin  (B'C)       >»!  _sii)  (C'A) 
"sïïTÎÂTc)'    7*°^siri(B'A)'     7  ^sin  (C'BJ' 


SLn(AC')-sin(BA')-sin(CIÎ')_ 
sin(AH')  .  sin(B€')  .sin(CA')"" 
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109,.  Divisions    homographiques.    On    dît    que    deux    droites    snnt 

divisées  homographiqnement  aux  poiiKs   a.b,c,d ,  a',b',c',  d' , 

lorsque  le  rapparl  anharraonique  de  quatre  points  de  In  premièi-e  esl 
égal  au   rapport  anharmonique  des  points  correspondants  de  la  seconde. 

Soient 

A  =  0,        It  =  0, 
les  équations  cîc  duu\  points  a  et  h,  et 

A'  =  0,       B'  =  0, 

celles  de  deux  autres  points  a'  et  6'.  Les  équations 

A  —  /B  =  0,       A'  ~  lù.B'  =  0, 

où  1  est  un  paramètre  arbitraire,  représenteront  deux  séries  de  points 
homographiqties  sur  les  droites  ub  et  a'b',  les  points  homologues  corres- 
pondant à  une  même  valeur  de  1;  car,  il  esl  visible  que  le  rapport 
anhannonique  de  quatre  poinis  répondant  aux  valeurs  ).i,  ig,  îs,  li  n'est 
pas  altéré  par  la  constante  le.  Si  l=i,  la  première  se  réduit  J\  A  —  D  =  0, 
et  représente  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  a6;  le  point  homologue 
de  la  seconde  division  est  défini  par 

(!')         A'  — /!B'  =  0. 

Si  >=-,    la  seconde  équation  se  réduit  !»  A'  —  B' =  0,  et  représente 

le  point  à  l'iniini  de  u'fc';  il  aura  pour  correspondant  sur  la  première 
droite  le  point 

(I)        A-jB^-O. 

Supposons  qne  les  droites  ab  et  a'b'  coïncident  :  on  obtiendra  deux 
divisions  homographiques  appartenant  à  une  même  droite.  Dans  celle 
hypothèse,  les  points  A'  =  0,  B' ^^  0  se  trouvant  sur  la  droite  ab, 
on  peut  poser 

A'  =  A  — miî,       B'  =  A  — iili; 
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par  suite,  la  seconde  équation  (IcvicrKira 

A  — mlî  — fc,(A  — hB)  =  0, 

ou  bien 

(\  _  JcJ)  A  ~  (m  —  k\n)  B  =  0. 

Chorchons  s"il  existe  des  [loîiils  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes 
dans  les  deux  divisions.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ail 

A  —  ).B  =  a  [(1  —  iti)  A  —  (m  —  kln)  B], 

et,  par  conséquent, 

1  =  et  (1  -  fô), 

En  éliminaul  «,  on  trouve  l'éq^ruion  du  secoud  degré 

kl'  —  ('1  H-  kn)  i  -H  m  =  0 

qui  donnera  deux  valeurs  réelles  ou  imaginaires  pouri.  Donc  il  existe, 
en  général,  deux  points  qui   sont  à  eux-mêmes  leurs  corresjmndants  : 
on  les  appelle  points  doubles. 
Les  équations 

A~XB  =  0,       A  — fcïB  =  0 

représentent,  sur  une  même  droite,  deux  séries  de  points  homographîques 
dont  les  points  doubles  sont  les  points  A  =  0,  B  =  0  qui  correspon- 
dent aux   valeurs  >=û,   l  =  oo. 

110.  Divisions  homographiqves  en  invotution.  Deux  équations  de 
la  forme 

A  — 18  =  0,     A— -B=-0, 

donnent   doux  séries   de   points  homograptiiqucs  situés   sur  une  même 
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.    vérifiera  facilejnent  que  le  rnpport   .inharmoniqiie  de  quiilre 


A— >,B=-0,       A  — )sH  =  0,       A- 

-  1=1!  =  0,       A  — 

îiB  =  0 

esE   éS'tl  à   eeliii    de    leurs  correspondan 

Is   détermirtés   par 

la   seconde 

équ;ilion.  De  jiliis,  les  points 

A  =  0,       A^l,B-=0, 

A  —  ïsB  =  0, 

H  =  0,       A  —  -  B  =  0, 

A_-1b  =  0, 

satisfont  à  la  eondilion  de  l'involulion  ;  ainsi  deux  couples  de  points 
homologues  quelconques  forment  une  involulion  de  six  points  avec  les 
points  A  =  0,  B  =  0.  Deux  divisions  homographiques  qui  jouissent 
de  eetle  propriété  sont  dites  en  involulion. 

Le  point  à  l'infini  de  la  première  division  a  pour  correspondant 
le  point 

A  -  AB  =  0. 

Ce  mémo  point  est  aussi  ic  corresponde  ni  du  point  à  l'infini  de  la 
seconde  division.  Donc,  dans  deux  divisions  homographiques  en  invo- 
lulion, les  points  homologues  des  points  à  l'iiilini  coïncident;  ce  qui 
n'a  pas  lieu  pour  les  divisions  homographiques  simples. 

k  — 

Pour  les  points  doubles,  on  doit  avoîi'l  =  -';    par  suite,  ï  =  ±  [/A-, 

el  ils  seront  représentés  par  les  équations 

A  —  /fclî  =  0, 

A  +  i/Fli  =  0. 

Ils  divisent  harmoniqiiement  la  distance  des  points  A  el  B;  de  plus,  ils 
forment  un  système  harmonique  avec  les  points 

A— >B  =  0,      A— -B  =  0, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  >.  Donc,  les  points  doubles  divisent  harmo- 
niquemenl  le  segment  de  deux  points  correspondants  quelconques  dans 
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les  deux  séries  de  points  homogpaphiqiies.  Il  en  résulte  que  si  A  =  0, 
B  =  0  sont  les  cqualions  des  points  doubles,  celles  de  deux  pDÎuts 
homologues  peuvent  s'éerit'c 


+-  ).B  =  0. 


111.  Lnrs([uc  iliuis  tes  i!([Uiilions 

A  —  /H  =  0.       A'  —  hW  =  0, 

A,  B.  A',B'  représentent  des  fonctions  du  premier  degré  en  x,y,z, 
elles  définissent  deux  systèmes  de  plans  passant  respectivement  pur  \a 
droite  d'intersection  des  plans  A  et  B,  A' et  B' ;  ils  sont  tels  que  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  plans  du  premier  faisceau  est  éfjal 
à  celui  de  leurs  correspondants.  Ces  deus  systèmes  de  plans  forment 
deux  faisceaux  homographifjue».  Les  équations 

A  —  iB  =  0,       A  — toB  =  0 

déterminent  deux  faisceaux  homographiques  de  plans  passant  par  une 
même  droite;  les  plans  A  =  0,  B  =  0  qui  répondent  aux  valeurs 
X  =  0,ï  =  ao  sont  à  eux-mêmes  leurs  correspondants  :  ce  sont  les  plans 
doubles  des  deux  faisceaux. 

Enfin,  les  faisceaux  homographiques  définis  par  les  équations 

A  — 1B  =  0,       A— -^B  =  0 

sont  dits  en  involutinn  ;  les  plans  doubles  ont  pour  équations 

A  —  [//7b  =  0,       A  -H  [/ftB  =-  0, 

et  forment  avec  deux  plans  homologues  quelconques  un  faisceau  harmo- 
nique. Si  A  =  0,6  =  0  sont  les  équations  des  plans  doubles,  celles  de 
deux  plans  homologues  quelconques  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

A~>B  =  0,       A^-)B  =  0. 
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CHAPITRE    VI. 


SoMMjiKE.  —  Equallon  de  la  aplièi'o  en  coordonnées  carlésiennes ;  iphères  as)«fellie$  à 
certaines  condilions.  —  Cône  eireonacrit  ;  plan  tangent  el  pUm  poîaire.  —  Égaation 
de  ta  sphère  en  coordonnée}  télraidriques  et  langeTitiettee. 

§    1.    ÉiJllATION    DE    LA    SPHÈBE    EN    COORDONNÉES    CARTÉSIENNES. 

112.  L'cqualîon  de  la  sphère  s'obtienl  immédiatement  en  exprimant 
que  le  cdrré  de  la  distance  de  l'ua  de  ses  points  au  centre  est  ëgal  au 
carré  du  rayon.  Soient  «o,  60,  Co,  U  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  d'une  sphère  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  :  l'égalilê 

(1)      {x  —  ao)»  -h  {y  —  60)^  -t-(z  —  CaY  =  ro^ 

sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et,  par  conséquent,  ce  sera  l'équation  de  la  sphère  en  coordonnées  carté- 
siennes. 

En  développant,  cl  posant 


{-) 


G  =  —  a„,       H  =  —  6„,       K  =  —  co, 


L  =  (io^  +  bu''  -t-  Co'  — -  j-o*, 

l'égalité  (1)  peut  s'écrire 

{2}  x'  -1-  !/^  -.-  z^  +  2Gx  ■+■  2H!/  +  2Kk  -4-  L  =  0. 

Ainsi  l'équation  la  pius  générale  de  la  sphère  en  coordonnées  rectan- 
gulaires est  du  second  degré;  elle  ne  renferme  pas  les  rectangles  des 
coordonnées,  et  les  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux. 
Lorsqu'une  siihèrc  est  définie  par  une  équation  de  la  forme  (2),  le  calcul 
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des  coordonnées  du  centre  et  du  l'ayon  se  fait  pnr  les  relations  (o)  :  les 
quantités  Ko,  bo,  Ca  sont  tes  demî-coefBeienls  de  i,  y,  s  changés  de  signe, 
tandis  que  le  rayon  a  pour  valeur 


ri,  =  rh[/G^+  tP  +  K^  — L. 

L'équation  de  la  sphère  n'est  qu'un  eas  parliculier  de  l'équation  géné- 
rale du  second  dcgi'é 

celui  oij  l'on  a 

(|3)        A  =  A'  =  A",        B  =  B'  =  B"==0; 
esr,  dans  celte  hypothèse,  Téquation  précédente  se  réduit  à 

A  (x^  +f  +  z^)  +  2Cx  -t-  2C'y  4-  2C''î  -+-  F  =  0 

qui  est  de  la  forme  (2)  en  divisant  les  deux  membres  par  A,  Il  s'ensuit 
que  les  relations  (|5)  sont  les  conditions  nécessaires  et  soflisanles  pour  que 
l'éqnatîon  générale  du  second  degré  représente  une  sphère. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  que  si  l'origine  des  coordonnées  est 
sur  la  surface,  l'équation  de  la  sphère  est  de  la  forme 

x^  +  i)^  -h  e'. —  2  (a<,x  +  hoy  +  fus)  =^  0, 
cl,  si  i'origine  coïncide  avec  îe  centre, 

x«  +  1/^  +  2'  =  î-o^ 

113.  Considérons  maintenant  une  sphère  de  centre  C  (««  6o Co)  cl  de 
rayon  ru  rapportée  à  des  axes  obliques  :  son  équation  sera 
(4)  {x—aof-^-{y—bof--\-{z — Co)'-i-2(»/ — bn)[z — Co)cos'*-f-2(E— Cn)('c— Oo)cos^ 

-l-  2  {x — do)  (j/ — bo)  COS  V  =  To^. 

Développons  le  premier  membre,  et  posons 

M  =  —  (Oo  -\-  ho  eOS  V  +  Ce  COS  fi), 
N  =  —  (6g  -H  Co  COS  1  -è-  Ou  COS  ï), 

P  =  —  (co  4-  «a  COS  1^  -(-  6[|  COS  î), 
Q  =  «0*  +  tu'  -\-  Cl?  -*-  ^bi,  C(,  eos  ).  -t-  2^(1  Ro  COS  jj.  -t-  2cf()  60  eos  v  —  ro*. 
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L'équntioii  (4)  prendra  ta  foriiiu 

(S)  x^  -t-  if  +  z^  -t-  2i/z  cos  )l  -+-  2ia7  cos  u.  -v  2a:i/  cos  v 

-t-  2M3;  -^  2%  +  2Ps  +  Q  =  0. 

Ainsi  l'oqunlion  de  la  sphère  en  coordonnées  obliques  est  du  second 
(legriS;  les  coefficients  des  carres  des  variables  sont  égaux  à  l'unité  tandis 
que  les  coefficients  des  rectangles  des  cooi-doniiées  sont  les  coainns  des 
angles  des  axes  multipliés  par  3. 

En  comparant  l'équation  (4)  avec  l'équation  générale  dn  second  degré, 
on  voit  que  celle-ci  définit  une  sphère  en  coordonnées  obliques  avec  les 
-   conditions 

A  =  A'  =  A"     B  =  A  cos  ?.,     15'  =  A  cos  [j,     B"  =  A  cos  v  ; 
car  elle  se  ramène  alors  à  la  forme 

A  (a:'  +  y'  -+-  z^  -i-  2  yz  cos  ),  +  2  2iK  cos  ji  -i-  2  xy  cos  v) 
-t-  2  Ca:  -t-  2  C'î/  H-  2  C"e  -t-  F  =  0 

OU  à  la  forme  (4),  après  avoir  divisé  le  premier  membre  par  le  coeffi- 
cient A. 

Lorsqu'une  sphère  est  définie  par  l'équaliim  (5),  les  coordonnées  du 
centre  satisfont  ans  équations 

a;  -t-  ^  cos  V  -I-  z  cos  p.  =  —  M, 

)/  -H  s  cos  X  +  a;  cos  V  =  —  N, 

s-t-a;eosp.-4-i/cos>  =  — P, 

qui  représentent  Irois  plans  dont  le  point  d'intersection  est  le  centre  de 
la  sphère.  Ils  rencontrent  respetiivement  l'axe  des  x,  des  y  et  des  z  aux 
distances  —  M,  —  N,  —  P  de  l'origine.  De  plus,  les  traces  dn  premier 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  sont  les  droites 

a-  -h  y  cos  V  =  —  M,       X  +  z  cos  p  =  —  M 

perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et,  par  suite,  le  premier  plan  est  perpen- 
diculaire à  cet  axe.  On  verrait  de  même  que  les  deux  autres  sont 
respectivement  perpendiculaires  à  l'axe  des  y  et  des  z.  Donc,  le  centre 
d'une  sphère  définie  par  une  équation  de  la  forme  (3)  est  le  point 
d'intersection  de  trois  plans  perpendieulaii'cs  aux  axes,  menés  aux 
distances  —  M,  —  N,  —  P  de  l'origine. 
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114.  Signification  du  premier  membre   de   Vèqualion  de  la  xplière. 
Soient  it,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'espace,  et 

(x  —  ao)'  -^{y  —  60)*  +  iz  —  CoY  —  n^  =  0 

l'équation  d'une  sphère  en  coordonnées  rectangiikîi'es  aynnl  pour  ce 
le  point  C{aabi,c^).  Menons  par  le  point  M  une  tangente  à  la  sphv 
T  étant   le  point   de  contact,    le    triangle    rectfingle    MTC    donnera 


centre 


MT*  =  MC' 

'->■; 

M.is 

la  distance  du 

poil 

it  M  ou  eentre  f 

1  poui 

■  CSpi' 

cssion 

MC^ 

_(. 

'=—.)•-<■{!,- 

-'.)■ 

-t-(ï 

—  «.)' 

par  eonséqueni. 

MT^  = 

■(«- 

-«.)■  +  (,,-( 

'.)'  + 

(«- 

■  ',)'  — 

<■ 

Si 

les  axes  sont  obliq 

ucs,  on  aurnit  a 

nxsi 

«T*^ 

=  MC*— r=  = 

■{X- 

■  «.)'+(!/-*.)' 

'+(z- 

-'■.)' 

+  2(!,- 

~K){' 

+  2(2  — t 

.)(« 

-o.jcoif  »2( 

1-0 

.)(»- 

-(,.)co. 

,.-rl 

Ainsi  le  premier  membre  de  t'éqnation  d'une  sphère  où  x,  y,  z 
sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  représente  le  carré  de  In 
tangente  menée  de  ce  point  à  h  sphère.  Le  carré  de  la  lanfçenle  MT  se 
nomme  quelquefois  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  la  sphère. 
En  particulier,  la  puissance  de  l'origine  est  représentée  par 

L  =  al-¥-  hl  -i-cl—rl, 

ou  bien  par 

Q  ==  al -*- bl -\- cl -+-  26,(;,  cos  >  -+-  2r,a„  cos  y.  +  2a,f),  cos  v  —  ri, 

suivant  que  les  axes  sont  reclaBgulnires  ou  obliques. 

115.  L'équation  générale  d'une  sphère  renferme  quatre  paramètres 
arbitraires;  il  faut  donc,  en  général,  quatre  conditions  géométriques 
simples  donnant  lien   chacune  à  une  relation  entre  les  paramètres  pour 
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que  la  siipfiice  soil  complète nienl  déterminée.  Assujettir  la  sphère  définie 
pur  l'équaliQn  (2)  à  passer  par  un  point  M  [Xit/iZ,)  donne  lieu  à  la 
relation 

a-,^  -t-  y,"  +  ïi'  -4-  2Ga:,  -t-  2Uy,  -t-  âKz,  -+-  L  =  0  ; 
quatre  équations  analogues  dé  termineront   un  seul   système  de  valeurs 
pour  les  coeflieieiiis  inconnus  G,  H,  K,  L.  Donc,  par  qualre  points  de 
l'espaee,  on  peul,  en  général,  mener  une  sphère  et  une  seule. 

Assujettir  une  sphère  à  avoir  pour  centre  un  point  donné  équivaut 
i  trois  conditions  simples;  car,  si,  dans  l'équation 

(«-«.)■  +  (>/- !>.)■  +  (=->■.)■-•■:■ 

on  connaît  les  quantités  «„,  b^,  c^,  il  ne  reste  plus  qu'un  seul  paramètre 
arbitraire.  Cette  équation  représente  alors  toutes  les  sphères  en  nombre 
infini  qui  ont  pour  centre  le  point  fixe  («o^o'^o)' 

Lorsqu'une  sphère  est  seulement  assujettie  à  satisfaire  à  un  nombre 
de  conditions  inférieur  à  quatre,  il  ne  sera  pas  possible  d'éliminer  de 
l'équation  générale  tous  les  paramètres.  II  y  aura  une  infinité  de  sphères 
qui  peuvent  satisfaire  aux  conditions  données,  ei  l'équation  qui  les 
représente  devra  encore  renfermer  au  moins  un  coefficient  indéterminé. 
Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  sphères  assujetties  a  certaines 
conditions, 

tI6.  Équation  générale  des  sphères  passant  par  deux  points  donnés 
Une  sphère. quelconque  est  représentée  en  coordonnées  rectangulaires 
par  l'équation 


x^ -i- y^  +  z^  -^  2Gx  -+-  2%  -+-  2Kî  ^  L  =  0, 

(S  points  de  rencontre  avec  les  axes,  on  iiura 
x^  +  2Ga; -+- L  =  0, 

sï_i_2Kï-hL  =  0. 

Cela  éti 

ni  t.  si  les   points  donnés  sont  sur   l'ase  des  x,  f 

lUx  distances 

et  a'  de 

l'origine,  on  peut  poser 

x=  +  2G^+I,  =  [x-<.)(x  -a'}; 
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d'où  G  =  —  (a  +  a'),  L  =  nu',  et  l'éqiialîon 

£C^  +  y^  +  z^  —  {a+a')x-i-  2Hy  +  2Kï  +  ua'  =  0 
l'cprcscnlera  iincspliàrc  quelconque  |>ass.iiit  par  deux  points  de  l'axe  desar. 
De  même,  les  équations 

x^  +  ,f  +  z^  +  2G.r  ~(p+b')y  -t-  ^Kz  ■+■  bb'  =  0, 

x^  +  1/'  -t-  z'  +  2Ga:  +  2Hi/  —  {c  -t-  c')  z  +  ce'  =  0 

ilcriiiisscnl  :    la  picmicre,  des  sphères   menées  par  les    points   (0,6,0), 

(0,  b',0)  de  l'axe  des  y;  la  seconde,  des  sphères  piis.snnt  par  deux  poinls 

(le  l'flse  des  z,  aux  dislaoces  c  et  c'  de  l'origne, 

Enfin,   si  Ic^  poinls  donnes  ne  sont  pas  sur  les  axes,  et  ont  pour 
coordonnées  Xiy,Zi,  x,j/aZs,  l'équaiioo 

~-{x  -  x^)(y~y,)]-^t[{x^x,){z-z^)-ij:-x,){z~z{)} 
-*-n>[iy-y,){^-z,)~{y-y,){z-z,)]^0 
représenlepa  une  spbère  qiicleonque  passant  parles  denx  poinls  (xiyiZi) 
{JCai/jïa).  En  effet,  si  on  effectue  les  multiplications,  elle  se  ramène  à  la 
forme  (2);  de  plus,  elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points 
donnés,  et,  comme  clic  renferme  deux  constantes  arbitraires  /  et  m,  elle 
définit  une  sphère  quelconque  qui  passe  par  ces  poinls. 

En  développant,  l'équalinn  précédente  peut  s'écrire 
x^  ■+-  5^  -H  z^  —  [xi  ■+  Xi-\-  yi  —  i/i  -t-  l{zi  —  z,)]  X  —  [fji  -*-  y^-*-  ^i  — *9 
+  m(zt~Zi)]y  —  {zi->-Zi-\-l{xt~-xt)~t-m{yi  —  y^)]z  +  XiXi  +  yiyi 
+  ZiSî -V- (xij/a  —  x^yi)  +  l(x,Z3  —  a-sai)-\-»ï(i/iSî  —  yiZi)  =  0. 
Les  coordonnées  du  centre  satisfont  aux  égalités 

^x=^xi  ■+  Xi  -i-  yi  —  yi  +  l{z^  —  z,), 
2?/==î/i  •*-  ya-t-a^i  — Xi-i-7n{z3  —  ïi), 
2z=Zi  4-  Zî-hm  {yi — t/i)  +  l  (x,  — a;^). 
Poiii'  obtenir   le   lieu   des  centres,  il  suffit  d'éliminer   les  paramétres 
/  et  m;  on  trouve  ainsi  l'équation 

(._'jiîîy._.,).(,-»î±»')(.„-j,)H-(.--::i5)(..-..)-o 

qui  représente  un   plan   perpendiculaire  à  la  druile   des  poinls  (x,y^Zl), 
(xai/ïïa)  et  passant  pstr  leur  milieu. 
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HT.  Sphère  langenle  aux  plans  coordonnés.  Si,  diiiis  l'ctiiiation 
3;^  +  t/'  +  z=  H-  2Ga:  +  21^^)  +  2Rî  -t-  L  =  0, 
0(1  pose  successive»] en t  e  =  0.  y  =  0,  a'  =  0,  il  vient 

a:*  -4-  y^  H-  SGx  -v-  2IIy  -+- 1  =  0, 
a;»  -1-  «s  -t-  âGx  -I-  2Ks  -(-  L  =  0, 
f  +  z^  -\-  2Hy  -I-  2Rï  +  L  =  0; 

ces  équations  représentent  les  cercles  d'intersection  de  la  sphère  avec 
les  plans  coordonnas.  Or,  si  la  siu'fBco  est  tangente  à  ces  plans,  chacun 
d'eux  doit  se  réduire  à  un  point.  En  exprimant  que  les  rayons  des  cercles 
sont  nuls,  on  arrive  aux  égalités 

L  =  G^  -4-  H^  =  G^  +  K=  =  R^  -t-  H^  ; 

d'où  on  lii-e  G  =  n-=K,  L  =  2G^  Le  ra.yon  R  de  la  spîiére  sera 
déterminé  par  la  formule 


R  =  ±  /G"  -i-  U^  -t-  R^  —  L  ===  ±  G. 

li  en  résulte  que  la  sphère  tangente  aux  plans  coortionnés  aura  pour 
équation 

a;3  +  y'  -h  ï'  ±  2R  (j;  -t-  2/  -f-  ï)  -+-  2R'  -=  0. 

Lorsque  les  axes  sont  obliques,  le  rayon  mené  su  point  de  contact 
étani  perpendiculaire  au  plan  langent,  i!  est  facile  de  vérifier  que  les 
coordonnées  du  ccnire  a,,,  6,,,  e^  ont  pour  valeurs 


a,  h,  e  étant  les  angles  des  axes  OX,  OY,  OZ  avec  les  plans  ZOY.  ZOX, 
XOY.  L'équation  de  la  sphère  tangente  sera  donc 
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IIS.  Sphère  passant  par  quatre  poînlt.  Soient   [xiiftz,),  {a^si/sZs), 
(ïji/szs),  (xtyiZt)  quatre  points  de  l'espace.  Si  la  sphère  définie  par 
l'é(jualion 

x^  -¥  f  -^  z^  -t-  2Gx  -t-  2Hy  -h  2Kï  -t-  L  =  0 
doit  renfermer  ces  points,  on  a  les  conditions 

a;f  +  y=  -H  î^  -i-  2Ga;,  -i-  2%i  +  2Ks,  +1  =  0, 
xl -^  j/l  +  zl -V-  SGxs  -)-  2H(/s  +  2Ksî  -+-  L  =  0, 
at*  +  Vl  -»-  «5  -»-  2Ga-5  +  2H-/3  +  2K2j  -i-  L  =  0, 
3;|  -1-  )/|  -V  TÎ  -t-  2GiCi  -t-  2H»/4  -}-  2Kiï4  +  L  =  0. 

L'élimination  des  paramètres  untri;  les  équatioiis  précédentes  donnera 
pour  l'équation  ehercliée 


l-^yl-^H     ^-'     !/'    ^= 
1  ■•■  î/i  "*'  '^i     ^»    !/*     '^^ 
Soient  x,y,z    les    coordonnées    du    centre.  On  sait   que    x  =  —  G, 
y^^  —  H,  £  ^=  —  K,  et,  par  suite,  ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 

x\-^  y\'i-z\  —  %xxi  —  ^yy,  —  ^zs,  -i-  L  =  0, 
xl-i-  yl-\-zl  —  2a-a:ï  —  2i/ya  —  2z2i  +  L  =  0, 
^1  "•"  J/l  -•■  4  —  2xa;i  —  2ï/y3  —  ^zz^  +  L  =  0, 
xl-t-  yl-i-  zl  —  'ixXi  —  'iyyt  —  %XZi  +  1  =  0. 
En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouverais  si\ 

équations  de  la  forme 

-2(x,~x,)x^^{y,~y,)y+'i{z,  - z^)z+xl-  xj+y'i~y;  +  zl  —  z]=<i 

qui  représentent  six  plans  passant  par  le  centre  de  la  sphère;   celle-ci 
est  satisfaite  par  les  coordonnées 


lu   la   normale  au    jilf 
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à  X] — Xî,  y,  —  )/a,  Si — Ï2,  il  sera  perpendiciilaire  a  \n  dinilp 
des  points  {xtyiZi)^  {x^'J^zi).  Les  autres  lîqtiHtions  donneront  hcn  i 
des  remarques  semblables  et  on  nirivera  à  ce  résultat  :  que  les  plans 
perpendiculaires  aux  arêtes  du  tétraèdre  des  points  (lonnp^  cl  pnssant 
par  les  milieux  de  ces  droites  se  coupent  en  un  même  poîiH  qui  set  a  le 
centre  de  la  sphère  ctpconscrite. 


§   5.    CONE   CIRCOfISCRIT  A   LA   SPHÉKE  ;    PLAN   TANGENT   ET   I>LJlN   POLAIRK. 

119,  Cône  circonscrit.  Une  droite  est  dite  tangente  à  la  sphère, 
lorsqu'elle  rencontre  cette  surface  en  deux  points  qui  eoïiicidenl.  Soit 
S  {x'y'z')   un   point   donné  ;   proposons-nous  de   trouver  le  lieu   des 

langenles  à  la  sphère 


issues  de  ce  point.  Menons  par  ce  dernier  une  droite  quelconque, 
et  soient  ar",  y",  z"  les  coordonnées  d'un  second  point  de  celle  ligne. 
Celles  d'un  point  variable  (a;,  y,  z)  de  la  droite  sont  données  par  les 
formules 

x'  -\-  \x"  y'  -t-  \y"  s'  +  >;" 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  sphère  ;  il  viendra,  en 
développant, 
{x"^-i-y"^+z"^ — r^)>^ -h  2J(a:'-3;"'+-jjy 'h- ïV'—r^)+a:'^ -+-)/'*' ■+s'^ — rl=Q. 
Posons,  pour  abréger, 

C  =  a;'  +  1/^  -h  3=  —  ri,       P'  =  x'x"  +  y'y"  +  z'z"  ~  r% 
et  désignons  par  C,  C"  les  valeurs  de  C  pour  les  coordonnées  des  deux 
points  {x'y'z'),  (x"y"z").  L'équalion  précédente  peut  s'écrire 

[k]        C"V  -\-  2P'>,  ■+-  C  =  0. 

Elle  détermine  les  valeurs  de  i  ponr  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
avec  la  sphère.  Mais,  si  la  sécante  issue  du  point  [x'y'z')  est  tangente  à  la 
surface,  l'équation  doit  avoir  des  racines  égales,  et,  par  suite, 
P'5  — C'C"  =  0. 


yGoosle 


—  166  — 

Cette  relation  sera  satisfaite  pat"  les  coordonnées  x" ,  y",  z"  d'un 
point  choisi  à  volonté  sur  uhr  langenle  quelconque  issue  do  point  S. 
11  en  résulte  que  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  ou  le  cône  circonscrit 
ayant  pour  sommet  le  point  {x't/'z')  sera  représenté  par  l'équation 

Si  on  applique  la  même  méthode  à  la  sphère  définie  par  l'équation 
(a;  —  «(i)^  -!-(?/  —  M'  -^  (^  —  *■")'  —  ''S  =  '^' 
on  trouvera  sembJablement  pour  le  cône  circonscrit 

(2)     [(x  -  a,)  (x'  -  a,)  h-  (y  —  bo)  Q/'  —  6o)  +  (z  —  c)  (z'  —  Co)  -  r^f 
—[{x'  —  oc)'  -4-  (rf  —  6o)^  -t-  (z'  —  rof  —  ri]  [{x  —  a^Y  -^  (y  —  KY 

On  peut  transformer  les  équations  précédentes  an   moyen  de  l'égalité 

(a:  —  x'Y  -+-  (y  —  y'f  +  (z  -  l'f  ^  x^  +  ,f -i-  z'^  ~  ri 
-t-  x'^  -H  j/'^  +  z'^  —  ri  — 2  (ara;'  -*-  yy'  ■+■  zz'  —  rj). 


xx'  +  yy'  ■+  is'  —  )-^  =  -  [C  -t-  C  —  (a:  —  a;')^  —  (.'/  —  y'T  —  {z—  s'}']' 
et,  en  subtiluant,  l'équation  du  coiie  circonscrit  prendra  la  forme 

(3)    [C  +  c  -  (.  -  ,;'  _  (j  _  jT  _  (j  _  ,■)-]>  _  4CC'  _  0. 

Elle  a  lieu  aussi  lorsque  la  sphère  est  représentée  par  l'équation 
{x  —  a^Y  ■+  {y  —  fcp)^  -*-  [z  —  CaY  —  r^  =  0,  en  supposant  que  C  et  C 
désignent  les  polynômes 

car,  de  l'égalité 

(i  -  o.  -  (I'  -  a,)]<  +  r»  -  6.  -  V  -  6.)]'  -4-  [2  - 1.  -  {=■  -  c,]r 

+  &-''.)(*'-  *.)  +  {z-c.){.'-c,)-rll 
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on  lire 

(j  -  «,)  (i-  -  ,.)  +  (j  -  6.)  (j-  -  6.)  +  (î  -  «.)  (z'  -  c.)  -  < 

=  î  [C  H- C  -  (I  -  iT -(!/-!/■)"-(=- '■)■]■ 
Cette  relation  permet  de  mettre  l'équation  (2}  soiis  la  forme  (3). 

tï6.  Plan  tangent.  Le  plan  tancent  à  la  sphère  en  un  point  {x'y'xf) 
est  le  tien  de  toutes  les  tangentes  a  la  lUiface  passant  pai  ce  point. 
On  trouve  immédiatement  l'équation  de  ce  lieu,  en  ipphqtunt  celk  du 
cône  eirconscrit  (1)  an  cas  où  It,  "lOmmel  est  sut  la  sphcie  Dans  cette 
hypothèse,  a;'* -i- y'^ -+- s"  —  r^  =  0,  et,  on  aura,  pour  le  lieu  des 
tangentes  menées  par  le  point  (a^'.'/'î')  à  la  sphère  je'  -i-  y^ -i-  z"  —  >'^=^0, 
l'équation 


(4)        xx'  -+-  yy'  - 


-0. 


On  y   arrive   aussi  directement  par  la  méthode  suivante.  Menons  par 
le  point  (x'i/V)  une  droite  quelconque  définie  par  les  égulilcs 

x  =  x'  -i-  ).p,     )/  =  ^'  +  pp,     2  =  z'  +  up. 
Substituons  ces  expressions  dans  l'équation  de  h  sphère 

x^  -h  y^  +  z^  —  f'I  =  0. 
Il  viendra,  en  développant, 
(>'  t-  [t'  ■+■  v=)  p*  -t-  2p  (W  -+-  f.1/'  +  vs'}  +  x'=  -t-  ^'^  +  s'=  ~  r^  =  0  ; 

équation  qui  détermine  les  dislances  des  points  d' in  le  section  de  la  droite 
avee  la  sphère  au  point  {x'y'z').  Mais,  ce  dernier  étant  sur  la  surface, 
jc's  ^,  ^'s  ^,  z'î — rl^O,  et  réqualion  a  une  racine  nulle  ;  de  plus, 
si  la  droite  est  tangente  à  I»  sphère,  les  points  d'intersection  coïncident 
et  la  seconde  racine  sera  égale  à  zéro  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait  : 
Ix'  -<-  fiy'  -t-  vz'  =  0, 
En  éliminant  >,  [i,  v  iiu  moyeu  des  cqualiuns  de  la  droiie,  on  trouve 
pour  le  lieu  de;;  tangentes  ou  le  plan  langent  à  la  sphère  au  point  (x'y-'z'), 
l'équation 
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c'est-à-dire, 

0:3^'  +  yy'  -\-  zz'  —  r^  ;=  0, 

eu  égard  à  la  relation  a:"  -(-  y'^  -\-  a"  ^^  r\. 

Lorsque  la  sphère  est  rcpréscnlée  par  l'équalioTi 

(X  -  a,Y  +{y-  b,y  +  [z-  c,y  -  r^  =  0, 
celle  du  plan  tangent  sera  de  la  forme 

(S)    [x  —  «„)  (X'  -  a,)  -+-  {y  —  b„)  (y'  ~  b,)  -t-  (a  -  c„)  [z'  _  e„)  -  r^  =  0 . 
Enfin,  d"après  la  Irausforninlion   du   nnméi'o  précédent,  on  pent  rem- 
placer 1(!S  équations  (4)  et  (5)  par  la  suivante  : 

c  +  C'-{x-xr-{y~yr-{^--y=o. 

131.  Plan  polaire.  Le  cône  circonscrit  représenté  par  l'étiuation 

(xx'  +  yy'  -H  zz'  —  rlf  —  [*"  ■+■  y'^  -i-  z'-  —  r^)  (x*  +  j/^  -+-  =^  —  ri]  =  0, 
touche  la  sphère  suivant  une  courbe  située  dans  le  plan 

(p)      «'*jj,'  +  «'-,-;_oi 

car  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  annulent  le  polynôme 
a;S  -I-  y^  _i-  j-s  _  )■„,  et,  par  conséquent,  elles  doivent  véiifier  la  relation 
précédente.  Le  plan  (P)  qui  passo  par  la  courbe  de  coiilacl  du  cAnc  avec 
la  sphère  se  nomme  le  p/««  po/a/n?  du  point  (r'i/'s'),  et  ce  dernier,  le 
pâle  de  ce  plan  par  rnpport  à  la  sphère. 

Quellei  que  soient  les  valeurs  de  a;',  j/',z' aussi  longicmps  qu'elles 
sont  réelles,  l'équation  (P)  représente  un  plan  déterminé  et  réel.  Le 
plan  polaire  d'un  point  de  l'espace  existe  donc  toujours  quelle  que  soit- 
la  posilion  de  ce  point,  même  s'il  se  trouve  à  l'intérieur  de  la  sphère 
et  SI  le  cône  circonscrit  est  imaginaire.  Lorsque  le  point  (3:'i/'e')  ^s' 
sur  la  sphère,  l'équation  (P)  représcnlc  le  plan  tangent  en  ce  ])oint  k  la 
surface,  et  réciproquement,  un  plan  tangent  aura  pour  pôle  son  point 
de  contact. 

Étant  donnée  l'équation  d'un  plan 

Ax  +  ny  -t-  C;  -=  D, 
on   déterminera     le     pôle    correspondant     par     rapport    h     la     sphère 


y  Google 


x^  + y^ -i- z^  —  rl  =  i),    en   idcnfiliant    cette    équation    iivcc    celle    dn 
plnn  (P).  On  arrivera  (lux  rc!F\lions 


Les  coordonnées  du  pôle  sont  infinies,  si  D  =  0;  clies  sont  nulles, 
si  A  =  B  =  C==0,  Ainsi,  le  pôle  d'un  plan  passant  par  le  centre  est 
à  l'infini,  t.indis  que  celui  du  [jlan  à  l'infini  coïncide  ovee  Je  centre  de  la 
sphère. 

188.  Construction  du  plan  polaire.  Soit  p  te  point  qui  a  pour 
coordonnées  a;',  y',  z'  et  0  le  centre  de  la  splière 


La  droite  qui  réunit  le   centre  au    point  p  est  déterminée  par  les 
équations 

-  =  !=.-, 
x'      y'      z'  " 

et,    par  suite,    elle   est  perpendiculaire  au  plan  polaire  représenté  par 

(P)         xx'  -h  yy'  -¥  zz'  —  r^  =i  0. 

Soient  p'  le  point  où  le  plan  P  rencontre  la  droite  Op  ;  la  longueur  Op' 

sera  la  distance  à  l'origine  du  plan  polaire,  et  on  aura  la  relation 

Qp'  =  '""      ■  =  —  ; 

^x--.y--^-z-      Op 

d'où 

Op  .  Op'  =  î-^. 

Donc,   le  rectangle  construit  sur  les  distances  du  centre  de  la  sphère 

au    pôle   et  au    plan   polaire  est  constant.  11  résulte  de  ce  qui  ]irécède, 

qu'étant  donné  un  point  p,    ie  pian  polaire  correspondant  s'obtiendra 
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à  la  droite  Op.  Celle  coiisli'iictioii  indique  que  le  plan  polaire  d'un  point 
à  l'infini  sur  une  droite  issue  du  contre  sera  le  plan  mené  par  ee  dernier 
perpendieuiairement  à  la  droite. 

1?8.  Le  plan  polaire,  esl  le  lieu  du  r.onpigué  harmonique  du  pôle 
par  rapport  uk.e  points  d'intersection  avec  la  sphère  d'une  sécante 
variable  issue  de  ce  point. 

En  effet,  menons  par  le  point  {x';j'z')  une  sécante  quelconque,  et 
cherclions  les  points  où  elle  rcncoiitre  lu  sphère.  On  aura 

x'  -+-  Ix"  __i/'  -+-  >(/"       __  ^s'  +  Iz" 

^~"ï"^i"  '     ^         1  -+-  X~'     '  i  H- J 

où  >  esl  l'une  (les  racines  de  l'éqnalion  (N"  119) 

C").^  -+-  2P'X  -i-  C  =  0. 

Supposons  qnc  le  point  [x"tj"z")  coïncide  avec  le  conjngué  harmo- 
nique du  point  {x'y'z')  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  In  sécante 
et  de  la  sphère.  Dans  celle  hypothèse,  l'équation  précédente  doit  avoir 
des  racines  égales  et  de  signes  contraires  ;  par  siiile, 

P'  =  0,     ou     x'x"  -\-  y'ij"  +  z'z"  —  r^  =  0. 

Cette  relation  devra  être  satisfaite  par  les  coordonnées  dn  conjugué 
harmonique  du  point  [x'y'z')  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 
Il  en  résulte  que  le  lieu  de  ce  point  sera  représenté  par  l'équation 

xx'  -\-  yij'  -i-  zz'  —  r%=^0 
obtenue  en  supprimant   les  accents    des  coordonnées  x",  y",  ;".  C'est 
précisément  le  plan  polaire  du  point  {x'y'z'). 

19J.  Si  on  mène  un  plan  Q  par  le  pôle  d'nn  pliin  P  reprêsenlé  par 
l'équation 

(P)        XJi'  -*-  yy'  -t-  se'  —  î-^  =  0, 
son  pôle  {x"y"z")    se  H'ouvera  dans  le    plan  P.  Car  le  |)lan  Q  a  pour 
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avec,  la  condition 

x'x"  -+-  y'ii"  -t-  ï's"  —  r^  =  0  : 
relation  qui  exprime  aussi  que  le  point  [x"i/"z")  apparlieiU  au  plan  P. 
Cette  propriélé  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  le  plan  polaire  d'un 
point  p  situé  dans  un  plan  Q  passe  par  ie  pôle  de  ce  dernier.  Lorsque 
le  plan  P  tourne  autour  d'uoe  droile  D,  son  pôle  déciit  une  aulrc 
droite  D'.  En  effet,  soient  pet  p' deux  points  de  la  ligne  D;  les  plans 
polaires  correspondants  P  et  P'  se  couperont  suivant  une  certaine 
droite  D';  toul  plan  mené  par  la  droite  D  passant  par  les  point  p  et  p' 
doit  avoir  pour  pôle  un  point  silué  à  !a  fois  dans  les  plans  P  et  P', 
c'est-à-dire  qu'il  se  trouvera  sur  la  droite  D'.  Réciproquement,  si  le 
pôle  décrit  une  droite  D',  le  plan  polaire  tourne  autour  d'une  droite  D  ; 
car,  p  et  p'  étant  les  pôles  des  plans  P  et  P'  passant  par  D',  le  plan 
polaire  d'un  point  quelconque  de  cette  droite  renfermera  les  points 
petp',  et,  par  conséquent,  il  passera  par  la  droite  D.  Deux  droites, 
telles  que  D  et  D',  qui  jouissent  de  la  propriété  d'être  chacune  le 
lieu  géométrique  des  pôles  des  plans  passant  par  Taulre,  se  nomment 
drûiles  conjuguées  par  rapport  à  la  sphère;  chacune  d'elles  est  la 
corde  des  contaets  des  plans  tangents  &  la  sphère  menés  par  l'autre, 
puisque  les  points  de  contact  ou  les  pôles  de  ces  plans  doivent  appar- 
tenir à  la  conjuguée  de  leur  droite  d'inlerseclion. 

Enfin,  il  est  utile  de  remarquer  que  le  plan  polaire  du  point  d'inter- 
section de  trois  plans  sera  le  plan  délerminé  par  leurs  pôles;  récipro- 
quement, trois  poiûls  quelconques  d'un  plan  ont  des  plans  polaires 
qui  se  coupent  au  pôle  de  ce  plan. 

125.  Étant  donnés  deux  points  p  et  1/  atnsî  que  leurs  plans  polaires 
P  el  Q  par  rapport  à  une  sphère  de  centre  0,  si  on  abaisse  des  points 
p  et  q  les  perpendiculaires  pr,  qs  sur  les  plans  Q  et  P,  on  aura  la 
relation 

Op  _0q 

Pour  le  démontrer,  soient  3;'i/'z',  x"y'V  les  coordonnées  des  points 
p  et  9  ;  les  plans  polaires  P  et  Q  sont  définis  par  les  équations 
(P)         xx'  -t-  yy'  -H  zz'  —  r*  =  0, 
(Q)      xx"  -H  yy"  -h  2z"  —  rj  =  0. 
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Cela  élant,  la  longueui-  de  la  perpoiidicuiaire  abaissée  du  puînt  f  [x'y'z') 
■ur  le  plan  Q  nuni  pour  expression 


De  même,  il  viendra  pour  l'autre  perpendiculaire  gs 

'  v'y" 


-    /.■..,.-...  - 

Op 

On  en  déduit 

py  -Oq^ijs  ■  Op, 

,  par  suite, 

pr        <)«■ 

196.  Nous  avons   eonsidéré  jusqu'ici   le  plan  polaire  d'un  point  par 
rapport  à  la  sphère 

x^  -^y^  -hz^  —  rl  =  0; 
il  est  évident,  d'après  les  développements  qui  précèdent,  que  le  plan 
polaire  d'un  point  (x'  y'  z')  par  rapport  à  la  sphère 

(a;  —  tto)^  -^  {y  —  6")*  -H  (z  —  Co)»  —  r^  =  0 
sera  représenté  par  une  équation  de  la  forme 
(I  -  a.)  K  _«,)  +  (,-  t.)  (,'  _  6.)  -^  (2  -  c.)  (2'  _  c.)  -  r;  =  0, 

OU  bien,  en  désignant  par  C  le  premier  membre  de  Inéquation  de  la 
spbère, 

CH-C'-(^-cc7-(y-yT-(z-/)^  =  0. 

Ou  pourrait  démontrer  aussi  les  différentes  propriétés  du  plan  polaire 
au  moyen  de  ces  équations. 

Le  plan  polaire  de  l'origine  sera 

UoX  ■+■  b^y  +  CoS  —  «n  —  K  —  Co  "'"  '"o  ="  0, 
ou  bien, 

C  -H  «0  "•"  ^u  "•■  *^u  —  ^^  —  y^  —  ^^  —  r^  =  0. 
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§    5.     ÉQUATION    DE     l.A    SPifÉRE    EN     COORDONNÉES    TÉTRAÉDHIQDES. 


123.  Considérons  une  sjihère  de  rayon  R  lappoptco  à  un  tétraèdre 
1234.  Soient  0{A'B'C'DO  le  centre,  el  M  (AHCD)  un  point  de  la 
surrace.  D'iiprès  In  formule  (N"  65)  qui  donne  la  distance  de  deux 
points,  il  viendra  poui-  l'cquation  de  la  splièrc  en  coordonnées 
tétraédriques 

<D  (AB)  -1-  9  (A'Ii')  -  ®  (AB'  -t-  BA')  =-  R^, 

ou  bien, 

H)         ç  (Alî)  —  -p  (Alî'  +  BA')  -^  f  (A'B')  _  R5  =  0. 

Afin  de  rendre  l'équaiion  lioinogènc,  multipîions  le  second  terme 
par  l'expression 


/A        B        C        D\       , 


el  les  deux  derniers  par  le  carré  de  celte  quantité.  L'équation  se  présen- 
tera sous  la  forme 

La  quantité  entre  crochets  est  une  certaine  fonction  hotiiogène  du 
premier  degré  par  rapport  à  A,  B,  C,  D,  Posons 


,)    ,  (AB'  +  Di')  ^  (^  +  »  +  £  +  B)  (^  (A^BO  -  R.)  s  -  (Hh 

il  viendra  finalement  pour  l'équation   homogène    de    la 
coordonnées  tétraédriques 

(2)      T  (AE)  -  (^^  +  £  H-  ^^  +  5-^  ((A  +  >«B  ^-  »C  +  pD) 
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I  bien,  en  remplaçant  ip{AIÎ)  par 
'        hihi  AiAs  h, 


T  (N"  63}, 

"  kJu" 


i  AD  +-  r4^  BC  -+-  -rV-  BD  +  r^  CD 


D^ 


A, 


(R-l 


)iC  H-  pD)  -=  0. 


Elle  renferme  quatre  paramètres  variables  l,  m,  n,  p  qui,  d'après 
l'idenlito  (I),  sont  des  fonctions  des  coordonnées  ilii  centre  et  du 
rayon  de  In  sphère.  La  première  partie  de  celte  èqnation,  c'est-à-dire 
(p(AB),  est  indépendante  des  quantités  A',  B',  C,  D'  R;  elle  sera 
la  môme  pour  toutes  les  sphères.  Sons  verrons  bientôt  que  la  fonction 
ifi(AB)  égalée  à  zéro  repri^scnte  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre; 
il  en  résulte  qu'une  sphère  quelconque  définie  par  l'équation  (5) 
est  rencontrée  par  le  plan  à  l'infini  suivanl  un  cercle  imaginaire 
ayant  pour  équations 


9{Ali)  = 


k^      ht 


Donc  toutes  les  sphères  passent  par  un  même  cercle  imaginaire 
h  l'infini. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (3)  représentera  une 
sphère.  En  effet,  connaissant  le  second  membre  de  Tidenlité  (I),  on 
exprimera  que  les  coefficients  des  variables  sont  égaux;  on  aura  ainsi 
quatre  équations  qui  ajoutées  à  la  relation  fondamentale 

A_       B       C       D__^ 

Al      ftï      As      Ai 
suffisent  pour  déterminer  les  valeurs  de  A',  B',  C,  D' et  R.  On  pourra 
ainsi  ramener  l'équation  (3)  à  la  forme  (l'j  ou  à  la  forme  (I)  qui  exprime 
la  propriété  caractéristique  d'une  surface  sphérique. 

128.  Trotiver  les  conditions  pour  i/ue  l'ê<juation  générale  du  second 
degré  représente  une  sphère. 

L'équation  générale  du  second  degré  en  coordonnées  téiraédriques 
est  de  la  forme 

(a)      a,iA=  -t-  «âîB^  ■+■  «sjC*  ■+■  a«D*  -4-  2awAB  -h  âfluAC  -i-  2auAD 
-i-  âaaiBC  -+-  2aï*BD  +  aajtCD  =  0. 
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Pour  qu'elle  représente  une  S[ihère,  il  faul  et  il  siilllit  qu'elle  puisse 
se  ramener  à  la  Curme 

^  yftifts  hJh  nihi  hihs  h^lu  Itzln      J 

/A       B        G       D\ 

-^  [anhik  -H  BsAB  -t-  a3îftîC  -*-  auhiTi)  \  -7- +  t  -^t  -^t\  =  ^- 
\n\       ht       hi       hij 

Comparons  eetie  équation  avec  la  précédcnle,  et  égalons  les  coefficients 
des  rectangles.  Il  viendra  les  égalités 


d\^       a,thi       anki 
hih,'^    h,    "^    h,    ' 

2<i„ 

,  d%       ciitli,       «53/1, 

2a,; 

'^  /.,*.*  S.  "^  ;., 

1  d\,        Oss/la       Uii/li 

2«., 

A5A4        A^          Aï 

2a2, 

Si  ces  relations  ont  lieu,  les  équations  (a)  et  («')  sont  identiques, 
puisque  les  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux.  On  obtiendra 
les  conditions  demandées,  en  égalant  les  valeurs  de  k  tirées  de  ces 
s  :  on  trouve  ainsi 


dît  ^^  ^ï^  '^  ^i 

"  <^  — =  ^^^  —  ^^^ 

ïl  faut  remarquer  que  l'équalion  («')  exprime  que  ia  section  de  la 
surface  par  le  plan  à  Tinfini  est  un  cercle  imaginaire  ;  de  sorte  que  toute 
surface  du  second  ordi-c  qui  passe  par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini 
est  une  sphère. 

13».  Trouver  l'équation  de.  (a  spkire  circonscrite  au  tétraèdre  de 
référence. 

Si  on  exprime  que  la  sphère  définie  par  l'équation  (5)  passe  par  le 
sommet  1  (—A(,  0,0,  0)  du  tétraèdre,  il  vient  /fei  =  0,  et,  par  suite, 
i^O.  De  même,  si  elle  passe  par  les  autres  sommets,  il  faudra  que 
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les  coefficients  m,  n,  p  soient  nuls.  Il  en  rcsiiho  que  l'équation   de    lii 
sphère  circonscrite  au  létraèdre  sera  (!c  la  forme 

(4)  ^AB  +  iAC  +  i!-AD  +  &-BC+,'?',*-»D  +  4-CD_0. 
*       ftifes  ftifts  ftirti  nshô  Wi  hihi 

Soient  A',  11',  C,  D',  R  les  coordonnées  il»  centre  et  le  rayon  de  cotte 
sphère.  Les  formules  qui  donnent  les  distances  d'un  point  de  l'espace 
aux  sommets  du  tétraèdre  (N"  64)  conduisent  aux  égalités 

Maïs,  d'après  la  relation  (V)  (N"  6'i-),  on  a 

En  substituant,  la  première  des  équations  (/()  devient 

Ih  Ih  "i 

ou  bien, 

/d%  d%    ,       dl,     \       „„,  /A'      B'       C       D'\        „ 

V^As  As  ht      )  \h%      Al      Aj      K) 

Si  on  transforme  semblablement  les  autres  égalités  (A),  on  pourra 
les  écrire  sous  la  forme 

2Rsl'  +  (2U^  -  «/%}  J^  +  (2R'  -  ''ï:,)^  +  {2It'  —  ^^^)\^ •*' 


yGoosle 


(2R'-rf^,)T--t-(2R= 


—   177  — 


^(2■i■ -<.)!- 


Ces  équa 

lions  permettent  de 

dctern 

iner  les  eoordennces  du  eentre  et 

c  myon  R.  l'élimination  de   A',  B',  C,  D'  donne,  ponv  ealeulep  R, 

'équation 

2R^               2R^— df^     2R^-rfj,     2R^— <;f, 

=  0, 

SR^—tiJ,     2R'               2R^— d^j     2R=— d^^ 

2R'  — df,     2R^— d^,     2R^               2R^— d^. 

2R*  — djj     2R^— d^j     2R^"d|,     2R' 

ou  bien,  en  retraneiianL  la  première  eolonne  de  celles  qui  suivent. 

2R«           -d;,         — d;,         —d]. 

=  0. 

^H^—d]^    d%              dl^  —  dl,^    d^2  — dli 

2R'— d;,   d'„—di,  d;,          d;,~d;. 

2RÎ— d^^     d?,— d^j     d],  —  d\^     d^^ 

D'où  on  déduit 

)— (if,     —d;,      -,P„ 

+ 

0      -d;,     -d;,    -et;. 

»  li;,       <i;,-iiu  ii;,— j;. 

-ii;.<î;.     ti!.-i';=i';,-i'î. 

4  d;,—d'„  d'„          <i;,-.J'„ 

-d;,d;,— d;,d;,       d;,-d|. 

t  i'„-dl.<ii,-di,d;. 

_d;.  d;,— d|,  d;,-ii'.  d;. 

Op,  on  sait  que  le  volume  du  tétpaèdre  est  déterminé  par  la  relation 

288Y"= 

d;,0     dj.ij;.  1 
d'„  d!,  0     d'„  1 

j;,  d;,  d"„  0    1 

0      d\^            rfj,            d'i,             1 

dl,  —di,     d;,-d;,  d'„-d;,  i 

<';,'':,-<i;,  -"i;,    «i'.— d?,  i 

t'î,  d:,-~d.;,  d:,-d;,  -ii;,      i 

11110 

i  1      0               0               0                0 

Ai       <^U        <^^4         1 
-d;,     d;.-d;,  di,—d\,  1 

"  d'„~d 

^IS- 

-t'îi  — «i:,       1  ! 
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Ce  dernier  délerminaiit  est  égiii  au  eoeffi 
D'un  aiiti-e  côl(^,  on  a  aussi 

3  <i^  3 (Jj  a  f'i  a  (^f  3 — (^j  i 

e  eolonnc  aus  sui 


iciit  do  2R^  dans  l'csqualion  (/'), 


0     d%  d\^  (if^ 


ç(AB)  =  _Ji.ABH--^AC  +  -eiAD-.-^B< 


SI  on  ajoute  la  prem 

En  substituant,  il  vient  fuialement  pour  l'expression  du  rayon  de  li 
sphère  eirconscrite  au  tétraèdre. 

0     (^|„  dU  rffi     . 


dl,  dl^  dl^  0 

180.   Trouver  l'équation,  du  plan  langn/d  à  tasphèi 
tétraèdre. 

Reprenons  l'équation  de  ccLfe  sphère 

cl  soiL  (A'fl'C'D'l  un  point  de  la  surface.  Une  droite  quelconque  menée 
par  ce  point  est  définie  par  des  équations  de  la  forme 

A  =  A'+3.,p,         B  =  B'-+-lsp,         C  =  C'-f-)„p,         D--I)'-t-).ip, 
Substituons  ces  valeurs  dans  î'équation  de  la  sphère  :  il  viendra 
(p  (A'B')  -t-  p  (l,f'.,  H-  Àa^',,  -+-  ïjç'o'  +  ).if\;j  -i-  p'9  (X|3.î)  =  0, 

c'a,}  9'b,i  tp'c,,  tp'c,,  sont  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  la  fonction 
ç  (AD)  pour  les  coordonnées  A',  B',  C,  D'.  Mais  le  point  (A'fi'C'D')  étant 
sur  la  surface,  (p(A'B')  =  0;  de  plus,  pour  que  la  droite  soit  tangente, 
il  faut  que  la  seconde  racine  de  l'inconnue  p  soit  nulle;  donc  les 
coefficients  directeurs  d'une  tangente  k  la  sphère  satisfont  à  la  relation 

En  éliminant  }.,,  A?,  Is,  ^t,  il  viendra  pour  l'équation  du  |ilan  tangent 
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au  point  (A'B'C'D'j 

(A  —  A')  cf>'„  -)-  (B  —  B')  9'„,  -V-  (0  ~  C)  cp',,  -i-  (D  —  D'}  q>'„,  =  0, 
ou  bien 

Aip'.,  +  Bcp'e,  -1-  Cç'c,  -+-  T>^\,  =  0, 
car,  la  fonclion  f  clant  homogène,  on  n  l'égalité 

A'ç'a,  -V-  B'9 'b,  -1-  C'<f\,  +  D'<p'n,  =  2(p  (A',  8',  C,  D')  =  0. 

En  substituant  nus  dérivées  leurs  valeurs,  l'équation  du  (iliin  langent 
h  la  sphère  circonscrite  peut  se  mettre  sous  la  forme 


"/ÔT^      ^--"^^ft.ft/' 


H  DA')  -1 


W.' 


rDB')H-T-f-(CD'  +  DC')  = 


En  particulier,  les  plans  tangents  aux  sommets  du  tétraèdre 

/(â  fiô  «4 

Al  ftî  fti 

h,  Aï  Aj 


Âi  Aa  Aj 

121.  Sphère  conjuguée  au  tétraèdre.  Clicrclions  les  valeurs  qu'il 
faut  attribuer  aux  coefficients  i,  m,  n,  p,  pour  que  l'équation  (5)  ne 
renferme  plus  que  les  carrés  des  coordonnées.  Si  on  égale  à  zéro  les 
coefficients  des  rectangles  des  variables,  on  trouve  les  relations 

.^  +  i.+.^  =  0      ^  +  -+-=0      iii  +  i+^  =  o 
fiiAs      Jii      lu         '     Ihh      /h      /((         '      Itiki      ht      kl        ' 


Asfeï      As      Aa        '     AiAi      ht      As        '     AsA*      A*      A3 
Ainsi  les  paramètres  l,   m,  n,  p   doivent   satisfaire  à  six  équations 
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dislincles;  donc,  en  généi'ftl,  il  n'est  pas  possible  de  faire  disparaître 


les  rectangle; 

i.  Si  on 

avait,  entre  les 

dléments  dn  tctracd 

les  relations 

il._ 

''l.        i''. 

<,       '1',       •!'„ 

k/nz 

'' h-Ju'     h,lh 

"ihh,'    (,,/,.  "Wt. 

les  équation; 

i  pi'écctlf 

intcs  donneraient  les  tigalites 

1       m 

,1       p 

l        n 

"fe"^/!,' 

En    substituant  dans  l'tiquation 

(S)   les   rapports  - 

/  m  >i      ^, 

-,  -,  —,  detci'- 

/'  P  P 
mines  par  ces  égalités,  elle  se  réduirait  à  la  Torme 

(5)         «iiA^  -t-  «saïî^  -H  «îjC*  -H  UitO'^  ^=  0. 

Or,  si  on  applique  la  méthode  du  numéro  précédent  pour  trouver  le 
plan  tangent  en  un  point  {A'B'C'D'),  on  obtiendra 

AF',,  -+.  BF'b,  •+-  CF'„  -1-  DF'.,  =  0, 

F  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  précédente,  F',„  F'n„ 
F'c,,  F'b„  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  F  quand  on  y  substitue 
les  coordonnées  du  point  de  contact.  En  remplaçant  les  dérivées  par 
leui's  valeurs,  le  plan  tangent  sera  représenté  par 

nuAA'  +  «îsBB'  -f-  a,sGC'  +  ti«DO'  =  0. 

Cette  équation  définit  aussi  le  plan  polaire  du  point  [A'ii'C'I)'),  lorsque 
ce  dernier  est  un  point  quelconque  de  l'espace.  Supposons  que  ce  point 
soit  le  sommet  1  du  tétraèdre;  on  aura  ]î'  =  C'  =  D'  =  0,  et,  par 
suite,  le  plan  polaire  correspondant  sera  aj,AA' =  0,  ou  A  =  0. 
On  verrait  scmblablemenl  que  le  plan  polaire  des  sommets  3,  3,  4  sont 
respectivement  les  faces  B  =  0,  C  =  0,  D  =  0,  Donc,  la  splièrc 
représentée  par  l'équation  (S)  est  telle  que  les  sommets  du    tétraèdre 
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soiU  les  paies  des  faces  oppostcs.  On  dit  alors  que  la  sphère  est  conjuguée 
au  télraèdre. 

Comme  il  n'est  pas  (oujours  possible  de  ramener  l'équation  d'une 
sphère  à  la  forme  (S),  il  n'existe  pas  en  générai  de  sphère  qui  soit 
conjuguée  à  un  tétraèdre  donné.  On  sait  que  le  pôle  d'un  plan  se  trouve 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  ce  plan,  de  sorte  que,  si  un  tétraèdre 
et  une  sphère  sont  conjugués,  les  hauteurs  du  tétraèdre  doivent  se 
couper  en  on  point,  centre  de  la  sphère. 

I    4.    ÉQt'ATiON    tiE    \A    Sl'UÈRE    EN    COORDONM'.ES    TANGENTIELLES. 

1S4.  Soit  une  sphère  de  rayon  r  rapportée  à  des  axes  rectangulaires; 

w,  u  et  w  les  coordonnées    d'un  plan   langent   à  la   surface;    o,  6,  c  les 
coordonnées  cartésiennes  du  centre.  L'équation  de  ce  dernier  point  étant 

au  -t-  bv  +  rw  — 1  =  0, 
on  sait  que  l'expression 

au  -i- hv  -t-  cw  —  \ 


[/m*  -+•  u^  -h  w^ 
mesure  la  distance  du  point  défini  par  l'équation  à  un  plan  quelconque 
(m,  V,  tv).  Or,  un   plan  langent  à  la  sphère  étant  toujours  à  la  distance  r 
du  centre,  ses  coordonnées  satisferont  à  l'équation 
au  +  bv  +  r,w  —  1 


(/«'  -4-  u^  +  te* 
En  élevant  au  carré  et  transposant,  elle  peut  s'écrire  sous  la  forme 
(i)         {au  -+  bv  -^cw  —  if  —  r^  (w^  +  îî*  -t-  w^)  =  0, 
ou  bien 

Mfj      (^2 ,.!^  „a  ^  (jji  —  ,-î)  y5  +  (c^  —  ï^)  w^  +-  2fl6«u  +  ^acuw 

-t-  2bcvw  —  2  (aw  +  6i;  -+-  ew)  -H  1  =  0. 
C'est  l'équation  tangentielle  de  la  sphère. 

Comparons  l'équation  générale  du  second  degré  en  m,  u  et  w 
Am'  -1-  A'u*  -+-  A"w'  +  2BWB  +  2B'mk!  -h  Wvv)  -h  2Cw 
-t-  2C'd  -1-  2G"w;  -+-F  =  0, 
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avec  la  précédente  :   il  viendra,  en  égalant  les  cocfiiciciits   des   mêmes 


En  éliminant  les  quantités  a,  b,  c,  r,  on  trouve  les  égalités 
C^  —  AF  =  C  —  A'F  =  C"'  —  A"F  ; 
^''  CC'  =  BF,       CC"  =  B'F,       C'C"  =  B"r. 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
du  second  degré  soil  identique  à  celle  de  h  sphère,  et,  par  suite,  les 
conditions  pour  qu'elle  représente  une  surface  sphérique.  En  admettant 
que  les  relations  [h)  soient  satisfaites,  il  viendra  pour  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon 

_      C C       .__£_'. 


y,  F^  pS 

Si  la  sphère  est  tangente  aux  plans  coordonnés,  les  quantités  a,  h,  c 
sont  égales  au  rayon,  et  l'équation  (!')  se  réduit  à  la  l'orme 

2r*  (ttv  -H  vw  -1-  wu)  —  2c  («  -1-  u  -t-  w)  +  1  =  0. 

Enfin,   si  Torigiiie   est   au  ccntie   de  la   îiplière,  on  aura  simplement 

r^  {u'  -t-  u^  -+-  wO  ~  1  =  0- 

133.  Trouver  l'équation  du  point  de  contact  d'un  plan  langent  à  la 
sphère  r^(u^  +  u»  -h  w*)  —  i  =0. 

Soient  (u'v'w'),  [u"v"io")  deux  plans  quckonques  se  coupant  suivant 
une  droite  D.  Us  sont  définis  en  coordonnées  cartésiennes  par  les  équations 

n'x  ■+■  v'y  -H  «/î  — 1=0,       u"x  ■\-  v"y  h-  w"z  — 1=0. 

Un  pian  quelconque  mené  par  D  et  représenté  par  l'équation 

v'x  -+-  v'y  +  vcfz  —  1  -i-  >  (m"*  +  v"y  +  w"z  —  1)  =  0 
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aura  des  coordonnées  de  la  forme 

m'  +  lu"  v'  ■+■  }.v"  w'  ■*■  Iw" 

Exprimons  que  ces  valeurs  satisfont  &  l'équation  de  la  sphère.  Il  viendra, 
en  développant,  l'équation  du  second  degré  en  X 


P'  =  r^  («'«"  -+■  v'v"  -1-  w  V)  —  1 . 

Elle  donnera  deux  racines  pour  X,  et,  par  suite,  on  peut  par  la  droite  D 
mener  deux  plans  tangents  à  la  sphère.  Cependant,  si  on  a  la  condition 

P'2_c'C"  =  0, 

les  racines  sont  égales  et  les  deux  plans  tangents  se  confondent  en  un  seul  : 
ce  qui  exige  que  la  droite  D  soif  langentc  à  la  sphère  en  un  point  du  ccrele 
d'intersection  du  plan  (u'b'w')  avec  la  surface.  Remplaçons  m",  i>",  w"  par 
les  variables  u,  v,  w;  la  relatioii  précédente  pourra  s'écrire 

(k)     [r^  (uu'  -V-  w'  -^  ww')  —  if  —  [r^  (it'  +  v^ -^  w^)  —  1] 
[r^  (m'3  +  t;'^  -4-  w'^)  —  1]  ==  0. 

Cette  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
passant  par  une  tangente  au  cercle  d'intersection  du  plan  (u'v'w').  Mais, 
si  ce  dernier  e-.t  un  plan  lanj^enl,  on  a 

,>(.--^»'« +  »'•)- 1-0, 

et  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

r^  {un'  -V-  vv'  ■+■  ww')  —  1  =  0: 

équation  qui  sera  vérifiée  pour  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
rencontrant  {u'v'w')  suivant  une  tangente  à  la  sphère,  c'est-à-dire,  pour 
les  plans  passant  par  le  point  de  contact  de  ce  plan.  C'est  l'équation 
demandée. 

Si  on  applique  la  même  méthode  à  la  sphère  définie  par  l'équation 

{<m  -I-  h-  +  ne  —  1)'  —  r^  [i,'-  -^-  v^  +  w^)  =  0, 
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on  trouvera,  pour  celle  du  point  de  contacl  d'un  plan  tangent  (ti'v'w'), 
{au  -t-bv  +  cw —  1)(qi!'  -^  bv'-i-  cw'  — 1)  —  r^{uu'  -¥  ve'  -ï-  tuM)')  =  0, 

134.  Trouver  l'équation  du  pôk  d'vn  plan  {u'v'w')  par  rapport  à  la 
sphère  r^  (m^  +  d*  -t-  w^)  —  1=0. 

La  relation  [k)  est  vpl'ifîéc  par  les  coordonnées  des  plans  passant  par 
une  tangente  quelconque  du  cercle  suivant  lequel  le  plnn  (ti'v'w')  ren- 
contre la  sphère  ;  parmi  ces  plans,  ceux  qui  sont  tangents  à  la  sphère  ont 
des  coordonnées  qui  annulent  le  polynôme  r^  (m^  -+-  v^  -+-  w')  —  1  ;  elles 
satisfont  par  conséquent  à  l'équation 

r'  (vu'  4-  vi>'  +  ww')  —1=0 
qui  représentera  un  point  commun  à  tous  les  plans  tangents  à  la  sphère 
suivant  le  cercle   d'iulcrscclion   du   plitn    (u'v'w')   on   !c   sommet  du 
cône  circonscrit  qui   touche  la  sphère  suivant  ce  cercle;  c'est  le  polc 
du  plin  {u'vV). 

a  35.  Équation  en  coordonnées  télraédriques  tangentielles.  Considérons 

maintenant  une  sphère  de  rayon  R  rapportée  î\  un  tétraèdre  dont  les 

sommets  sont  :   U  =  0,   V  =  0,   W  =  0,   T  =  0.   Soient  A,  B,  C,  D 

les  coordonnées  d'un  plan  tangent,  et 

;Ah-  wB-hwC  -i-pD  =  0, 

l'équation  du  centre  de  la  sphère.  La  distance  de  ce  point  à  uu  pian 

(A,  B,  C,  D)  est  exprimée  par  la  fraction  (N°  93) 

IK  •+-  mB  M-  «C  +  ;)D 

l  •^-  m -i-  n  ■*-  p 

el,  par  suite,  en  égalant  celle  cjdanlilé  à  R,  il  viendra  pour  l'équation 

tangentiellc  de  la  sphère 

M  -t-  mB  -+-  wC  -\-pT)       „ 

=  R. 

t  -{-  m  +  n  -{-  p 

Élevons  les  deux  membres  au  carré,  et  rendons  l'équation  homogène 
par  la  relation  fondamentale  entre  les  coordonnées  télraédriqiies  (N"  90); 
on  aura 

f>\'^  /l\  -^-  mH  -^  nC  -+-  pB  \ 


*  It'  V      l  +  w  +  n  +  p      } 
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Afin  de  simplifier,  posons 

l  _^R  m  _p.R 

l  -i-  m  -t-n  +  p       âV  '     J  -i-  m  +n  -t-  p       5V 

n  _  vR  p  _  ^ 

'/  -i-  »)  -)-  n  4-  î> ^  5V"  '     mm~+¥Tp^5V 

l'eqiiiilion  de  U  Sphùre  en  coordonnées  tansçonfielles  prendra  la  forme 
(2')         |aA,  bB,€C,dDY^QA-\-j!B  +  vC  +  pî))^; 
celle  du  centre  sera 

JA -t- fiB -I- vC -)-  TiD  =0, 
Candis  que  le  rayon  R  aura  pour  expression 

R-, '-1 


136.  Sphère  inscrite  au  tétraèdre.  Lorsque  la  sphère  touche  la  face 
du  tétraèdre  qui  renferme  les  points  V,  W,  T,  l'équation  précédente  doit 
être  satisfaite  en  posant  B  =  C  =  D  =  0;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 
a'A'  =  ^*A*,  ou  ^  =  a.  En  exprimant  que  les  coordonnées  des  autres 
faces  satisfont  à  l'équation,  on  trouvera  aussi  (j.  =  &,  y  =  c,  tt  =  d.  Il 
en  résulte  que  la  sphère  inscrile  au  tétraèdre  aura  pour  équation 
j  aA,  6B,  cC,  du  Y  =  (oA  -t-  6B  +  cC  +  <ÏD)'. 

Si  on  développe  cette  égalité,  on  verra  que  les  carrés  des  coordonnées 
vont  disparaître  de  l'équation  ;  de  plus,  le  eoeUicient  du  rectangle  AB  scru 

—  2a6  [eos  (ab)  -+-!]  =  —  i(i6  cos^  '-^  ; 


ceux  des  autres  produits  AC,  AD  etc.  se  trouvent  de  la  ] 
L'équation  précédente  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

a6ABcos^-^+  ncAC  cos*!^+  adADcos'^  h- 
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te  centre  sera  le  poicil  oA  +  6Ii  -+-  cC  +  rfD  =  0,   cl    le  rnyon  aura 
pour  valeur 


183.  Sphère  conjuguée  au  tètraèdm.  Après  avoir  développé  l'équa- 
tion  (2'),  on  verra  facilement  que  les  rectangles  disparaissent  avec  les 
conditions 

V  =^  —  ol>  cos  (a6),     Iv  =  —  ac  cos  {ac),    ït:  =  —  «i!  cos  {ad), 
.     fiï  =  —  6c  cos  (6c),    jtiT  =  —  6(i  cos  (6rf),     vrr  =  —  cd  cos  (cd). 

En  général,  il  ne  sera  pas  possible  de  déterminer  les  paramètres  î,ft,ï,iT 
de  manière  à  ce  que  l'équalion  (2')  ne  renferme  plus  que  les  carrés  des 
coordonnées.  Avec  les  conditions 

k  =  cos  {ab)  cos  {cd)  =  cos  {oc)  cos  {bd)  =  cos  {ad)  cos  {bc), 

on  aurait  pour  les  paramètres  les  valeurs 

a^  cos  (ah)  cos  (ac)  cos  {ad)         ,            b^  cos  (ab)  cos  {&r;)  cos  (bd) 
,.  =_ ^_ ,.^ /. 

a  „      c=  cos  (ac)  cos  (fie)  cos  {cd)         ^  d^  cos  {ad)  cos  (M)  cos  (crf) 

Dans  cette  hypothèse,  l'équation  (2')  pourrait  se  ramener  à  la  forme 
(a)  aiiA^  +  «ss8^  ■+■  ttssC^  +  HiiD'  ;=  0, 

et  représenterait  une  sphère  conjuguée  au  tétraèdre. 

Pour  le  démontrer,  cherchons  l'équation  du  point  de  contact  d'un 
plan  tangent  (A'B'C'D').  Soient  A"B"C"D"  les  coordonnées  d'un  plan 
quelconque;  les  équations  des  deux  plans  (A'B'C'D'),  (A"B"C"D") 
seront  (N"  66) 
nA'A  +  h?.'B  +  cC'C  -t-  dD'D  =  0,  flA"A  -i-  bW'B  -+-  cC"G  -4-  rfD"D  =  0, 
Celle  d'un  plan  quelconque  mené  par  leur  ligne  d'intersection  peut 

«  (A'  -t-  U")  A  +  fe  (R'  +  aR")  B  +  c  (C  -¥-•).€")  C -^- d  (D'  -+-  ÏD")  D  =  0, 
et,  par  suite,  nous  pouvons  prendre  pour  les  (■oordooncc  taiij^entiellcs 
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de  l'un  quelconque  de  ces  plans 

A  =  A'  -*-Î.A",  B  =  B'  +  /.B",  C  =  C'  +  ÂG",  D=D'  + /D". 
Solistituons  ces  valeurs  daus  l'équation  de  la  sphère.  Il  viendra 

anA'^+«îîll'^-i-MssC''-+-ai4l>'^-i-  2i  {a(tA'A"-f-as2B'îi"H-  ax^C'C-i-  «mD'D") 
-v  >'  («hA"^  +  «ssB"*  -1-  «ssC"^  4-  ««0''^)  =  0  ; 
équation  dont  les  racines  correspondent  aux  deu\  pl.ins  tangents  que  l'on 
peut  mener  à  la  sphère  pai'  la  droile  d,  intersection  de  deux  plans  quel- 
conques  (A'B'C'D'},  (A"B"C"D").  Si  le  premier  est  tangent  à  la  surface, 
on  a  OiiA"  -+-  OîaB'^  t-  «ssC*  ■+■  ««D'^  =  0  ;  l'équation  admet  une  racine 
nulle,  et,  l'un  des  deux  plans  tangents  coïncide  avec  le  plan  (A'B'C'D'). 
Les  deux  racines  sunt  égales  à  zéro  avec  la  condilion 

ai,A'A"  -+-  oaaB'B"  -^  ttssC'C"  +  a440'D"  =0, 

et  les  deux  plans  tangents  passant  par  la  droile  d  coïncident  avec  le 
plan  (A'B'C'D');  ce  qui  exige  que  le  plan  (A"B"C"D")  passe  le  point 
de  contact  et  rencontre  (A'B'C'D')  suivant  une  droite  tani^ente  à  la 
surface.  En  supprimant  les  accents  aux  lettres  A",  B",  C",  D",  il  viendra 
l'équation 

a.iAA'  -+•  «sïBB'  +  aôBCC  -+-  onDD'  =  0 

qui  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque  passant  par 
le  point  de  contact  du  plan  (A'B'C'D')  ;  c'est  donc  l'équalion  de  ce  point. 
Lorsque  A',  B',  C,  D'  représentent  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
de  l'espace,  l'équation  précédente  définit  {N"  134)  le  pôle  de  ce  plan 
par  rapport  à  la  sphère.  Or,  si  on  a  B'=C'  =  D'  =  0,  elle  se 
réduit  à  auAA'  =  0,  ou  A  =  0;  de  sorte  que  le  sommet  A  =  0 
est  le  pôle  de  la  face  opposée  ou  du  plan  passant  par  les  points  B  =  0, 
C  =  0,  D==0.  On  verrait  de  même  que  les  antres  sommets  sont  les 
pâles  des  autres  faees  par  rapport  à  la  sphère.  Donc  l'équation  (a) 
représente  une  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  de  référence. 
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CHAPITRE  Vir. 

S  P  H   ÈRE    (siUTh), 

SoMHiiiiE,  —  Sysièaie  de  deux  sphères;  phm  radieai.  Sphtru  aj/uiU  laiine  jilan 
radical.  Ccnlrci  de  simililude.  —  Système  de  (toîs  sphères;  ave  radient;  eentres 
de  simililude.  —  Système  de  quiiire  sphères;  centre  radical.  Sphère  laiiyente  à 
quatre  sphères  données. 

§    1.    SYSTÈME    DE    DEUX    SPIIÈIIES. 

198.  Considéfnns  les  deux  sphères  dcfiTiies  par  les  éqiinlions 
(0)         (i  -  a.)'  +  (j  -  i.)>  +  (,  _  ,.)-  -  ,-  =  0, 

(I)     (I  - «,)'  +  (ï  -  h)'  +  (z  -«,)■-'■;  -  0, 

que  nous  écrirons,   pour  abri?ger. 


(0) 

c„  =  o, 

(1) 

Ci=0. 

Si  on  retranche  membre 

à  membre  ces  égaliiés,  on  trouve 

l'<;qualion 

du  premier  degré 

(2) 

Co  -  C,  =  0, 

ou  bien 

I0\      (n n^r^lh fi.1«-4-f, 

1=0: 

elle  représentera  im  plan  qui  renferme  les  points  communs  aux  dcus 
sphères.  D'après  la  signification  du  premier  membre  des  équations  (0) 
et  (1),  chaque  point  de  ee  plan  a  la  même  puissance  par  rapport  à  ces 
surfaces,   c'esl-à-dire  que  les   tangentes    menées   d'un   point  du  plan 
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aux  sphères  sont  égales.  Le  pian  qui  jouit  di!  cette  iiropHétii  s'appelle 
le  plan  radical  des  deux  sphères. 

La  droite  des  centres  ayant  pour  équations 

X  —  Oo       y  —  60       z  —  Co 

Oi  —  ««        61  —  do        Cj  — -  Co 

on  voit  que  le  plan  (2)  est  pcrpendiculau'e  à  cette  droite.  Lorsque  les 
sphères  se  rencontrent,  le  plan  radiciiil  est  celui  qui  passe  par  leur  cercle 
d'interseclion  ;  si  elles  se  touchent,  c'est  le  plan  tangent  à  l'une  et  à 
l'autre  au  point  de  conlact  ;  enfin,  si  elles  ne  se  reneonlrcnl  pas,  le 
plan  radical  existe  toujours  et  passe  par  les  milieux  des  tangentes  com- 
munes. Dans  le  cas  particulier  de  deux  sphères  concentriques,  on  a 
ao  =  ai,  bo  =  b,,  co  =  Ci,  et  l'équation  (2)  se  réduit  à  une  constante 
égalée  à  zéro  ;  le  plan  radical  est  alors  à  l'infini. 

139.  Sphères  de  même  plan  radical.  L'équation 
(5)         Co  — ).C,=.0 

peut  se  ramener  à  la  l'orme  de  colle  d'une  sphère  en  coordonnées 
rectangulaires;  elle  est  satisl'aile  par  les  points  d'intersection  des 
sphères  (0)  et  (1),  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  X;  elle  définit 
donc  un  système  de  sphères  ayant  le  même  plan  radical,  le  plan  du 
petit  cercle  commun  aux  sphères  Co  =  0,  €,  =  0,  Les  coordonnées 
du  centi-e  de  l'une  des  sphères  du  système  (3)  seront 


L'élimination  de  J.  entre  ces  égalités  conduit  aux  équations 

f,,  —  a,      è,  — 6„      c,  —  e,' 

donc  les  centres    des   sphères  (3)  sont  situés  sur  la  droite  des  centres  des 
sphères  (0)et{1). 

Afin  de  simplifier,  prenons  le  plan  radical  pour  celui  des  yz,  et  la 
droite  des  centres  pour  axe  des  a:.  Une  sphère  quelconque  du  système 
sera  définie  par  une  équation  de  la  forme 

(4)        (»-p)'  +  ,,'  +  z'-r-_0. 
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Développons,  et  posons  m*  =  p:^  —  r^  ;  on  aiipii 

(b)  x"  -\-  y'  +  z'  —  2wa,  +  m  =  0, 
ou  f*  (lësigne  la  distnnco  dit  lenlre  i  lon^Lne  le  promiei  mcrobre  de 
cette  équation  se  rtduit  k  m'  pour  les  rooidonneis  de  1  origine  la 
quantité  Mi° ''ei a  une  conslanle  qui  rcpicsente  la  piii'isince  de  loiigine 
pai  lapport  a  une  sphère  (jui  Ittnque  ik  la  senc  Lorsque  le*  sphères 
se  coupent,  la  diffeieme  u" — r^  est  negatue  et  il  iaut  ittiibiiei 
le  si^ne  iiegitif  a  i«°  dans  le  piemiei  menibie  de  1  équation ,  dans  le 
cas  eontiaiie,  la  qiiantitL  m^  doit  ttiL  affeclte  du  signe  positif  Dans  la 
première  hypofhèse,  h  grandeur  ?w  =  ^/(j° —  )^  tst  inii)j,mine  tindis 
que  dans  la  seconde  elle  est  iLclle 

Dans  le  cas  parliculiei  ou  y  =  ±  m,  le  i  nvon  i  est  nul ,  les 
splietes  corre'ipondTnIes  "se  réduisent  a  deu\  points  de  I  a\c  dfi  t  situes 
i  égale  distance  du  plan  des  yz  ou  du  phn  ladieal  Ce  sont  les  sphèies 
limites  du  système  ;  elles  sont  réelles,  si  les  sphères  ne  se  rencontrent 
pas,  et  imaginaires,  si  elles  se  coupent  suivant  un  cercle. 

140.  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  à  un  système 
de  sphères  de  même  plan  radical  passent  par  une  même  droite. 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  [x'y'z')  par  rapport  à  une  sphère 
quelconque  de  la  série  est  représenté  par  l'équation 

{x  —  fi)  (ce'  —  p.)  -I-  yy'  -i-  zz'  —  »■'  =  0, 
ou  bien 

xx'  -*-  yy'  -i-  zz'  —  fi  (x  -i-  x'}  -i-  m*  =  0. 

Quelle  que  soit  la  valeur  du  paramèlre  ;j.,  ce  plan  renferme  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans 

xx'  -1-  yy'  -i-  zz'  -t-  m^  =  0,       a;  -+-  a;'  =  0  ; 

donc  les  plans  polaires  passent  pat'  une  droite  fixe.  Si  le  point  (x'y'z') 
appartient  au  plan  radical,  la  coordonnée  x'  est  nulle,  et  les  plans 
polaires  se  rencontrent  suivant  une  droite  dans  ce  plan.  Pour  le  point 
limite  (m,  0,0),  les  équations  précédentes  se  réduisent  à  une  seule 
X  -t-  m  =>  0  ;  de  même  pour  le  point  (—  m,  0, 0),  on  aura  a:  — ■  m  =  0. 
Ainsi,  te  plan  polaire  d'un  point  limite  est  invariable  et  passe  par  l'autre 
point  limite. 
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141.  Si  d'un  point  du  plan  r:idical  on  mène  des  tangentes  aux  sphères 
de  même  plan  radical  définies  par  l'équntîon 

Co  —  ÏC,  =  0, 
le  carré  de  l'une  d'elles  aura  pour  valeur 

car  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  radical  satisfont  à  l'égalité 
Co^^Ci.  Il  en  résulte  que  toutes  les  taiigenles  ont  même  longueur  et 
leurs  points  de  contact  appartiennent  à  une  sphère  dont  le  centre  est  le 
point  considéré,  et  le  rayon,  la  lon^çueur  commune  des  tangentes;  cette 
sphère  passera  par  les  points  limites,  car  les  droites  qui  joignent  ces 
derniers  au  centre  doivent  être  regardées  comme  tangentes  à  ces  sphères 
évanouissantes.  On  doit  donc  considérer  le  plan  radical,  comme  le  lieu 
des  centres  d'un  nouveau  système  de  sphères  jouissant  de  la  même 
propriété  et  passant  par  deux  points  fixes  de  l'espace. 

14a.  Centres  de  similiuide.  Soient  deux   sphères  Co  — 0,   Ci=0 
dont  les  centres  sont  les  points  représentés  par  les  équations 

Ao  ^«ow  "t-  bov  ■+■  CnW~  1=0,  Al  =  «!«  -1-  fiiu  -t-  CiM)  —  l  =0; 
les  cônes  eirconscrils  communs,  l'un  exlérieur  et  l'autre  intérieur,  ont 
leurs  sommets  S  et  s  sur  la  ligne  des  centres.  Plaçons  l'origine  des  axes 
coordonnés  au  point  S,  el  prenons  la  droite  des  centres  pour  axes  des  x. 
Le  plan  des  xz  rencontrera  les  sphères  suivant  deux  cercles  ayant  pour 
centre  extérieur  de  similitude  le  point  S;  on  aura  entre  deux  points 
homologues  A  et  a,  la  relation 


(a)  S,\  =  A  ■  Sa, 

k  étant  le  rapport  de  similitude  des  cercles.  Mais,  le  plan  des  xz  est 
quelconque  et  doit  seulement  passer  par  la  droite  des  centres  ;  la  relation 
précédente  aura  donc  lieu  pour  deux  points  quelconques  A  et  a  des  deux 
sphères  situés  sur  une  droite  issue  du  point  S,  ei,  par  conséquent,  elle 
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permet  de  passer  de  l'une  h  l'autre  quand  on  connaît  In  valeur  de  la 
constante  k.  Le  point  S  se  nomme  le  centre  extérieur  de  similitude  des 
deux  sphères;  le  point  s,  qui  jouit  des  mêmes  propriétés,  est  le  centre 
intérieur  de  simitiUide, 

Il  résulte  de  la  similitude  de  deux  cercles  dans  un  plan,  que  les 
points  S  et  s  divisent  harmonique  ment  la  distance  des  centres  ;  de  plus, 
les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  homologues  sont  parallèles.  Le 
centre  extérieur  de  similitude  s'obtiendra  en  menant  deux  rayons  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens,  et  en  joignant  leurs  extrémités  par 
une  droite  qni  rencontrera  la  ligne  des  centres  suivant  le  point  S;  le 
centre  intérieur  de  similitude  se  construit  de  la  môme  manière  avec  deux 
payons  parallèles  et  dirigés  en  sens  opposé.  Il  s'ensuit  que  les  points 
Sets  existent  toujours,  même  si  les  sphères  sont  intérieures  et  si  les 
cônes  circonscrits  communs  sont  imaginaires. 

SJ3.  Trouver  les  coordonnées  des  centres  de  sîmidliide  des  sphères 

c„  =  o,  c,  =  o. 

Nous  savons  que  ces  points  divisent  harmoniquemcnt  la  distance  des 
centres  définis  par  les  équations 

Ao  =  0,       A,  =  0; 
par  suite,  ils  seront  représentés  par  des  équiilions  de  la  forme 
(S)         An  —  L\,  ==  0,  (s)         A„  -4-  ItA,  =-  0. 

Le  paramèlre  k  est  ligal  au  rapport  des  distances  du  point  S  aux  centres 
des  sphères;  comme  ce  dernier  équivaut  à  —  i  on  aura  pour  les  équa- 
tions des  centres  de  similitude 

On  eu  déduit  pour  les  coordonnées  rectangulaires  de  ces  points 
an        8]  bu        b,  l'a        Ci 
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«^_^«, 

h,     h, 
'      ''        i        1  ' 

H      Cl 

^«'*"n 

h  — 

7,'^7, 

ibien 

a 

^r,  —  ttifo 

e„n—c,r. 

î-i  —  U     ' 

'     '        ,-,  „  j- 

Vl    -^   ''1^0 

c„r,  +  c,r^ 

14-i.  Trouver  les  équations  des  cônes  circonscrits  communs  aux 
sphères  C^  =0,   Ci  =  0. 

Si  on  désigne  par  a;',  y',  z'  les  coordonnées  du  sommet  d'un  eône 
circonscrit  à  la  sphère    C^  =  0,    son  équation  est  de  la  forme 

[(i  -  .,)  («■  -  ».)  -►(!/-  K)  {„■  -  6.)  +  (2  -  t.)  (2'  - 1.)  -  r;i' 

-  c.  [<«'  -  ".)■ + fa'  -  6.)' + (»'  -  o"  -  ra = 0- 

Remplaçons  a;',  y',  s'  pnr  les  coordonnées  du  poinl  S;  il  viendra 

[{:c-aMa,-a,)^{,j~b,)(^o-k)^{z~-c,){c,~c,)-r,(r,-r,)r 

-C„[Ol'  — (n  — (-0^  =  0, 

01  désigne  la  dislanue  des  centres  des  sphères.  On  peut  transformer  celle 

équation,  en  égard  à  la  relation 

\ 

-(Cl  —  C„)  =  («0  —  a,)  ^  -+-  iK  ~-bi)y  +  (Co  —  c,)  z 

car,  en  développant  la   quantité  élevée  au   carre  dans  l'équation,  on 
trouve  qu'elle  est  égale  k 

(«0  —  ai)x  -\-  (b^  —■  bi)  y  -t-  (c,,  —  ci)  z  —  a^  4-  an»,  —  bl  +  b„hi  —  c^ 

■1  2 

-t-  CoC,  —  r(,i-,  -t-  r^  =  -  [G,  —  C„  —  01    +  (i-,  —  roY]  ; 

par  suite,  l'équation  du  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  au  centre 
extérieur  de  simihlude  sera  de  In  forme 

[C,  -  C„  —W  ^  (r,  -  n)^f  -  4C„  [Îh'  -  {r.  —  r,)^]  =  0. 
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On  trouverait  semblablemenl  pour  le  cône  ([Qi  a  sim  sommtt  au  ceutre 
intérieur  de  similitude 

[C,  —  Co  — "Ûï^  +  ()o  -1-  r,yf  —  4Co  p'  —  {r,  +  nf]  =^ 0. 

145,  Trouver  les  équations  des  plans  polaires  des  ceiitrcs  de  simili- 
lude  par  rapport  aux  deux  sphères  Co  =  0,   C|=;0. 

Le  pliin  polaire  d'un  point  [x'y'z')  relativement  il  la  sphère  Co=  0  est 
représenté  par 

(x  —  ao) (x'  —  tto)  -t-  (y  —  bo)  (y'  —  ha)  -<:  (s  —  Cq)  (z'  —■  Co)  —  rl—0. 

Remplaçons  a*',  y',  z',  par  les  eoordonoées  du  point  S.  D'après  la 
transformation  préeédentc,  l'équHlion  du  plan  polaire  Uu  point  S  par 
rapport  à  C»  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Cj  —  Co  —  [Ôî^  —  (r,  —  rof]  =  0. 

Celle  du  plan  polaire  du  même  point  par  rapport  à  la  splièic  Ci  =  0 

(i  -  .,)  (I'  -  «,)  +  (j  _  6,)  (J'  -  6,)  +  (î  - 1.)  (»'  -  c)  -  r;  _  0, 
OU  bien 

C,  —  Co  -»-  jôl'  —  (r,  —  rof]  =  0. 

On  trouvera  également,  pour  les  plans  polaires  du  centre  intérieur  de 
similitude  par  rapport  aux  deux  sphères,  les  équations 

C,  -  C„  —  [Ôî'  —  (ro  +  r,)']  =  0, 
C,  —  Co  +  p'  —  (ro  -1-  r,y]  =  0. 


§    2.    SYSTÈME    U£   TROIS    SPHÈRES. 

146.  Considérons  les  sphères  représentées  par  les  équations 
(0}  Co  =  0,        (1)  C,  =0,        (2)  Ci  =  0, 
et  dont  les  centres  sont  les  points 

Ao  =  «oM  +  l>aV  -h  CnW  —  '1=0, 

Al  =  aiw  +  6tV  +  ciw? —  !  =0, 
As  =^  «sH  -h  biV  -t-  CîMî  —  1=0. 
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Les   plans    radicniis   ele   ces    ^phcres   prises  deux   à    deux    ont   pour 
équations 

Co  —  Cl  =  0,        Cl  —  Cî  =  0,        Ca  —  C«  =  0  : 
la  dernière  étant  une  conséquence  des  deux  autres,  les  plans  radicaux 
passent  par  une   même  lit'oile.  Cette  droite  se  nomme  l'axe  radical  des 
trois  sphères  (0),  (1),  (2).   Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
l'aiîe  rndicnl  vérifient  les  égalités 

Cû  =  C,  =  Cl, 

ei,  par  suîlc,  les  tangentes  menées  de  ce  point  ont  la  même  longueur. 
Donc,  l'axe  radical  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  qui  ont  la  même 
puissance  par  rapport  aux  trois  splières.  Comme  les  plans  radicaux  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  les  centres,  l'axe 
radical  sera  perpendiculaire  au  plan  des  centres.  Supposons  que  la 
■sphen  Co  =  0  soit  ^iinble  de  grandeur  et  de  position  dans  l'espace; 
elle  rcnconiieia  les  deux  anties  suivant  des  cercles  dont  les  plans  se 
couperont  tonjouis  dans  le  plan  radical  des  sphères  (0)  et  (1).  Dans  le 
cas  pniticulier  où  elle  sci  ut  tingcnte  aux  spiières  (0)  et  (i),  les  plans 
tangents  communs  jouiront  de  la  même  propriété. 

147.  L'cquation 

{4)        Co  +  >.C, +  ,aC.=0 
définit  un  système  de  sphères  qui  ont  le  même   axe  rtidical  que   les 
sphères  C,,,  Ci,Cs;   car,  si   d'un  point   quelconque  de  la  droite  ayant 
pour  équations 

Co  =  Cl  =  Cs, 
on  mène  une  tangente  à  l'une  des  sphères  (4),  l'expression 

Cq  -+-  ICi  -t-  ftCa 
■1    4-  X  +  Ji 

qui  représente  le  carre  do  celte  tangente  se  réduit  à 
C,(l-t->  +  »)_ 
1-1-J.  +  P  "' 

Il  en  résulte  que  la  longueur  de  celte  droite  est  indépendante  des 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  arbitraires  l  cl  [t,  et  tous  les  points 
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auront    mcme    intissam 


de   l'axe    radical     Co  =  C,=Ci 
à  toutes  les  sphères  du  système. 

Les    coordonnées    du     centre    de    l'une    d 
expressions 


1    +iH 


?/  =  ■ 


E    psir   rapport 
(4)   ont     pour 


-).  +  [/.  1  --i-  >.  -t-  ft 

On  en  déduit  un  chassant  les  dénominateurs 

(a:  —  «d)  -V-  J  {x  —a,)-i-ii.{x  —  «s)  =  0, 

(y  -  M  +  ï.  (î/ -  &.) -+- c  0/ -  f'^)  ==  o. 

L'élimination  des  paramètres  ï  et  ^  donnera,  pour  le  lien  des  centres, 


—  «1    X  —  Ba  ] 
-b,    y  — ôj. 


=  0- 


c'est  le  plan  des  centres  des  sphères  (0),  (1),  (2).  Il  rencontre  ecUcs-ci 
suivant  trois  grands  cercles  dont  les  axes  radicaux  vont  concourir  .iii 
pied  de  l'axe  radieal  des  sphères. 

148-  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  sphères  de 
même  axe  radical  passent  par  un  autre  point  fixe. 

Soient  x',y\z'  les  coordonnées  d'un  point  donné  ;  les  plans  polaires 
par  rapport  aux  sphères  (0),  (Ij,  (2)  sont  représentés  par  les  équations 
p^  =  (a:  —  Ou)  {x'  —  Oo)  -t-  (y  —  K)  {y'  —  &o)  -h  (s  —  c^)  (z'  —  c^)  —  r^  =  0, 
P.  =  (r  — «,)C'ï'-«0  +  (i/-M(y-M  +  («  — Ci)(«'-cO-rî=0, 
Vi  =  [x  —  Os)  (x'  —  as)  +  (y  —  6,)  (y'  —  6s)  -t-  (a  —  Cs)  (s'  —  Cî)  —  j-|  =  ft. 
Or,  si  on  forme  l'équalion  du  plan  polaire  du  même  point  relativement 
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Po  -t-  ÎP,  -+-  f/Ps  =  0 

qui  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  d'intepseclion  des  plans 
Poi  Pi,  Pa  quelles  que  soient  les  vitlours  des  parnmctves  ^  el  fi;  donc 
tous  les  plans  qu'elle  représente  passent  pur  ce  point.  Ce  dernier  est 
réciproque  du  point  donné,  c'est-à-dire  que  ses  plans  polaires  relolive- 
ment  aux  sphères  du  système  passeront  par  la  point  (x'y'z'). 

Un  point  de  l'axe  radical  a  pour  réciproque  un  point  de  cet  axe. 
En  effet,  îcs  cqUillions  des  plans  polaires  peuvent  se  mettre  sous  la 
ibrme(N''12fi) 

Co  -4-  C  -  {r  -  xT  ~  {y  -  yr  —  (ï  -  z'Y  =  o, 

C,  ^  C/  -[X-  x'Y  -iy-  y'f  ~{z~  zy  =  0, 

C,  H-  Cs'  -  (X  -  x'Y  -  (t,  -  yr  -  (î  -  zy  =  (I, 

Mais,  si  le  point  {r'ij'z')  est  sur  l'axe  radical,  on  doit  avoir 

par  suite,  son  réciproque,  ou  ie  point  d'inlcrseelioii  des  plans  qui  pré- 
cèdent, satisfera  aux  égalifés 

Co  =  C,  =  Cî 

et  apparliendra  aussi  à  l'axe  radical 

1J9.  Centres  (h  simililude.  Les  trois  sphères  Co  =  0,  C,  =  0, 
Cî  =  0,  prises  deux  ii  deox  donnent  six  centres  de  similitude  situés 
respectivement  sur  les  côtés  du  triangle  012  ;  les  équations  de  ces  points 
seront  de  la  forme 


(SJ      ^^'^-0, 

(^■1  î-î-"- 

(S.) 

„      *^.^  =  0, 

,„     ^.^  =  0. 

(«.) 

Les  trois  premières  i 

conduisent  à  l'idenlilc 

Ao 


—  =  0, 


(^t)^(^îOH^^)-■ 
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(ît,  p.ir  suite,  les  cBntres   cxlériciirs  tk  similitiidi^   sonl   en  ligne  tlroitc. 
De  pins,  on  en  déliait  encore 

(^^)-(^^)-(^^)-• 
(^^)-(^^)-(^^)-■ 

Donc,  deux  centres  iniérieurs  de  similitude  sont  en  lii^ne  droite  nvec 
l'un  des  Irois  centres  extérienrs.  Ainsi  les  six  centres  de  similitude  d'un 
sysîànic  de  trois  sphères  sont  situés  trois  à  trois  snr  quatre  droites  appe- 
lées axes  de  similitude.  Ces  droites  appartiennent  évidemment  au  plnn 
des  centres  des  sphères. 

Les  équations  précédentes  permellenl  d'écrire  immédiatement  les 
coordonnées   rectangulaires    des   centres  de  similitude.  En  parlicitlier, 


des  points  S^  et  Si  s 

■cront 

Hics  —  a^r, 

-6.I-, 

:~r, 

(itr«  —  flofi 

I,,.-. 
»i— — 

-h^. 

r,!-2   —  Csl-i 


ro  —  r-i  r„  —  n 

On  sait  que  les  cosinus  directeurs  d'une  droite  qui  passe  par  deux 

points  sont  ppoporlioniieis  aux  différences  Xi  —  x^,  ?/i— ,'/oi  ^i  —  ^u- 

il  résulte  des  expressions   précédentes,   (juc  les  cosinus  directeurs  de 

l'axe  extérieur  de  similitude  seront  respectivement  proportionnels  aux 

i\  (ai  —  da)  -I-  r,  («s  —  a^)  -t-  n  (a„  —  «0, 

'■(>  (<^f  —  "2)  -t-  '■)  (Cî   —  "„)   -H  l-î  {C^  Cj). 

Enfin,  nons  ferons  encore  observer,  que  les  coefficients  des  variables 
X,  1/  el  z  dans  l'équation  du  premier  dti^ré 

n  (Cl  —  Cî)  -h  >■,  (C,  —  C„)  H-  n  [C,  —  C.)  =  0 

sont  précisément  les  mômes  quantités,  et,  par  suite,  elle  représentera  un 
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|)laii  pftssniil  pnr  l'axe  nidkal  cr.  |jer(ii;niU(iulniL'C  ii   l'axe   cMérieui-  de 
similitude. 

ISO.  Trouver  les  équations  des  droites  conjuguées  de  l'axe  extérieur 
de  similitude  par  rapport  aux  sphères  C»  =  0,  Cj  =  0,  Cs  =  0. 
Nous  Bvons  tmiLvo  (N"  145)  pour  le  plan  polaire  du  point 

,s.)    l--i;»o 

par  rapport  à  la  splière  C<,  -^  0,  l'équiition 

U)     Co-Cn-[()T'-(r„-n)']  =  0. 
Le  plan  polaire  du  point 

par  l'apport  à  In  même  sphère,  sera 

(a,)     Co  —  C,  ■*-  [Ôï'  —  (*-o  —  r,y]  =  0. 

Les  équations  («s)  et  («,)  prises  ensemble  représentent  la  droite  con- 
juguée de  l'axe  extérieur  de  similitude  par  rapport  à  la  sphère  Co=  0  ; 
car  les  plans  polaires  de  deux  points  d'une  droite  se  coupent  suivant  la 
conjuguée  de  celle  droite.  On  aurait  des  équations  analogues  pour  les 
droites  conjuguées  relativement  aux  autres  sphères. 

On  sait  que  la  droite  conjuguée  est  la  corde  des  contacis  des  plans 
tangents  k  lu  sphère  menés  par  la  droite  donnée  ;  donc,  si  on  joint  aux 
équations  (a,),{a.i)  celle  de  la  sphère  Cp  =  0,  on  aura  un  système 
de  trois  équations  qui  permettent  de  calculer  les  points  où  les  plans 
tangents  menés  par  l'axe  extérieur  de  similitude  louchenlla  sphère  Cq  =  0. 

g    â.     SÏSTÈSIE    DE    QUATIiE     SPIIÙRES. 

151.  Soient  les  équations  de  quatre  sphères  quelconques 

Co  =  0,       C,  =  0,       Cs  =  0,       Ci  -=  0. 
Les  axes  radicaux  de  ces  sphères  prises  trois  h  trois  sont  représenté» 
par  les  équations 

(0,1,2)       C„  — Cf=0,       C.~-C3  =  0,       Cî  — Co  =  Oi 
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(1,2,5)       C,  —  C5  =  0,  Cs  — C3  =  0,  Cs— G,  =  0; 

(■i,  3,  0)      Cs  —  C;  =  0,  C,  —  Co  =  0,  C„  —  Cs  =^  0  ; 

(5,  0,  1)       C  — Co  =  0,  Co  —  Ci  =0,  Cl  —  Cj  =  U. 

11  csi  visible  que  ces  droites  concourent  eti  un  même  point,  celui  qui 
répond  aux  égulités 

Cc  =  Ci  =  Cî  =  C.. 

Ce  point  s'apelle  le  centre  radical  des  sphères  données;  il  jouira 
de  la  propriété  d'uvoir  la  même  puissance  par  rapport  à  chacune  d'elies, 
e'csl-à-dii'e  que  les  tangentes  aux  sphères  issues  de  ce  point  seront 
égales;  ce  sera  le  centre  d'une  sphère  qui  passera  par  les  points  de 
conliict  de  ces  inngenies  et  ayant  pour  rayon  Jeur  eoniniune  longueur. 
Le  eentre  de  cette  sphère  est  déierminé  par  les  égalités  précédentes 
tandis  que  le  rayon  est  la  valeur  de  Tune  des  fonctions  Co,  Ci,  Cs,  Cj, 
lorsqu'on  y  substitue  les  coordonnées  du  eentre. 

Supposons  que  la  quatrième  sphère  Ca  soit  variable,  et  soit  D  l'axe 
radical  des  sphères  restante».  Quelle  que  soit  la  position  du  eetitre,  la 
sphère  Cj  rencontrera  les  autres  suivant  trois  cercles  dont  les  plans  iront 
se  rencontrer  sur  la  droite  D;  dans  le  cas  particulier  d'une  sphère 
tangente  aux  trois  autres,  les  plans  tangents  communs  formeront  un 
angle  trièdre  dont  le  sommet  sera  sur  la  même  droite. 

1S9.  Centres  de  similitude.  Si  on  combine  les  sphères  deux  à  deux, 
on  obtiendra  deux  centres  de  similitude  situés  sur  chaque  aj'ète  du 
tétraèdre  quia  pour  sommets  les  centres  des  sphères;  ces  douze  points 
seront  représentés  par  les  équations 


Af 


=  0, 


Ai 


-  =  (),      — 1  =  0, 


(P')     zr-^ 
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lus  ccnires  des  sphères  proposées  étant  définis  par 

Ao  =  0,       k,  =  0,       Aï  =  0,       A,  =  0, 

Les  Irois  équations  (a')  sont  une  conséquence  des  équations  (a)  ;  il 
s'ensuit  que  les  six  premiers  centres  de  similitude  se  Irouvcni  dans  un 
même  plan.  De  même,  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  retranchant  membre 
à  membre  trois  équations  faisant  partie  des  systèmes  ((3)  et  (^'),  on 
retrouve  Irois  équations  appartenant  aux  systèmes  («)  et  (a').  Donc, 
trois  centres  de  similitude  de  la  seconde  espèce  sont  dans  un  même  plan 
avec  trois  centres  de  similitude  de  la  première  espèce.  Pour  chaque  système 
de  trois  sphères  on  a  quatre  axes  de  similitude,  de  sorte  que  les  douze 
centres  de  similitude  seront  situés  trois  par  trois  sur  seize  droites  ou 
axes  de  similitude.  De  plus,  ils  seront  six  par  six  dans  un  même  plan 
appelé  plan  de  similitude;  il  y  aura  huit  plans  semblables  s'entrccoupant 
suivant  les  axes  de  similitude. 

Iftï.  Tromier  le  pôle  d'vii  plan  de  similitude  par  rapport  ù  la 
sphère  Ce  =  0. 

Cherchons,  par  exemple.  Je  pôle  du  plan  de  similitude  qui  renferme 
les  points  (a)ct(«').  Nous  désignerons  ce  plan  par  iz,  et  nous  l'appelerons 
plan  extérieur  de  similitude  pour  le  dislînguer  des  autres.  Nous  avons  vu 
précédemment  que  le  plan  polaire  du  point  (N"  150) 

(S„     ^--^ji-o, 

par  rapport  à  Co  =  0,  est  représenté  par  réqualion 

De  même,  les  plans  polaires  des  points 

ro        rs  Va        r, 

par  rapport  à  la  même  sphère  seront  définis  par  les  cqualious 
Co  —  Cî  +  02'  —  (ro  —  r^Y  --.  0, 
C„  —  Cj  -V  05'  —  [r^  —  r^f  ^  0. 
Le  pôle  du  plan  tt  est  riiilerscclioii  do  ics  trois  plans,  cl  par  suhe. 


y  Google 


—  -iQ'i  — 

ses  coordonnces  l'obtiendront  en  résolvant  ces  équiilious   pai'   rappoil 

On  trouv    a     fâ    Icn  nt  les  équaiions  analogues  qui  détermiiieni  le 

pèle  du  me    e  pla     pa  pporl  aux  autres  sphères,  ainsi    que    celles 

du  pôle  d"un          e  pi  de  similitude  relalivemcnt  à  J'uiie  des  sphères 
données. 

154.  Sphère  tangente  à  (juatfc  sphères.  Soient 

(!)  Co=0,     Cj=0.     Ci  =  0,     C;  =  0 

les  équaiions  de  quatre  sphères  données,  les  coordonnées  rectangulaires 
du  cenlre  et  le  rayon  de  chacune  d'elles  étant  respectivement 

«u,     ''o,     Cij,     )■(,; 


K 


Désignons  par  s  le  centre  d'une  sphère  qui  touche  les  autres  intérieure- 
ment, et  par  r  le  rayon.  Le  contact  de  deux  sphères  ayani  lien  sur  la 
droite  qui  réunit  leurs  centres,  on  doit  avoir  les  égalités 

(2)  .T  =  (r  +  ro)%  Sl'  =  (i-  +  r,f,  is' =  (r -t- r^V,  ^' =  (<■ -t- r,)^; 
0,  1,  2,  3  sont  les  centres  des  sphères  données.  Mais  on  sait  que  la 
distance  sO  a  pour  espression 

sD^  =  (a:  —  aaY  -^  {>J  —  6o)*  ->-  {z  —  Cu)  =  Co  -4-  ri 
où  X,  y,  z  représcnlent  les  coordonnées  du  point  s.  Les  égalités  précé- 
dentes peuvent  donc  se  mettre  sous  la  l'orme 

(2')  U^rl^{r+n)\  C,H-r|=(r  +  n}%  Cf^r\-={r +  n)\ 
%  +  r\  =  [r  +  rj. 
Ces  quatre  équaiions  renferment  la  solution  analytique  du  problème; 
elles  permettent  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
d'une  sphère  tangente  aux  sphères  données.  Nous  avons  supposé  que 
la  sphère  touchait  intérieurement  les  autres  pour  écrire  les  égalités  (2)  ; 
dans  le  cas  d'une  sphère  tangente  extérieurement,  il  faudrait  attribuer 
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ïe  signe  négaliT  aux  rayons  )\,  j-j,  Cî,  j's.  Enfin,  qncWe  que  soil  fa  splièrc 
tangente  aux  sphères  données,  on  pourra  toujours  écrire  quatre  équa- 
tions de  la  forme  (2)  ou  (2'),  en  ayant  soin  de  donner  le  signe  —  aux 
rayons  des  splières  touchées  extérieurement.  En  énumérant  toutes  les 
combinaisons  différentes  que  l'on  peut  former,  on  trouve  que  le 
problème  proposé  admet  en  général  seize  solutions;  le  nombre  de 
solutions  réelles  dépend  de  la  position  des  sphères  données. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  de  In  sphère  touchant  toutes  les 
autres  intérieurement  ou  extérieurement,  et  nous  allons  déduire  des 
équations  précédenl«s  le  moyen  de  construire  l'une  de  ces  sphères. 

155.  Si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  {2'),  on  trouve 
les  égalités 

(3)  Co-C,=  2r(ro~n),    C„-C.  =  2r  (,-„^  rO,     C„^  C,=  2r  (r„ -r.) 

(4)  C  — Cî=2r(r,  — 7-,},     C,  — C,=  2r  (n-rj),    C^—C^==2r{n-n); 

elles  ne  forment  que  trois  équations  distinctes,  car  les  trois  dernières 
se  déduisent  des  précédentes  par  soustraction.  Eliminons  r  enli'c  les 
égalités  (5)  ;  il  viendra 

=  0, 


('■.■ 

-r 

.)(C.- 

-c.,) 

-(r. 

- 

n)(C. 

.  —  Cs) 

= 

('. 

-'■ 

.)(&.- 

-C) 

-(!•. 

- 

.-,)(& 

c: 

1- 

(S)     r. 

,(C. 

.  —  c; 

!  +  >-, 

(C.- 

C; 

1  -1-  r. 

(C- 

c. 

(6)     r, 

i(C: 

■.-K,] 

1  -i-rs 

(C- 

■C. 

)  +  r. 

,(C,- 

■Cl 

=  0. 

Ces  équations  restent  invariables,  si  on  change  le  signe  des  quantités 
Vo,  r„  l'a,  r^;  comme  elles  découlent  des  égalités  (2'),  elles  seront  salis- 
faites  par  les  coordonnées  du  centre  d'nne  sphère  qui  touche  intérieure- 
ment les  sphères  données  ou  extérieurement.  Les  différences  Cs  —  Ci,  etc. 
étant  du  premier  degré  en  a;,  y,  z,  les  équations  (5)  et  (0)  définissent 
deux  plans  passant  par  le  centre  radical  et  se  coupant  suivant  une  droite 
qui  renferme  les  centres  des  deux  sphères  tangentes.  Or?  la  première 
représente  (N"  149)  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  extérieur  de  simili- 
tude des  sphères  0,  i,  3;  la  seconde,  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
extérieur  de  similitude  des  sphères  0,  2,  5  ;  donc  le  plan  tt  qui  renferme 
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A,      A, 


rst  à  lii  fois  |ierpeniiieii!aire  yiK  plans  (H)  c(  (6)  iiinsi  qn'à  leur  inlcr- 
swtion. 

Donc,  hs  centres  des  deux  sphères  latigenles  inlérieuretneiit  et  esté- 
rieurement  aux  sphères  données  sont  situés  sur  ta  perpendiculaire 
tthaissée  du  centre  radical  sur  le  plan  extérieur  de  similiCade. 

Par  une  tpansfornintion  semblable  des  équaiîons  (2')  lorsque  les  rayons 
'"o!  fj,  rs,  1-,  ne  sont  pas  tous  de  même  signe,  on  arriverait  à  e«tU! 
proposiiion  générale  : 

Le  centre  des  seize  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données  sont 
situés  deux  par  deux  sur  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  radical 
stir  les  huit  plans  de  similitude. 

ISfi.  Désignons  pur  S  la  splièi'C  qui  louclie  les  autres  intérieurement, 
et  cherelions  les  cnordonnées  x',  y',  z'  du  point  où  elle  est  tangente 
à  la  splièreGo  =  0.  Ce  point  divise  la   distance  sO  en   deux  segments 

doni  le  rapport  est  égal  à  — ;  on  aura  donc 


d'où  l'on  déduit 

,('--^ '■■)"'-".       ^,^(.--^.-.l../-rf.               (,-^,;].'-rc, 
f  '      'J-~' ~. '      ^        T 

Comme  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  centre  s,  ces  valeurs  doivent 
salisfaipc  aux  équations  (â).  Avant  d'y  faire  la  subslitution.  il  faut 
remarquer,  qu'en  remplaçant  dans  un  polynôme  du  premier  degré 
de  la  l'orme  ax  -t-  bij  +  cz  +  d  les  variables  par  les  expressions 
précédentes,  on  trouve 

^^(«x'  +  b,/  +  «■  +  ,1)  -  -(o..  +  ».  +  ce,  ->-  ,t]  ; 
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c'est-à-dire  que  le  résultai  est  cjj;al  au  polynôme  proposé,  où  x,  y,  z,  sont 

rcmpiaccs  par  x',  y',  i',  miiliiplié  par ,  moins  le  produit  de—  par 

la  valeur  du  polynôme  pour  les  coordonnées  Of,,  6,,,  c,.  En  vertu    de 
cette  règle,  la  première  des  équations  (3)  deviendra,  après  la  substitution, 

+  hl  ■\-cl  —  ri  —  flj  —  6«  —  cj  -V-  )-J]  =  2?-  (»■„  —  r>), 
ou  bien 

('^--~)  (V  —  Ci') -1- ^  (Ôï' -t- r^  —  r^)  =  2r  C-o  —  ri) . 

En  simplifiant,  ceflc  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Co'  —  C  -4-  ■■-''     |;ôï°  — (fo  — n)^]^0. 

On  trouvera  aussi  pour  les  deux  autres  équations  (3),  après  la  même 
substitution, 

Co'  —  Cs'  ^-Ji—[(^'  —  {u  —  rif]  =  0, 

C/  ~  C-:  -1-  -^^  [ÔB'  —  (!•„  —  r,)=]  =  0. 

Il  en  résulte,  en  supprimant  les  accents,  que  les  coordonnées  du  point 
de  conlact  de  la  sphère  S  sur  Co  satisferont  aux  équations 

Co  —  Cj  '■  „ 


ôî" 

- 

{'•,- 

"Y 

r-^  T., 

' 

(') 

C, 

-C, 

;- 

rs- 

'- 

(f.- 

r,)' 

Ô3' 

C. 

-c. 

[n- 

"^ 

■   + 

r  +  n 

.  0. 

On 

en  déduit 

par  soustraction 

(8) 

C- 

—  1 

'-'.i 

~ 

c-c, 
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c-c. _A=S__=o. 

02  —  (r,  —  nf  03-  —  (r„  ~  r^f 
Ces  équations  représentent  deux  plans  qui  renferment  le  centre  radieal 
et  le  point  de  contact  de  S  sur  la  sphère  Co  ==  0  ;  prises  simulEanéraent, 
elles  déterminent  la  droite  qui  joint  ces  delix  points.  De  plus,  elles  ne  . 
changent  pas,  si  on  remplace  »o,  n,  n,  r,,  par  —  n,  —  n,  —  n,  —  r^  ; 
donc,  la  droite  qu'elles  représentent  passe  aussi  par  le  point  de  contact 
sur  Co  =  0  de  la  sphère  tangente  extérieurement.  Or,  si  on  retranche 
membre  à  membre  les  équations  {N°  ISâ)  qui  déterminent  te  pôle  liii 
plan  extérieur  de  similitude,  on  retrouve  les  égalités  (8)  et  (9).  Donc,  la 
droite  qui  joint  le  centre  radical  au  pôle  du  plan  tt  par  rapport  à  Co, 
renferme  les  points  de  contact  des  deux  sphères  tangentes  intérieurement 
et  extérieurement  aux  sphères  données.  On  arrivera  évidemment  à  une 
conclusion  semblable  pour  les  autres  sphères  d,  Ca,  Cj.  Ainsi,  les  droites 
qui  joignent  le  centre  radical  aux  pôles  du  plan  extérieur  de  simililude 
détermineni,  far  leurs  intersections  aoec  les  sphères  données,  les  points 
de  contact  des  deux  sphères,  l'une  tangente  intérieurement.  Vautre 
tangente  extérieurement  aux  proposées. 

En  généralisant  ce  résultai,  on  aura  la  proposition  suivante  : 
Étant  choisi  à  volonté  tin  plan  de  similitude  d'un  système  de  quatre 
sphères,  les   droites  menéifs  du  centre  radical  aux  pôles  de  ce  plan  par 
rapport  à  chacune  d'elles  les  rencontrent  en  huit  points  qui  seront  les 
points  de  contact  de  deux  sphères  tangentes  à  la  fois  aux  proposées. 
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CHAPITRE     VIII. 

SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 
(Coordonnées  citrtésieiines). 


Sommaire.  —  Équation  générale  des  surfaces  rf«  sixiind  ordre.  Centre,  —  Flan  diaïnélral 
el  diamètre.  Simpli/icatîon  de  l'équation  générale.  —  Plana  principaum ,  Eqiiations 
ownnœes.  Sarfai:e  de  rénoliilion .  —  Plan  langent  et  plan  polaire. 

15T.  L'équatioD  générale  du  second  degré  par  rapport  aux  coor- 
données cartésiennes  est  de  la  forme 

(1  )        Ax^  -t-  AY  -i-  A"z*  -«-  ^Hyz  ■*-  iWzx  ■+■  ^B"xy 
-t-  2Ca:  -1-  %C'y  +  2C"s  H-  F  =  0. 

Après  avoir  divisé  le  premier  membre  par  l'une  des  eonstiintes 
A,  A'  etc.,  elle  renfermera  neuf  paramètres  arbitraires.  Ainsi,  en 
général,  une  surface  du  second  ordre  est  complétemenl  déterminée  par 
neuf  conditions  géométriques,  chacune  d'elles  donnant  lieu  à  une  rela- 
tion unique  entre  les  paramètres;  par  exemple,  si  ia  surface  était  assu- 
jettie à  passer  par  neuf  points  donnés,  l'un  d'eux  étant  (x'j/V),  on 
aurait  neuf  équations  de  la  forme 

Ar'*  -H  Ay^  -1-  A"s'^  H.  ^^y'z'  ■+■  2BVa;'  -h  2B"x't/' 

-+-  2Ca;'  ^-  2C'i/'  -h  2C'V  +  F  =  0, 

qui  donneraient  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coefficients  inconnus. 

Neuf  points  quelconques  de  l'espace  déterminent  donc  une  surface  du 

second  ordre  et  une  seule. 


y  Google 


—  208  — 

La  nalore  di;  la  sui'facc  représentée  pnr  l'équation  (1)  dépend  des 
valeurs  atlrîbuées  aux  paramètres.  Au  lieu  de  suivre  la  méthode  de 
discussion  employée  en  géométrie  plane,  pour  mettre  en  évidence  la 
forme  et  le  nombre  de  surfaces  distinctes  qu'elle  définit  analytiquement, 
il  est  avantageux  d'exposer  d'abord  les  propriétés  du  centre  et  du  plan 
diamétral  afin  de  rameucT  l'équation  à  des  termes  plus  simples. 

Il  importo   de   remarquer  qu'on   rend   l'équation    (1)    homogène,  en 

remplaçant   les    variables   par    les    rapports  -,    -,    -  et    en    chassant 
ensuite  le  dénominalcur  ;  elle  devient  ainsi 

(2)      Ax^  -t-  Ay  +  A'V  -y-  2Bf/;  +  Wzx  -i-  2B"xy 
-I-  Cxt  +  2C'y(  +  2C"2(  -t-  F(^  =  0. 
11  suffit  de  poser    l  ==  1     pour  retrouver  la  première. 
On  peut  encore  employer  une  notation  plus  symétrique  et  écrire  pour 
l'équation  homogène  du  second  dejçré 

(5)       a,\x^  -i-  a^iy^  -t-  «132^  +  ««(^  4-  2ajsa;)/  -1-  ^at^xz  -t-  2ttux( 
-*-  2assî/2  -1-  ^(i^iyt  ■+■  'iatiZl  =  0. 

15s.  Le  centre  d'une  surface  est  un  point  fixe  divisant  en  deux 
parties  égaks  toute  droite  (/ui  le  traverse  et  qui  est  terminée  à  ta 
surface. 

Soit  C  le  centre  d'une  surface  représentée  par  l'équation  (1);  menons 
pai"  ce  point  une  droite  qui  rencontre  la  surface  en  deux  points  Mi{XiyiZi), 
Hi{xiyîZi);  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  MtMi  ou  du  point  C 
seront 


Si  on  suppose  l'origine  au  centre,  ces  valeurs  doivent  être  nulles,  et, 
par  suite,  a:^  =  —  xt,  yi^=  —  t/i,  Za  =  —  z,.  Ainsi,  toute  droite 
mcucc  par  l'origine  rencontrera  )a  surface  en  deux  points  dont  les 
coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires.  L'équation  (i)  devra 
être  satisfaite  à  la  fois  par  les  valeurs  {x,,t/,,  z,)  et  (—  X|,  —  yi,—  ^1); 
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par  conséquent,  les  termes  du  premier  degré  ne  peuvent  pas  se  trouver 
dans  l'équation  et  les  coeflicients  C,  C,  C"  seront  nuls.  Donc,  lorsque 
Corigine  des  coordotmées  est  au  eentre  d'une  surface  du  second  ordre, 
l'équation  <jui  la  représente  ne  renferme  pas  les  termes  da  premier 
degré. 
Celte  propriété  va  nous  conduire  aux  équations  qui  déterminent  le 


l5ft.  Désignons  par  oii,  y,,  Si  les  coordonnées  inconnues  du  centre 
de  la  surface  définie  par  l'équation  (1),  et  transportons  l'origine  en  ce 
point  en  conservant  la  même  direction  pour  les  axes.  L'équation  de  la 
surface  rapportée  aux  axes  nouveaux  s'obtiendra  en  subsiituant  à  x,  y,  z, 
les  valeurs  a;,  ■+■  x',  yi  -i-  y'  3i  -»-  s'.  En  développant,  l'équation 
nouvelle  peut  se  ramener  à  la  forme 

Ax'»  -t-  A'y'^  -¥■  A"z'^  +  2B»/'ï'  +  "iWz'x'  -+-  2B'Vi/'  ^  2  {kxi  -t-  B"yi 
-H  B'2i  -t-  C)  a:'  -t-  2  (B"x,  -i-  A'i/i  -t-  Be,  -i-  C')i/'  ->-  2  (B'a;,  -+-  Bî/,  ■+■  A"s, 
+  C")  z'  -+-  kx\  -^  k'y\  -H  k-'z\  -t-  âBf/,!i  -4-  SB'Six,  -»-  2B"ar,y,  -t-  ICxi 
-t- 2C')/, -i- 2C"e,  +F=0. 
Représentons  par  /  (a:,  y,  z)  le  premier  membre  de  l'équation  (1),  et 
par  fJi  f,j',  fj  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  par  rapport 
à  X,  y,  z  :  l'équation  précédente  pourra   s'écrire,   en  supprimant   les 


(4) 

A^*  -1-  A'y^  -^  \"z^  -t-  2Bî;e  -4-  ^Wzx  H-  âB"a;»/ 

+  i/'.,  +  jf,.  +  ïf .,  +  /il,,  !»,  J.)  =  0. 

Or,  Vor^ine  étant  au  centre,  les  coefficients  du  premier  degré  doivent 
être  nuls;  ce  qui  exige  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  les 
équations 

/.'-o,    /i'-o,    /;'  =  o. 

par  leurs  valeurs,  les  équations  qui  déter- 
e  surface  du  second  ordre  seront  : 


En  remplac 
ninent  le  centre  d'un< 


kx  -H  B"i/  -+-  B'e  +  C  =  0, 

(5)        B"a7  +  A'y  +  Bs  +  C'=0, 

B'a;H-By-+-A"3  -i-C"  =  Û. 
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Le  (lénominaleiir  commun  des  inconnues  aura  pour 


-  A"B"'  •+■  AA'A"  -+-  2BB'B' 


\<n 


;i  A  =  0,  le  centre  sera 


à  rinlint  ou  indéterminé.  Dans  ic  cas  particulier  où  les  trois  équations 
précédentes  ne  forment  qae  deux  équations  distinctes,  il  y  aura  une 
infinité  de  centres  situés  sur  la  droite  qu'elles  déterminent;  si  les  trois 
équations  se  confondent,  la  surface  admettra  une  infinité  de  centres 
situés  dans  un  plan . 

160.  Lorsqu'une  surface  du  second  ordre  admet  un  centre  (x^y^z,), 
J'équation  (1)  se  ramène  à  la  forme 

Ax^  -H  A'j=  -+-  k"z^  ^-  2Bt/z  +  %Vzx  ■+■  ^Wxy  +  K  =  0 

en  y  plaçant  l'origine;  le  coefficient  K  est  le  résultat  de  la  substitution 
des  coordonnées  du  centre  dans  le  polynôme  f\x,  y,  z).  On  peut  en 
déduire  une  expression  plus  simple  des  équations 

Ax,  -t-  B"y,  -t-  Wz,  -i-C=0, 

(a)  Wxt  +  A')/i  -t-  Bz,  ^  C  =  I), 

B'x,  +  Bif,  -*•  k"z,  -+-  C"  =  0. 

Si  on  les  multiplie  respectivement  par  a;,,, Vu  =i  et  si    on  les  ajoute 
ensuite  membre  à  membre,  il  viendra 

AxJ  -i-  A.Y,  +  A"z5  +  2B_ViEi  +  2B'ziXi  -\-  ■■2B"xiy, 
-^  Cx,  -«-  C'y,  ■+■  C"Zi  =  0, 


ou  bien 


f{Xi,y„zi)-V  =  Cx,-^C'y,  -t 
a  donc,  pour  déterminer  R,  l'cqualion 
(f3)  Cx>  +  C'y,  ^  C'z>  H-  F  - 
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Enfin,  si  on  joint  cette  égalité  au  système  (. 
lation  de  a;i,  y,,  Zt,  à  la  relation 


,  on  arrivera,  par  l'élimi- 
=  0. 


C'est  une  autre  valeur  du  coefficient  K  en  fonction  des  constantes  de 
l'équation  de  la  surface. 

161,  Lorsqu'en  ti'ansportant  l'origine  au  centre,  la  quantité  K  esl 
nulle,  l'équation  transformée  devient  homogène  par  rapport  a  x,  y,  z 
et  de  la  forme 

Ax^  -1-  A'J/^  -*-  A"s*  •*-  2Bt/s  -t-  2B'sa;  +-  ^W'xy  =  0. 

Nous  allons  montrer  qu'elle  définit  alors  une  surface  conique.  En 
effet,  soient 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine;  combinons  ces 
avec  la  précédente  pour  éliminer  a;  et  i/.  On  trouvera  ainsi  la  relation 


Ai* 


i-  Ay  +  A"  +  2B(i  -H  2B'>  +  2B"V  = 


qui  doit  être  satisfaite  pour  que  la  droite  soit  siluée  sur  la  surface.  Or, 
comme  elle  renferme  deux  paramètres,  on  peut  y  satisfaire  par  une 
infinité  de  valeurs  de  )i  et  de  ^;  la  surface  qui  est  le  lieu  de  toutes  les 
droites  correspondantes  sera  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine. 
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la  condition  K  =  0  ou  ^(3:1,1/1,^1)  ==  0  exprime  que  ]c  centre  est 
un  point  de  la  surface.  D'Bprès  la  valeur  de  K  trouvée  précédemment, 
la  condition  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  représente 
une  surface  conique  sera 

-  0. 


De  même,  lorsque  l'équation  homogène  (5)  défini!  un  cône,  les  coor- 
données du  centre  vérifieront  les  équations  (a)  et  ([3)  du 
dent,  c'est-à-dire 

f^^O,    f,/^0,    /;'  =  0,     /",'  =  0. 
Par  l'élimination  des  variables,  il  viendra  la  condition 
«n     «12     «15     au  I  =  0- 


«5S     ass     Bsi 

«15         «45        «44     ] 


Exemples. 


simplifiées  des  surfaces  reppésen(ées 


Ex.  *.  Dùlcrmiaer  le  centre   et  les 
par  les  équations 

■1°)        ic=  -1-  %'  +  4i'  -^  "iyz  ■+■  Izx  -i-  6iy  —  26ic  —  2ii;  —  32î  —  26  =  i 

2°)        xy-^xz-^ryz  —  'isi  —  y  —  ^i  +  X^O, 

g°)        œ*  -1-  %s  -H  Sz'  -H  2  {œy  -H  Jlï  -t-  TJ)  -1-  ï  -t-  !^  -I-  î  =  I . 
R     1  »)        T  =  1 ,    y  —  2,    2  =  3;      œ^  -1-  3y'  +  4;'  -t-  2î/î  -H  i:j;  -t-  6a;!/  = 

2")        ar  =  l,     y  =  2,    s  =  0;    xy-\-wz-\-yz=[. 


5-) 


1 


^  =  0,    *  =  0; 


c'-f-âî/î- 


js  -t-  5  (KJf  -t-  )/î  -t-  la;]  =  7  ■ 


_8œ-»-8s)  — 16:  — 7  =  0 


/     3       I  A 

lepriisenle  uiifi  surface  conique  dont  ie  sommet  est  le  point  1  ~7'     y  '     ~  ï  /' 
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Ex.  S.  La  surface 

ajs  —  1,'  _  i'  -t-  2i/î  +  œ  -1-  !(  —  2  =  S 
a  tine  infinité  de  ceatres  simés  sur  la  droite  d'intersection  des  plans 

Ex.  4.  Trouver  le  centre  de  la  surface 

[xy  -t-  ;3^  -  cvr  —  =^  {xy  -  s»)  =  0. 

Rï,  K.  Lieu  des  centres  des  surfaces  définies  par  l'équation 

J>*  +  3/'  —  î'  +  2Jœî  -+■  a^j's  —  2aa;  —  2is  h-  &î  =  (t, 

où  >  et  /i  sont  deux  paramètres  arbitraires. 
Il  faat  éliminer  les  coefficients  indétertninùs  entre  les  équations 

s  +  ).2-a  =  0,     y  +  i^z-h  =  ii,     —z  +  -M  +  p.y-^  <:  =  [). 
On  trouvei^a 

m^  ^y^  +  z^  —  {a^^by  +  tz)  =  {i. 
Ex.  6.  Que  représente  l'équation 

Aic=  +  pjyi  +  A"j'  +  2B!/ï  +  Wi3s  +  %W'xy  —  2  (Aa  +  B"6  +  B'i,')  ar 
~2(B-'a  +  A'6  +  Bc)î/-2(It'a  +  Bh  +  A"c}:-*-F  =  U? 
Des  surfaces  qui  ont  pour  cenlre  le  point  (o,  b,  c). 

Ex,  ».  L'équation 

représente  une  surface  à  centre  unique,  si  les  plans 

nx-\-by-\-cz  =  (i,    a'i.-\-b'y  ~\-c'z  =  (.\,    a"x-^b-y -\-K"i,  =  {} 
se  coupent  en  un  seul  point. 

Les  plans  se  coupent  en  un  point  si  le  déieriuiiiant 


est  différent  de  léio.  Or,  les  équations  du  euiitrc  sont 

(o=  +  a"  -1-  o'")  on-  («6  4-  a'b'  -\r  o."b")  y  H-  (ne  +  o'c'  -t-  n''c")  ï  H-  C  =  0, 
{ab  -4-  a'b'  ■+-  n"6") a;  4-  (6'  -4- 6'«  -H b'")  y  +  (bc  +  y(f-^-  b"c")2  +  C  =  0, 
(o«  -H  a'c-  -t-  a"c"]»i  -1-  (6c  -v-  6'c'  -l-  6"e")  j,  +  (c'  +  e"  +  c"»)  ï  +  C"  =  0. 
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Le  dénorainaleur  des  valeurs  deâ  inconnues  i,  ï(,z  pst  le  caiTÉ  du  déterminant  D; 
donCj  elles  seront  Unies  et  dêterjninces,  et  la  surface  n'uui'ii  qu'un  ecntre. 

Ex.  8.  Dillermiurr  les  plans  du  ecntre  de  la  surface  représentée  par  réquulion 
jp  -t-  N^  M-  -ICx  -1-  aC'y  +  2C"3  +  F  =  0, 

M  =  (Ij:  -H  iï  -i-  c;,       N  =  a-x  +  l/i,  +  e'j. 
Ces  plans  seront 

rtM-i-«'.\-i-C  =  ll,      (-M>+-fN+C'  =  0,      ^H-i-t'N  +  C"=0; 
ils  sont  parallèles  à  la  droite  d'intersoetion  des  plans  M  =  0,  N  =  0. 

Ex.  O.  Trouver  les  équations  du  centre  d«  la  surface 

W  -t-  atœ  H-  2C'y  +  2C"î  -j-  F  =  0, 
Ce  sont: 

uSl  +  C  =  0,      6M4-C'^0,      cM-(-C"=:Oi 
ils  sont  jiarallèles  au  plan  M=;0. 

Ex.  t«.  Trouver  ia  condition  pour  que  le  cène  représenté  par  l'équation 
Ai"  M-  A'ji'  -+-  A"i*  -H  2B(/i  -^  "i&'zx  +  2B"*i/  =  0 

Soient 


les  équalioDS   de  trois  droites  re  et  angulaires   issues  de   l'origine.  Exprimons  qu'elles 
appartiennent  à  la  surface  ;  il  viendra 

hP  +  k'm'  -)-  A"«'  -I-  2Bmn  +  W-al  -i-  ■iB'Hm  =  0, 

Ai"  -i-  A'i<('"  +  k"n'->  -t-  3B«.'n'  -i-  2B'ii'i'  +  Wl'm'  =  0, 

Ai'"  +  A'm""  H-  A"n"«  h-2Bmi"ii"  +  Wn"l"  ■+•  2B"r'm"  =  0. 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre  et  en  tenant  compte  des  relations  qui 

existent  entre  les  cosinus  difcctturs  do  trois  droites  leUangulaire»:,  on  tiouveia  pour 

la  condilion  cherchée 
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162.  On  nppcllc  nurface  diaméirale  lu  lieu  des  milieux  des  cordes 
d'une  surface  donnée  pariillèlcs  à  une  mèmn  droite.  Proposons-nous 
de  cherchei-  l'équalion  de  la  surface  diamétrale,  lorsque  la  surface 
donnée  est  une  surfoee  du  sçfiond  ordre  définie  pitr  l'cquatioti  générale 
du  second  degré  f(x,  y,  z)  =  0. 

Soient 


A        IJ.        -J 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine  ;  menons  dans  la  surface 
une  corde  MN  parallèle  à  cette  droite,  et  désignons  par  x,,y,,Si  les 
coordonnées  du  milieu  de  MN.  Si  on  transporte  les  axes  paraHélement 
à  eux-mêmes  au  point  {sc,y,z,),  l'équation  de  la  surface  pour  les  axes 
nouveaux  est  de  la  forme  (N°  doO) 

De  plus,  la  droite  MN  issue  de  la  nouvelle  origine  aura  des  équations 
de  la  forme 


Eliminons  a:'  et  y'  entre  les  égalités  préeédculcs;  il  viendra  1' 
du  second  degré  en  z' 

(a  Ï  ^  A'  e  +  A"  +  2IÎ  e  -V  W  l  +  9B"  Î£)  .'• 


.-Qr.,^^r,.^r,). 


►«'..?;.,  =.)-«, 


dont  les  racines  correspondent  aux  points  où  la  droite  rencontre  la 
surface.  Or,  l'origine  étant  le  milieu  de  la  corde,  les  deux  valeurs 
de  ï' doivent  cire  égales  et  de  signes  contraires;  par  suite,  les  coor- 
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doLinécs  xi,  yi.  z,,  vécifient  la  relation 

0(1  l)ieri 

Coiutae  nous  avons  considéré  une  corde  que!(,onque,  leqintion  pré- 
cédenle  sera  salisraite  par  les  cnordonneeb  des  milieu\  de  tontes  les 
cordes  parallèles  à  la  direction  (l,fi,  v)  elle  représente  donc  la  surface 
diamélrale.  En  substiCiant  aux  dérivées  leur»  \Bleuis,  lé<|uation  (1) 
devient 

(2)       X(Aa;  h-  B"y  ^-  B'z  -t-  C)  +  ;^(I{"x  +  A'y  -t-  B;  -)-  C) 
-4-  !-  (B'a;  -H  Bj/  -i-  A"s  -»-  C")  =  0, 
ou  bien 
[5)      (Aï  -+■  B'V  -H  B'")  a;  -H  (B").  -4-  A'p  -h  Bv)  y  -i-  (B'J  +  B^u  -t-  A"v}  z 

elle  est  du  premier  degré  et  représente  un  plan  passant  par  le  centre, 
car  les  coordonnées  de  ce  point  annulent  les  dérivées  partielles  f!,fy,f-!. 
Ainsi,  dans  une  surface  du  second  ordre,  la  surface  diamélrah  est  un 

plan  i/ui  passe  par  le  centre.  La  droite  -  =  -  =  -  s'jippellc  la  direction 

conjuguée  du  plan  diamétral. 

Réciproquement,  un  plan  quelconque  mené  par  le  centre  de  la  surface 
sera  on  plan  diamétral.  En  effet,  en  supposant  l'origine  au  centre, 
l'équation  (3)  se  réduit  à 

(Al  -i-  B'V  +  B'v)  X  +  {B"l  -1-  A V  -\-  B>-)  y  h-  (1!0  -t-  B^l  +  A"v)  z  =  0, 
et,  si  on  identifie  cette  équation  avec  celle  d'un  plan  donné 

tx  -h  my  -t-  nz  =  0 
passant  par  l'origine,  on  aura  les  égalités 

Aï  H-  B'>  +  B'v      B").  -h  AV  -+-  Bk  _B').  +  Bfi  -+-  A"u 

qui  suffisent  pour  déterminer  les  rapports-  ,  -de  la  direction  conjdguêe 
du  plan  donné. 
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163.  Cas  singuliers.  Le  plan  diamélral  vnriu  avec  la  direciion  conju- 
guée. Dans  le  cas  particulier  où  les  coefïic.ienls  dirccteui's  1,  ft,  v  salisfonl 
à  la  rclîilion 

l'équalion  (a)  admet  une  riicine  iiilinie,  et  les  cordes  parallèles  ny  ren- 
contrent plus  la  sui'faee  qu'en  un  point  à  une  dislance  iinie.  Le  plan 
diamétral  est  alors  parallèle  aux  cordes,  car  on  a  la  relation 

),(,U  -+-  B'>-+-  B'»)  -t-  ft(B").  ^  A'|i-v-  Rv)  -i-  v(B'/-v  lî^ -^  A"v) 
=  A).5  -1-  AV^  H-  A"!-^  -4-  2B|*.  -1-  2R'v)  -h  2B"V  =  0. 
De   phis,  cette  même  équation  exprime  aussi  qu'une  droite  menée  par 
un  point  (a:o»/oïo)  du  plan  diamétral  et  ayant  pour  équations 

a;  =  itû  -*-  Ip    2/  =  2/0  -H  FP    ^  =  so  -+-  "p, 
se   trouve   dons  ce    plan;   or,   pour  une  telle  droite,  le  coelïieient  de  z' 
est  nul  dans  l'équation  (a),  el,  par  suite,  ses  intersections  avec  la  surface 
sont  deux  points  k   l'infini;   donc,  si  les   coefficients  directeurs  d'une 
droite  satisfont  à  la  relation  (P),  le  plan  diamétral  correspondant  est  le 
lieu  des  droites  qui,  parallèles  à   la   direction    donnée,  rencontrent   la 
surface  en  deus  points  à  i'inQni. 
lorsque  les  coefficients  >.,  fi,  >  vérifient  !os  relations 
A>.  -V-  B'>  -t-  B'v  =  0,     B"i  +  A>  -t-  Bv  =  0,     B'I  -i-  Bit  -t-  A"i-  =  0, 
l'équalion  (3)  se  réduit  à  une  constante   égalée  à  zéro,  et  le  plan   qu'elle 
représente   est  à  l'infini.    Cette  circonstance    ne  peut  se  présenter  que 
pour  les  surfaces  dénuées  de  centre,  car  en  éliminant  >,  p  etu,  il  vient 

=  0. 


Si  la  droite  conjuguée 


coïncide  avec  l'axe  des  z,   les   constantes  i  et /^  sont  nulles;   dan; 
hypothèse,   le   plan  diamétral  correspondant  sera  [/-^O.   De 
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/i'^0, /j'  =  0    représentent   des   plans   passant  par   les   milieux   des 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  t  el  des  y.  Ainsi   les  trois  pions  du  centre 
sont  les  plans  diamétraux  conjugués  aux  axes  des  coordonnées. 

164.  I.orsqnc  la  snrfnce  du  second  ordre  admet  un  cciilt'e  iininne, 
tons  les  plans  diamétraux  passent  par  ec  point.  Réciproquement,  si  les 
plans  diamétraux  se  coupent  en  no  point  fixe,  la  surface  anra  ce  point 
pour  centre,  puisque  les  trois  plans  /"»' =  0,  ^y' =  0, /;' =>  0  doivent 
aussi  passer  par  le  même  point. 

Quand  la  surfaee  admet  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite,  l'une 
des  équations  du  centre  est  une  conséqucnee  des  deux  autres,  et  on 
peut  poser 

/,■«(/;■  +  ,./■,', 

le  plan  diamétral  sera  défini  par  une  équation  de  la  forme 

(»  +  .!)  f/  +  {p  H- v«)/;'=o, 

et,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  [/,  v,  il  passera  par  la  droite  des 
centres  qui  est  l'interseciion  des  plans  fj  =  0,  //=0' 

Il  peut  encore  arriver  qu'une  surface  du  second  ordre  ait  une  infinité 
de  centres  situés  dans  un  plan;  dans  ce  cas,  les  polynômes  /î't //, /"/ 
ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant;  par  suite,  l'équation 
du  plan  diamétral  sera  de  la  forme /c  •/■/  =  0;  il  coïncidera  avec  le 
plan  des  centres. 

Lorsque  le  centre  d'une  surface  du  second  ordre  est  à  l'infini,  les 
plans  du  centre  sont  parallèles,  ou  deux  d'entre  eux  se  coupent  suivant 
une  droite  parallèle  au  troisième.  Dans  le  premier  cas,  on  peut  poser 

f.'  =  f.'*r,   L'-f.'-^i, 

et  l'équation  du  plan  diamétral  deviendra 

(X  -+-  ^  +  v)  fj  -4-  Ip  +  ;t7  =  0  ; 

elle  définit  un  plan  parallèle  aux  plans  du  centre.  Si  les  plans  fj  =  0, 
f,j' z^^Q  se  rencontrent  suivant  une  droite  parallèle  à /l' =  0,  l'équa- 
tion tf,'  -*-  mfj  =  0  représentant  un  plan  quelconque  passant  par 
cette  droite,  on  pourra  toujours  écrire  l'idenlilé 

p- '/•'  +  '»/■.■  +  ? 
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—  2(9  ~ 
(lar  suite,  le  |ilnn  dinmétral  scea  rcpresenlé  par  VéqualioQ 

()-^.OP  +  (f  +  »«)/,'  +  T-0 
qui  définit  u»  plan  parallèle  à  In  droite  d'interseclion  des  plans  fl'  :=  0, 
f'  =  0.  Ainsij  dans  les  surfaces  dénuées  de  centre  les  plans  diamélraux 
sont  parallèles  entre  eux  ou  parallèles  à  -une  même  droite. 

165.  Diamètre.  On  nomme  diamètre  d'une  surface  du  second  ordre, 
la  droile  d'intersection  de  deux  plans  diamétraux.  Afin  de  trouver  les 
équations  d'une  telle  droite,  considérons  les  plans  diamétraux  respecli- 
vemeiU  eonjugués  aux  directions  (1,  p,  v),  (>',  jt', /).  Les  équations  qui 
les  représentent 

étant  résolues  par  rapport  à  fj,  /j',  f/,  donnent  lieu  aux  égalités 

/.'    ,     u  ^       I'  ^ 

Elles  seront  vérifiées  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  droite  d'inlcrscclion  des  plans  diamélraux,  et,  par  conséquent,  elles 
définissent  un  diamètre  de  la  surface.  Les  eonstantes  ï,  fi,  u,  )',  p',  / 
étant  quelconques,  on  peut  écrire  pour  les  équations  d'un  diamètre 

p  q  *■' 

p,  q,  r  étant  des  coefficients  arbitraires.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
des  paramètres,  ces  équations  représentent  une  droite  qui  passe  par 
le  centre. 

On  peut  aussi  regarder  un  diamètre  comme  le  lieu  des  centres  des 
sections  faites  par  des  plans  parallèles  dans  la  surface.  Considérons  un 
plan  quelconque  qui  rencontre  la  surface  suivant  une  conique  ;  prenons 
le  plan  sécant  pour  celui  des  xy,  et  soit,  dans  cette  hypothèse, 
f{x,y,z)  =  Q  l'équation  de  la  surface.  Un  plan  parallèle  à  xy,  et 
ayant  pour  équation  2^c,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe 
dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  sera  représentée  par  f(x,  !/,  c)  =  0, 
Le  centre  de  cette  conique  est  déterminé  par  les  équations 
U{x,y,c)  =  %     /;/(x,y,c)  =  0. 
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Or,  ce  point  est  évidemment  la  projection  sur  xy  du  centre  de  la 
courbe  de  l'espace  dont  les  coordonnées  devrODt  vérifier  les  ëgalilés 

z=-c,     A'(a-,y.c)  =  0,    /■/(i,y,c}  =  0. 

Le  lieu  des  centres  s'obtiendra  en  éliminant  le  paramètre  c  qui  varie 
avec  la  distance,  du  plan  sécant  à  l'origine  ;  ce  sera  la  droite  d'iniersectton 
des  plans  diamétraux 

166.  Diamètres  conjugués.  On  dit  que  (rois  diamèfres  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  lorsque  chacun  d'eux  est  le  conjugué 
du  plan  des  deux  autres;  les  plans  qu'ils  déterminent  forment  un 
système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués;  chacun  d'eux  est  le  plan 
diamétral  conjugué  de  l'intersection  des  deux  autres. 

Considérons  une  surfaee  du  second  ordre  rapportée  ii  son  centre  el 
définie  par  l'équation 

Ax^  -^  k'if  ■+■  A"z^  +  2Bi/z  -t-  'iB'zx  -H  2B"ri/  +  K  =  0. 

Soient  Xi^tiii,,  ïîj/avs,  h^izv:.  les  coefficients  directeurs  de  trois 
diamètres  conjugués;  les  plans  diamétraux  conjugues  de  ces  trois  direc- 
tions auront  pour  équations 

(A>,  -HB'Vi-t-BS)a;-t-(B'% -+-AV1  h- Bv,);/ +(»'>.  +  Bpi, -t-  A"n)z  =  0, 
(Als-i-  B"ti.i  H- B'vï)  a;  H-(B'%  +  A'fis  +  Bus)j/-f-(B%  -f-  Bfs  +  A"Vi)z-=0, 
(Ais  +  B'>î  H-  B'v;)xH-{B'%  -h  A>,  +  Bv3)i/-i-(B');  -t-  Bfi,  -t-  A"vr.)î  =  0, 

tandis  que  les  diamètres  sont  définis  par 


Si  on  exprime  que  chaque  plan  diamétral  conjugué  de  l'une  de  ces 
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droites  renferme  les  deux  autres,  on  arrive  aux  rtiiiatinns 
A)iiî4-A'ft,fts-1-A"vi>'»-t-B(v(fiî-1-|t]Vî)  -^B'{v,is+liVî)  +  B"(l/i>-a+ï(fij.)  =  0, 

AÎ3Î3-i-A'it4fi3-^A"ïsii3  +  B(ïaft5-Hfiavs)  +  E'(vaîs-t-/aVî}  +  B"(fisÏ5  +  >Bfs)  =  0. 

Ce  sont  les  relnlions  qui  existent  entre  les  coefiî«ienls  directeurs  de 

trois  diamètres  eonjugiiés.  Etant  pris  à  volonté  l'un  de  ces  diamètres, 

par  exemple  (ï,(iiv(),  il  existera  une  infiniliS  de  dinmctree  formant  avec 

lui   un  système  de  (rois  diamètres  conjugués;  car,  on  a  seulement  trois 

,     .  ,  Ja        !»s       ïs       Cs 

reialions  entre  les  quatre  rapports  —  ,     —  >    —  >    —  ■ 

16Î.  Simplification  de  l'équation  générale.  Soit  {1,  p,  v)  une  direc- 
tion à  Inquelle  correspond  un  plan  diaméli'a)  situé  à  une  dislance  finie; 
prenons  ee  dernier  pour  le  plan  des  r»/,  et,  pour  axe  des  n,  une  droite 
parallèle  à  (1,  fx,  w).  L'ëqualion  de  la  surface  rapportée  à  ce  système 
d'axes  sera  nécessairement  de  la  forme 

Ne^  -+-  Aï^  -t-  A'^^  -I-  Wxy  ■+■  2Cr  ■+■  2C'y  h-  F  =  0. 

En  effet,  le  plan  des  xy  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  s,  et  l'équalion  doit  donner,  pour  la 
variable  z,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  lorsqu'on  attribue 
k  X  et  y  des  valeurs  quelconques;  donc,  elle  ne  renfermera  pas  de 
termes  du  premier  degré  en  s. 

Si  on  pose  2  =  0,  il  vient  l'équation 

Aa:^  -f-  XY  -*-  2B"ic»/  -t-  2Ca;  +  -2C'y  -4-  F  =  0, 

qui  représente  la  conique  d'inlerseclion  de  la  surface  avec  le  plan 
des  xy.  Dr,  notis  savons  que  dans  un  plan,  on  |)cut  toujours  trouver 
deux  axes  ox  et  oy  pour  lesquels  l'équalion  précRdcnle  se  ramène  à 
l'une  des  formes 

Lx'-+M.v^  — H=0,       ihf  —  ^Qx^O. 
Donc,  en  joignant  à  ox  et  oij  un  troisième  axe  oz  parallèle  à  (/,  u,  v), 
on  aura  un  système  particulier  de  trois  axes,  tels  que  l'équalion  générale 
du  second  degré  se  réduira  à  l'un  des  types  suivants  : 

Lx^  +  mf  +  1%'  =  H,      Ml/'  -t-  Nz'  =  2Qj:. 
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La  première  équation  définit  des  surfaces  qui  onl  pour  centre  l'origine 
des  cnordonnces  ;  car  les  éqiialions  qui  déterminent  ce  point  sont 


elles  sont  vérifiées  par  les  coordonnées  de  l'origine.  La  seconde  repré- 
sente des  surfaces  dépourvues  de  centre,  puisque  les  équations 

2My  =  0,       2Nz  =  0,       Q  =  0, 

sont  impossibles  aussi  longtemps  que  le  coefficient  Q  est  différent  de  zéro. 

tes.  Classification  des  surfaces  du  second  ordre.  L'équnlion  des 
surfaces  à  centre  du  second  ordre 

Lx^  -h  Mf  -i-  Ns^  =  H 

ne  renfermant  que  les  carrés  des  variables  donnera  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires  pour  l'une  d'elles,  lorsqu'on  attribue  aux  deux 
autres  des  valeurs  déterminées.  Les  plans  coordonnes  forment  un 
système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués,  et  les  trois  ases,  un  système 
de  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface.  Les  constantes  L,  M,  N,  H 
peuvent  être  positives,  négatives  on  nulles;  en  admettant  que  la  con- 
stante H  soit  rendue  positive  dans  le  second  membre,  il  y  aura  à  distin- 
guer les  trois  cas  suivants  : 

1°  Les  coefficients  L,  M,  N  sont  de  même  signe; 

2"  Un  seul  coefficient  est  négatif  dans  le  premier  membre; 

3°  Deux  coefficients  sont  négatifs. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  représente  une  surface  appelée 
ellipsoïde;  elle  est  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  les  coefficients 
du  premier  membre  sont  positifs  ou  négatifs;  elle  se  réduit  à  un  point, 
si  H  =  0. 

La  surface  qui  répond  au  second  cas  se  nomme  kyperbolotde  à  une 
nappe  ;  elle  se  réduit  à  un  cône,  si  le  coefficient  H  est  nul. 

Ënlin,  dans  le  troisième  cas,  on  a  une  surface  appelée  ki/perbotoïde 
à  deux  nappes  qui  se  réduit  aussi  à  un  cône  lorsque  H  =  0. 

L'équation  des  surfaces  dénuées  de  centre 

nous  montre  que  le  plan  des  xz  est  conjugué  de  l'axe  des  !/,  et  le  plan 
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des  self,  de  l'axe  des  z.  Si  on  suppose  le  coefficient  Q  posiiif  au  second 
membre,  il  n'y  aura  que  deux  cas  distincts  à  considérer  : 

1°  Les  coefficients  M  et  N  sont  de  même  signe; 

2°  Ces  coefficients  sont  de  signe  différent. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  représenle  une  surface  appelée 
paraholoïde  elliptique;  elle  se  réduit  à  une  droite,  Taxe  des  x,  si  Q  =  0. 
Dans  le  second  cas,  on  a  une  surface    appelée  paraholoïde  hyperbolique. 

Cet  examen  nous  démontre  l'existence  de  cinq  genres  de  surfaces  du 
second  ordre  :  trois  surfaces  à  centre  et  deux  surfaces  dénuées  de 
centre.  Nous  étudierons  plus  tard  la  nature  et  la  forme  de  chacune 
d'elles,  ainsi  que  tous  les  cas  particuliers  qu'elles  peuvent  présenter.  Il 
nous  suffit  maintenant  d'avoir  montré  qu'il  est  possible  de  ramener 
l'équation  générale  du  second  degré  à  deux  formes  plus  simples,  et 
d'avoir  indiqué  les  surfaces  différentes  du  second  ordre  qui  eorrespon- 
dentaux  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  signes  des  coefficients  des 
équations  réduites. 

Exemptes. 

Es.  *,  Trouver  l'équation  du  plan  diamétral  dans  la  surface 
xy-^yz  +  2x  =  a^. 
R.        (/i  -+-  „)  ic  -t-  (H-  v)  !,  +  (1  -1-  ^)  i  =  0. 
Es.  a.  Méoie  recherche  pour  la  surface 

iay  —  bxf  -(-  (ci  —  ttj,f  +  (6;  —  tyf  =.  f. 
H,      o![)(6*+c=)  —  fi.nb  —  Mc]--i-y[ixl>i'-hi:^)—).ab  —  vbc]+î[ï{ffl'-*-(jî)  —  pbc  —  Joe]  =  0. 
Ëx.  ».  La  surface  défiaie  par  l'équatiou 

A35=  +  hy  +  A"î'  +  2Bi/!  -+.  2B'sa  +  lB"xy  +  K  =  0, 
et  le  c6ne 

Ait=  -t-  AY  -1-  A"i^  •+■  Wyz  -t-  Wzx  ■+-  2B"iii/  =  0 
ont  les  uiémes  plans  diamétraux. 

Ex.  4.  Trouver  les  équations  du  diamètre  conjugué  du  pian  donne 

Ix -\- my -^  m  -^  d  ^  il. 
Les  coefficients  directeurs  de  la  droite  conjuguée  de  ce  plan  satisfont  aux  égalités 
A)-t-B>-i- B'v      B"n-AV-t-Bv      B'I ■+ Bu .+- A"v 
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de  sorte  que  les  équations  de  la  droite  conjuguée  du  plan  peuvent  s'écrire 
Aj^  +  R"V  -t-  Wz  __  B"a^  +  A'^  +  Bs  _li'ai  +  B^  +  A"l 

l  m  n      ' 

Jl  s'ensuit  que  les  équations 

représenteront  une  droite  parallèle  à  la  précédente  et  passant  par  !e  centre;  ce  sera 
le  dlaïuèlre  conjugué  du  plan  donné. 

Ex>  S.  Si  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  (i,  n,  v)  est  parallèle  i  une  autre 
droite  (y,  /i,',  u'),  le  plan  diamétral  conjugué  de  celle-ci  sera  parallèle  à  la  première. 

La  condition  du  parallélisme  du  plan  diamétral  avec  la  droite  (V, /i',  u'}  est  de  la 
forme 

AU'  +  AV/  -l-  A"v/  +  B  (fi/ -1- ï/i')  -I- B'  (vJ'  +  Iv')  -h B"  (f.)/  -1-  V)  ^0 i 

cette  équalion  exprime  aussi  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  ()',/<',  v') 

Ex.  «.  La  droite 


se   déplace  dans  un  plan  G\e  aa>  +  by-\-cs  =  0;  montrer  que  les  plans  diamétra 
correspondants  passent  par  une  droite  lî\e. 
Les  coefficients  X,  p.,  -i  sont  liés  par  les  relations 

Il  s'ensuit  que  la  droite 


le  trouve  dans  le  pion   diamétral,  quelles   que  soient  les  va!eui-s  de  1,^1,  j;  c'est  le 
diamètre  conjugué  du  plan  donné. 

Ek.   9.  Si  un  plan  Inurne  autour  d'une  droite  fixe,  sou  diamètre  conjugué  décrit 
un  plun,  le  plan  conjugué  de  la  droite  fixe. 
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On  a  les  conditions 


—  225  — 

iriablu  plissant  par  la  droite  fixe 


queb  qac  soient  m,  6,  c,  le  dîamitre  mprcsenlé  par  les  dernières  égalités  se  trouv 
dans  le  plan 

Ex.  8.  Trouver  le  lieu  di!s  milieux  des  cordes  passant  par  un  point  fixe. 

Soit  P  Ifcey^z^  le  point  fixe,  et  l  {x'y't,')  le  milieu  d'une  corde  menée  par  i 
point  ;  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  corde  seront  données  par  l 
formules 

où  les  GoeSicienls  \,  n,  v  ont  pour  valeurs 


po  étant  la  dislance  IP.  Substituons  ces  coordonnées  dans  l'équation  de  ta  surface 
(ip^y-t'i)  =  0.  On  trouvera,  en  développant, 

f(x',y',z')  ■+■  p(V'i<-+-  l-^l\,  -I-  'A<)  +  (^1  Ai«  + AV'  -*-A"«'  -1-  2B/iv-f-2B'ï)+2B"J/x)  —  0. 


En  supprimant  les  accents,  il  viendra  pour  le  lieu  cherche 

{J^o -*)/■,'  + (J'o  -  ï)  ^v' +  W  -  ï)  A' ^  0  : 

éqoation  qui  représente  une  surface  du  second  ordre. 

Ex>  O.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  la  surface  par 
passant  par  un  point  lixe. 

Dn  plan  quelconque  passant  par  un  point  fixe  (a'gi/o^oj  a  pour  équation 

Le  centre   de  la  conique  d'intersection  se  trouve  à   la  fois  dans  le  pian  s 
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sur  le  dismétre  conjugué  de  ce  plan;   ses  coordonnées  salisforotit   aux  équations 
a{x-x,)  +  b  (y  -y,)  -*-  c  (g  -!:.)  =  0 

En  éliminant  les  pavamètres  a,  b,  c,  ou  trouve  que  le  lieu  des  centres  est  représcQl* 
par  l'équation 

{X  -  X,]  U  +  (y  -  y,)  /■/  +  {z-  s,)  /■/  =  0. 
C'est  une  surface  du  second  degré. 


Ex.  <0.  Lieu   des  centres   des  sections  faites  par  un  g 
droite  fixe. 

Soient  (o"„yoîj),  {œ,!/,z,)  deuï  points  de  la  droite  fixe  ;  les  centres  des  sections  faîtes 
par  des  plans  passant  respectivement  pur  ces  points  sont  àcus  surfaces  du  second 
ordre  représentées  par  les  équations 

(«-I.) /.'  +  (»-!/.)/,■-».(•-..)  f.'cO, 

("  -  •,)  u + te  -  ï.)  f,' + (•  -  ',)  r.'=«- 


Le  lieu  eherehé  sera  la  courbe  d'iniersectiou  de  ses  surfaces.  Or,  si  on  rctranclic 
membre  à  membre  ces  égalités,  il  vient  l'équation 

(-.-'.)  r.'+(ï.-!(i)f.'+(-.-».)f.'=» 

qui  représente  un  plan  passant  par  les  points  communs  aux  deux  surfaces.  Le  lieu  des 
centres  sera  une  conique  située  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  Qxe. 
puisque  les  différences  ïo  —  ^i,  Va  —  Vu  ^o  —  ^i  sont  proportionnelles  aux 
ts  directeurs  de  cette  droite. 


%    m.    PLANS    PRINCIPAUX.    EQUATIONS    BÉDWTES.    CONDITIONS    POUR   (}UE    LA 
SURFACE    SOIT    DE    RÉVOLUTION. 

168.  On  appelle  ylan  principal  d'une  surface  du  second  ordre,  tout 
plan  diamétral  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties 
égales,  et  le  diamètre  conjugué  d'un  tel  plan  est  un  axe  de  la  surface.  Nous 
nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  de  déterminer  les  plans  principaux 
d'une  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation  générale 
f{x,y,z)='0,  et  de  taire  connaître  les  coeificients  qui  entrent  dans 
l'équalion  de  la  surface  rapportée  aux  axes.  Dans  cette  recherche,  nous 
supposerons  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires. 
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Nous  av 
direction 


précédemment  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 


est  représenté  par  l'équation 

(1)     (Al  +  B'>  +  B'v)  X  -f-  (B"i  -.-  AV  -1-  Bï)  )/  -H  (B'i  -i-  Kp  -i-  A"v)  a 
+  CX-t-  C>+  C"y  =  0; 

?,,  p  et  v  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  droite.  Exprimons  que 
ce  plan  esl  perpendiculaire  aux  cordes  :  il  viendra  les  égalités 


(2) 


k\  -h  W'fJ.  H 


B^X  +  B^  +  A"i. 


Si  on  y  ajoute  la  relation 

):^    -h   ft=   -t-  1)^=  1, 

on  aura  le  .système  d'équations  qu'il  faut  résoudre  pour  trouver  les  direc- 
tions principales.  Afin  de  faciliter  le  problème,  on  introduit  une  inconnue 
auxiliaire,  en  égalant  chacun  des  rapports  (2)  à  une  même  quantité  S.  On 
obtient  ainsi  les  trois  équations 

A^  ^  B'>  -4-  B'v  =  SX, 
(3)      B"X'+- AV  +  Bv  =  Sp, 


-  A"v  : 


=  Sv, 


(4) 


(A  —  S)  X  -H  W'jj.  +  B'v 
B"X  +  (A'  — S)[x-t-Bv 
a'\  -hBy.-t-  (A"  —  S)  V 


et  l'cqualion  do  plan  diamétral  se  présente  alors  sous  la  forme 

(3)        S  (Ix  -1-  [»i/  -+-  ve)  +  Cl  +  Cp  -+-  Cu  =  0. 

Eliminons  i,  fi,  v  entre   les  équations  (4)  pour  arriver  à  une  équation 
qui  ne  renferme  plus  que  l'inconnue  S;  ce  sera  : 


B' 


=  0. 


B'      B      A"  —  S 
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En  développant,  eîte  peut  se  riirncncr  à  la  forme 

(7)     (A-S)  (A'—  S)  (A"-  S)  -  B'  (A  — S)  -  ]i'^(Â'-  S)—  B"^  (A"-  S) 
-t-2BB'B"  =  0, 
011  bien 

(8)  S=  —  (A  +  A'  +  A")  S'  +  (AA'  +  AA"  +  A'A"  —  B^  ~  B'=  ~  B'")  S 
H-  AB'  +  A'B'^  +  A"B"=  —  AA'A"  —  2BB'B"  =  0. 
Cette  éqtiMlion  du  troisième  degré  jie  dépend  que  des  coefficients  des 
termes  du  seconJ  degré  de  l'équation  générale,  et  admet  toujours  trois 
racines  réelles,  comme  on  le  verra  pins  loin.  Soient  Si,  S»,  Sa  les  racines; 
en  les   subslitnant  suceessivêment  dans   les   équations  (4),  on   trouvera 

des  valeurs  réelles  pour  les  rapports-,     --    Ainsi,  îV  ea-/s(t'   toujours 

au  moins  trou  directions  principales. 

Il  est  facile  de  vérifier  qu'elles  sont  perpendiculaires  entre  elles;  car 
si  on  désigne  par  i^^^v^,  1s[Xîh  les  cosinus  directeurs  qui  correspondent 
aux  racines  Si,  Sa,  on  aura  les  égalités 

A>i  -1-  B"fJ.i  +  B'v,  =  S,l,,  Ala  -+-  B"(^s  +  B'us  =  Sjla, 

B"ïi  -+-  A'fA,  -1-  Bv,  =  S,a,,  IV%  +  A'f/,3  -*-  Bvs  =  Ssf/s, 

Wli  -^  B[/i  +  A"v,  =  Sivi,  ïi%  -i-  Bas  -h  A"-h  =  S^vs.  . 

Multiplions  les  premières  par  >.3,  f^a,  "a,  et  ajoutons-les  membre  à 
membre  ;  multiplions  les  autres  repcclivement  par  ïi,  f/i,  ui,  et  ajoulona- 
les  membre  îi  membre;  si  on  retranche  ensuite  les  sommes  ainsi  obtenues, 
on  trouve 

(S,  —  Sa)  (Ws  -i-  f/ifxs  -4-  v,vï)  =  0; 

donc,  en  supposant  les  racines  différentes,  les  deux  directions  principales 
sont  perpendiculaires. 

Quoiqu'il  existe  au  moins  trois  directions  principales,  on  ne  peut  pas 
affirmer  que  toute  surface  du  second  ordre  admet  trois  plans  principaux 
situés  à  une  distance  finie  ;  l'équation  (3)  nous  montre,  en  effet,  que  le 
plan  qu'elle  représente  est  à  l'infini,  si  l'une  des  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré  est  nulle.  Cette  circonstance  se  présente  pour  les  surfaces 
dépourvues  de  centre,  puisque  la  quantité  (N"  159) 

AB^  -t-  A'B'^  -t-  A"B"s  —  AA'A"  —  2BB'B" 
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est  nulle,  et  riîqiialiori  (8)  admet  une  raeine  ogyîc  îi  zéro.  Si  on  avnît  les 
relations 

A  +  A'-t- A"  =  0, 

AA'  4-  AA"  +  A'A"  —  lï'  ~  B'^  —  W"  =  0, 

AB^  -)-  A'B'^  -I-  A"B"'  —  AA'A"  —  2BB'B"  =  0, 

les   trois    racines  de  Tiiqualion   du    troisième   degré   seraient  milles.  Or, 

en  éleviiiil   la   première    au   eai'ré  et  en  y  ajoutanl  la  accoude  multipliée 

par  —  2,  on  trouve 

A^  -+-  A'^  -+-  A"^  +  2I(^  -+-  2B'=  +  2li"'  =  0; 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  :  A  :=  A'  =  A"  =  B  =  B'  =  B"  =  0,  de  sorte 
que  l'équalion  de  la  surface  ne  serait  plus  du  second  degré.  Il  est  donc 
impossible  que  les  trois  racines  Si,  Ss.Ss  soient  nulles  en  même  temps, 
et,  par  suite,  dans  toute  surface  du  second  ordre,  il  exiii(e  toujours  au 
moins  un  plan  principal  â  vne  distance  finie. 

169.  tes  racines  de  l'équalion  du  troisième  degré  sont  inversement 
proporiionneUe&  aux  carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  surface. 

Supposons  que  la  surface  soit  rajiportée  à  son  centre  et  définie  par 
l'équalion 

Aa:^  -4-  A'J/^  +  A"z^  -t-  2Bi/z  -v  ^E'zsc  +  2B"3:!/=  H. 
Menons  par  le  cenlre   la   direction   principale  (7if<iWi)  qui  répond  à  la 
racine  Si,  et  soient  x,,  y,,  Si  les  coordonnées  du   point  oii  elle  rencontre 
la  surface.  On  aura 

Xi  =  ait,     y,  =o|/),     Zi  =  a-t,, 
o  étant  la  partie  du  diamètre  principal  comprime  enire  le  point  (xijiiZi) 
et  le  centre.  Substituons  ces  valeurs  dans  l'équalion    précédente  :   il 
viendra 

a'  (Alf  +  AVÎ  +  A"vf  +  2Bp,vi  -t-  21i'vi)i  +  2B"J,p,)  =  H. 
Mais,  si  on  multiplie  les  équations 

Al,  -v-B'>,  -i-B'v,  =  S,/,i, 
B"Xi  -I-  A>i  -t-  Bv,  =S,f(i, 
B'/j  -I-  ItfXt  -1-  A"vi  =  S|ïi, 
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l'cspeelivemenl  par  1,,  ;j.i,  vi,  cl  si  on  fait  Icuf  sommes  on  Irouvc 

S,  =  Aif  -t-  AVf  -f-  A"--f  +  2Dp,v,  -I-  21!%i>.j  +  2E":i,ft,. 

Ou  aura  donc,  par  la  substitution, 

«%  =  H. 

De  même,  6  et  c  étant  les  segments  interceptés  pnp  la  surface  sur  les 
deux  autres  diamètres  principaux,  on  aura  aussi 

D'où  l'on  déduit 


Les  quantités  2tt,  26,  2c  représentent  les  longueurs  des  axes  de  la 
surface. 

lîO,  L'équation  du  troisièmn  dcgri  en  S  «  toujours  ses  (rois  racines 
réelles. 

Pour  le  démontrer  plus  facilement,  nous  allons  mettre  l'équation  en  S 
sous  une  forme  nouvelle  en  transformant  les  équations  [4).  Remarquons 
d'abord  que  la  première  peut  s'écrire 

Si  on  ajoute- aux  deux  membres,  et  si  on  fait  subir  un  changement 
analogue  aux  deux  autres  équations,  il  viendra 

B      B'      B"      B'B»(^  B   / 

B^B'^F-Ëirl^'*     *  *W)' 

B      B'      B"      BB'^  b"J 


B      B' 
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Les  équations  précédentes  conduisent  aux  valeurs 

/cB'B"  ABB"  _     /:BB' 

('         ""s— o'    ^""S  — a''     ""S  — a"' 

Divisons   ces  égalités  respectivement    par  B,  B',  B",   et    ajoutons-les 
membre  à  membre  :  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  commun  k, 


B(S-«)      ll'(S-a')       B"(S~«", 
ou  bien 


(10) 


B*  (S  —  a)      B'^  (S  —  a')      B"^  (S  —  a")      liB'B" 
Il  en  résulte  que  l'équation  en  S  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(S-»)  (S^ft')  (S-«")      (S-g')  (S-g")      (S-«}  (S-«")      (S-«)  (S-g')  ^ 
BB'B"  B^  B's  B"^ 

les  quantités  o,  «',  a"  ont  entre  elles  un  certain  ordre  de  grandeur; 
nous  supposerons  a<C«'<œ".  Do  plus  le  pvoduit  BB'B"  peut  être 
positif  ou  négatif.  Admettons  d'abord  BB'B"  <  U,  et  substituons  dans 
l'équation  les  nombres  ~  ao  ,  a,  a',  a".  Les  résultats  correspondants 
seront 

(a~«')(a-«")  [a--a){a'-a")  K-a)(a"-«-). 

'  B^  '  H'"  '  H"^ 

les  signes  de  ces  quantités  étant  respectivement 


l'équation    admet  trois   racines   réelles   comprises   entre   les  nombres 

Si  le  produit  BB'B"  est  positif,  on  substituera  dans  l'équalion  les 
quantités  a,  a',  a",  -i-  oo;  on  verra  facilement  que  !es  signes  des  résul- 
tats se  suivent  dans  l'ordre  — ,  ■+,  —,  -\-;  cl,  par  suite,  les  trois 
racines  sont  encore  réelles. 
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Pour  meltre  l'ëquatioii  du  troisième  degré  sous  la  rorinc  {iO),  nous 
nvons  admis  implieîlemcnl  que  les  coelïlcients  B,  B',  B"  éuient-  différents 
de  zéro.  Supposons  que  l'un  d'eux  suit  nul,  p)ii'  exemple  E"  ;  il  f;iut  alors 
reprendre  l'équalion  (7)  qui  se  rddiiit  îi 

(A  —  S)  (A'  —  S)  (A"  _  S)  —  B'  (A  -  S)  -  B'^  (A'  -  S)  =  0, 

Eii  admettant  A'  >  A,  et  en  subslîluant  les  quautilés  — oo,  A,  A', 
-t-  os  on  trouve  eiicoj'e  des  résultats  qui  son!  alternativement  positifs 
et  négatifs  ;  donc,  les  ritcines  sont  réelles  et  comprises  entre  ces  nombres. 

Enfin,  si  B' ^  0,   B"=0,  l'ilquation  pr^ecdente  devient 
(A  —  S)  [(A'  —  S)  (A"  —  S)  —  B*]  =  0. 

L'une  des  racines  est  égale  à  A,  et  les  deux  autres  sont  données  par 
une  équation  du  second  degré  qui  a  toujours  des  raeines  réelles,  comme 
il  est  facile  de  le  vérifier. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  l'équation  du  troisième  degré  a  ses  trois 
racines  réelles. 

lïl.  Équations  avx  axes  des  sm-fuces  à  centre.  Lorsque  l'équation 

générale  représente  une  surface  à  centre  unique,  toutes  les  racines  de 

l'équation  en  S  sont  différentes  de  zéro.  De  plus,  nous  savons  qu'en 

plaçant  l'origine  au  centre,  l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

Aa;*  -+-  Ay  +  A"z^  +  âRyz  +  Wzx  -+-  2B"a;i/  =  H, 

le  coefficient  H  est  égal  à  la  quantité  — K  du  N"  160.  Soient  (^ifxiw,), 
(ïsUaVs),  (Jsftîïs)  les  directions  principales  que  nous  prendrons  pour  les 
nouveaux  as:es  des  coordonnées.  Les  formules  de  transformation  seront 

X  ^=  lix'  ■+■  y^y'  -H  Isz', 
>j  =piï'  +  y.->%j'  -1-fi.îï', 

E  =  ï,3;'  -1-  ïï^'  -»-  VsZ', 

Substituons  ces  valeurs  dans  réquaiion  de  la  surface;  en  dévelop- 
pant, on  trouve,  pour  le  coefficient  de  x'^  dans  la  nouvelle  équation, 
l'expression 

kl\  -H  k'^\  -1-  A"vJ  -f-  2BpiV,  -H  2BV,Ï,  H-  2B"l,f;, 
qui  est  égiile  à  S]  (N"  16!»)  ;    les  cocflicieuls  de  i/'^,  z'^  seront  aussi  les 
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deux  autres  racines  Ss,  Si.  Celui  du  rectangle  y'z'  a  pnur  valeur 

Aîlil  +  A'(*îH3-t-A"vsV3^-âIÎ((131'3-t-Vîfl3)+   211' (VsH-Vîl.O  "H  2B"  ()s;Xî  +  [/S!Js). 

Or,  si  on  reprend  les  équations 

Aïî  -H  B'>,  -v  B'v3  =  SîÏB, 

lî'0.2  -t-  A'[iî  -i-  Bvs  =  S,pa, 

B'iii  +  Bf^î  +  A"v3  =  Ssv„ 

et  ai  on  les  miilli|ilie  l'espeetivenient  par  \-,,  ^t,,  -s,  il  viendra,  en  ajoutant, 

Aîs)3  +  A'fijjij  +  A'VîV-,  -4-  2JÎ  {usfiî  +  pîva)  -+-  2B'  (l^uj  -i-  «^ïj) 

+  2B"  (pil,  +  ïîfi,)  =  Ss  (Xa>=  -+-  fc^jx,  ^.  vïïj)  =  0. 

On  verriiit  de  même  que  les  coefficients  des  produits  x'z',  x'y'  sont 

nuls.  II  en  résulte  que  l'équation  de  la  surface  rapportée  à  ses  axes  sera 

La  transformation  que  nous  venons  d'effectuer  est  toujours  possible, 
si  les  trois  racines  sont  différentes.  Supposons  que  l'équation  du  troisième 
degré  en  S  ait  deux  racines  égales.  Nous  avons  démontré  précédemment 
que  les  racines  sont  toujours  comprises  entre  les  nombres  —  ce,  a,  a',  a", 
ou  bien  entre  les  quanlités  «,  a',  a",  ce,  suivant  que  le  produit  BB'B" 
est  négatif  on  positif.  Mais,  si  deux  racines  deviennent  égales,  il  faut 
uéecssaircinent  que  la  racine  double  coïncide  avec  l'une  des  limites 
a,  a',  a".  En  admettant  que  a  soit  cette  racine,  le  premier  membre 
devra  renfermer  le  facteur  (S  —  o)*,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  a  =  «':=«". 
Réciproquement,  si  les  quanlilcs  «,  a'  a"  sont  égales,  le  premier  membre 
renfermera  (S  —  «)*  comme  facteur,  et  a  sera  une  racine  double.  Ainsi, 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  i'équation  en  S  ait 
deux  racines  égales  seront 

i  _^5Z1_  A' —  — =  A"  -  —  ■ 
La  racine  double  S,  étant  l'une  de  ces  quanlités,  on  aura 

A-S.  =  -^,    A-S,_  — ,    A    -S,-- jij, 
en  substituant,  les  équations  (4)  se  réduisent  k  une  seule,  savoir  : 
B'B">.-»-  BB'>-h  BB'v  =  0. 
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Il  y  n  donc  une  infînifé  de  directions  principnlcs  qui  correspondent 
h  la  racine  double  ;  elles  sont  toujours  perpendiculaires  à  la  droite  (IjUaVî) 
déterminée  par  la  troisième  racine,  et  siiuées  dans  le  plan 

B'B"jc  H-  BB"i/  ■+-  BB's  =  0. 

Si  on  prend,  drtns  ce  dernier,  deux  diamètres  perpendiculaires  (lipim), 
(lîfijïi)  et  si  on  leur  joint  la  dircclion  {l>pjv>),  on  aura  un  système  de 
trois  axes  rectangulaires  qui  permettra  d'opérer  la  transformation  prccé- 
denie.  L'équation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 

Si  (se" -H  y'*)  -+-SïZ'*  =  H. 

Enfin,  si  l'équation  (7)  admet  une  racine  triple,  on  doit  avoir 

B  =  B'  =  B"  =  0,       A  =  A'  =  A"; 

les  équations  (4)  deviennent  des  identités  et  tontes  les  droites  menées 
par  le  centre  sont  des  directions  principales.  Si  on  prend  pour  axes  trois 
diamètres  reclangulnires,  l'équation  de  la  surface  pourra  se  ramener 
à  la  forme 

179.  Équation  itdmti  dans  le  cas  ou  l'une  rfes  racines  es!  mille. 
Lorsque  l'tquaKon  gtntrde  repttsenle  une  snifice  dénuée  de  centre, 
l'équation  (8)  admet  une  ricine  nulle  Sod  '^(  =  0;  en  rapporlant  la 
surface  à  (rois  a\(S  paiallilcs  an\  dirccluins  piincipales,  l'équation 
générale  dcTicndn 

ik)     Say"  -1-  S;3'*  -t-  2a:'  (Cl,  ^-  C'<i,  -^  C"v,)  -+-  2»;'  (Qj  +  C>a  -*-  C'va) 
H-  2ï'  (O;  -.-  C>,  -+-  €"v,)  -4-  F  =  0. 

Si  on  transporte  mninlenant  les  axes  parallèlement  à  Cfix-mêmcs  en  un 
point  (X(,  i/(,  z„)  en  posant  x"  =  a-,,  -i-  x',  y"  =3  )/„  -h  y\  z"  =  z,,  ^-  z', 
il  sera  généralement  possible  de  déterminer  les  coordonnées  de  la  noo- 
vplle  origine,  de  manière  à  faire  disparaître  les  coefficients  de  y",z", 
ainsi  que  le  lerme  indépendant  dans  l'équation  en  se",  y" ,  s"  ;  par  suile, 
celle-ci  se  réduira  à  la  forme 

Ssy"^  -V-  Sîï'"  -H  2a;"  (Cî,  +  C>,  -i-  C"n)  =  0. 

Celte  équation  représentera  un  paraboloîde  elliptique  on  hypeibolîque 
suivant  le  signe  des  racines. 
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Nous  avons  supposé  que  la  quanliié  O.,  ■+■  C'fn  -t-  C"ï,  est  différcnie 
de  zéro,  c'est- à-dire,  que  le  pian  diamétral 

0  .  (}ix  +  ^,y  ■+■  v,s)  +  a,  +  C>,  -1-  C"-Ji  =  0 
qui  correspond  à  la  racine  nulle  est  à  l'inflni;  si  on  avait 

O,  +  C>,  -i-  CVi  =  0, 
ce  plan    serait  indéterminé,   et  l'équation    (k)    ne  renfermant  plus   la 
variable  x',  on  pourrait  transporter  les  axes  des  y'  et  des  z'  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes  en  y" 
et  z".  Il  en  résulte  que  l'équation  réduite  sera  de  la  forme 

et  représentera  un  cylindre  parallèle  à  la  droite  (3(fx,ïi). 
Lorsque  deux  racines  sont  égales  à  zéro,  on  a  les  relations 
,       B'B"       ,,      BB"       ,„      BB' 

et,  par  suite,  une  infinité  de  directions  principales  situées  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  dmiie  (^îpijïi)  qui  correspond  à  la  troisième  racine. 
Avec  trois  axes  parallèles  à  trois  directions  principales  perpendiculaires 
entre  elles,  l'équation  de  la  surface  sera 

SjE'^  +  V  (tt,  +  C'i>.,  "H  C"v,)  -H  2y'  (tts  -t-  C>s  ■+-  C"vî) 
-1-  2e'  (O.J  -i-  C^s  ■+•  C"v,)  -+-  F  =  0. 
On  peut   toujours  supposer  que  l'on  ait  choisi  la  direction  (iaf/svi)  de 
manière  a  satisfaire  à  la   relation  Cïs  +  Cf^s  ■+■  Cfî  =  Oj   dans  ce  cas, 
l'équation  devient 
S,s'»  +  2a:'  (C>,  ^  C'f/,  +  C"v,)  -+-  2s'  (Q;  -i-  C>,  -\-  C"n)  -v-  F  =  0, 
si  le  coeffieienl  de  x'  n'est  pas  nul,  ou  bien 

Ssz'^  -t-  2z'  (Q,  -+-  C'p,  H-  C'v,)  +  F  =  0, 
si  ce  coeflicient  est  égal  à  zéro.  Enfin,  en  transportant  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes,  ces  équations  pourront  se  réduire  à  l'une  des  formes 
Ssz'"  ■+-  il-"  (Cl,  ■+■  C'fii  -H  C"vi)  =  0, 
S-,z"^  H-  K  =  0. 
La  première  représentera  un  cylindre  parabolique;  la  seconde,  deux 
plans  parallèles. 
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133.  Conditions  pour  que  la  surface  soU  de  révolution.  Vne  stirhce 
du  second  ordre  est  dite  de  révolution  fiiiluur  d'une  droite,  lorsque  tout 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  la  rencontre  suivant  un  cercle  dont  le 
centre  appartient  à  cetle  droite  ;  celle-ci  se  nomme  axe  de  révolution  de 
la  surface.  L'équation  générale  du  second  degré  définit  en  coordonnées 
rectangulaires  une  surlace  de  révolution,  si  elle  peut  se  ramener  a  la  forme 

(R)         ax^  -t-  Pi/S  -t-  yz^  ■+■  %las  -*-  2mj  ■+■  2«ï  ■+■  /"=  0, 
où  deux  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux.  En  effet,  suppo- 
sons   «  =  (3,    et   coupons    la    surface   pnr   un   plan   z^k   perpendi- 
citlaire  à  l'axe  des   z  :   l'intersection  va  se  projeter  sur  xy  suivant  toute 
sa  grandeur,  et  l'équaiion  de  cette  projection  sera 

a. (x'  ■+■  y^)  -t-  2/a;  +  Smy  +  2nfc  -+-  '/k^  -t-  f=0. 
C'est  un   cercle  dont  les  coordonnées  du   centre , sont 

des  quantités  indépendantes  de  k.  Il  en  résulte  que  les  courbes  d'inter- 
section de  la  surface,  avec  un  plan  qui  se  déplace  parallèlement  à  xy, 
sont  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  fixe  parallèle  à  Taxe 
des  z.  Donc,  la  surface  esl  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

Réciproquement,    si    l'équation    générale   représente    une    surface    de 
révolution,  elle   pourra  toujours  se  ramener  à  la  forme,  (R)  où  deux 
coefficients  des  termes  du   second   degré  sont  égaux.  En  effet,  prenons 
pour  axe  des  s,   une    parallèle  à  l'axe  de  révolution,  et  pour  les  deux 
autres  axe»,  des  droites  perpendiculaires.  Soit,  dans  cetle  hypothèse, 
ax^  -1-  Py'  -I-  yz*  +  %byz  ■+■  ^h'sx  -i-  ib"xy  -t-  2ca;  h-  2c'i/  +  2c"e  -h-  [=0 
l'équation  de  la  surface.  La  projeelion  de  la  courbe  d'intersection  d'un 
plan  z  =  k  sur  le  plan  des  xy  sera  représentée  par 
ax*  +  ^y'  -+-  26"a;)/  -+-  %'kx  +  2&%  +  2c3: -t-  2c')/ -t- 2c"/c  + y/c' -t- /=  0  ; 
pour  qu'elle  soit  un  cercle,  on  doit  avoir 

£,  =  |3,      6"  =  0. 
De    plus,   si   k   est    variable,    l'équation    précédente  doit  définir  des 
cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  une  droite  fixe;  mais,  les  coordonnées 
du  centre  sont 

b'k  -hC  bk  -h  c' 
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et,  par  suitt-,  las  coeflicicnla  b'  et  b  doivent  éire  nuls.  L'i^qiintion  du 
second  degré  est  privée  des  termes  en  xy,  yz,  zx,  et  les  eoellicients  de 
x^  et  y^  sont  égaux  ;  done,  elle  est  de  I.i  formfl  (R)  où  «  =  (3. 

Cela  étant,  nous  avons  déraonlré  que  l'équotion  générale  se  ramène 
toujours  à  ia  rornic  (R),  où  deux  coeflicienls  des  termes  dit  second  degré 
ont  la  même  valeur,  si  l'équalion  du  troisième  degré  en  S  admet  une 
racine  double.  Donc,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'équation  générale  représente  une  surface  de  révolution  seront 

Si  on  suppose  Si  =  Ss,  l'axe  de  révolution  de  la  surface  sera  une 
parallèle  à  la  direction  principale  {l^y-zn),  ou  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  représenté  par  l'équalion 

Ss  (hx  ^  ^,_v  -1-  vîe)  -+-  Os  -1-  G>î  -4-  C'%5  =  0 
qu'on  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  les  cosinus  directeurs  par  les 
expressions  (9), 

S;  (B'B"a;  -t-  RB"t/  +  BR'z)  -+-  CB'R"  -+-  C'BB"  +  C'BB'  =  0, 


B      U'       B"       S,  \  B      B'       B'7 

Lorsque    la  surface  admet  un  centre,  les    coordonnées  de  ce   point 
vérifient  les  équations 

Ax-+-B".y  -t-R'ï-f-C  =  0, 
B"»:-+- A')/ -+-!{£ -+-C'=0, 
B'sc  -t-  B^  M-  A"e  -fr.  G"^0. 
Or,  on  a  les  égalités 

--=^.  — ?■  ---"^ 

et,  en  substituant  à    A,  A',  A"  leurs  valeurs,  les  équations  précédeutes 
deviennent 

B'B"i  -+-  OB"t,  +  BB'e  -^  B  {SiX  -H  C)  -=  0. 
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E'B"37  -I-  m"y  -+-  BË'z  +  B'  (S,y  h-  C)  =  0, 

B'B"a;  +- BB".t/  +  BB's -t- B"(S,£ -+- C")  =  0. 

Il  en  résulte   que  les  coordonnées  du  centre  vérifieront  les  équations 

B  (S,.r  +  C)  =  R'  (S.y  -t-  C)  =  B"  (S,î  -i-  C") 

qui  définissent  une  di-oite  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  au 
plan  diamétral  conjugue  de  la  direction  (^^u^vj);  ce  )iunt  les  équations  de 
l'axe  do  révolnrion. 

Les    conditions   [r)   sont    impossibles,    lorsque  l'un   des  coeffidents 
B,  B',  B"est  égal  à    zéro.   Mais,  si  deux   de   ces  constantes  sont  nulles, 
par  exemple  B'  =  0,  B"  =  0,  l'équation  (7)  se  réduit  à 
(A-S)[(A'-S)OV"~S)-B'1=0. 

Elle  admet  une  racine  égale  à  A,  et  si  cette  quantité  satisfait  à  l'équa- 
tion du  second  degré 

(A'  — S)(A"  — S)  — B=  =  0, 

ce  sera  une  racine  double.  Donc,  la  surface  serait  encore  de  révolution, 
si  on  avait  les  conditions 

B'  =  0,  B"  =0,  B^  =  (A  —  A')  (A  —  A"). 

La  seconde  racine  de  l'équation  du  second  degré  sera  A' -t- A"  —  A; 
en  la  substituant  dans  les  équations  (4),  on  trouve  pour  les  cosinus 
directeurs  de  l'axe  de  révolution 


tî4.  Lorsqu'une  surface  est  de  révolution,  tout  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  la  rencontre  suivant  un  cercle;  si  on  mène  dans  le  cercle  une 
corde  quelconque,  le  plan  passant  par  son  milieu  et  l'axe  lui  est  perpen- 
diculaire; on  peut  donc  regarder  tout  plan  mené  par  l'axe  comme  un 
plan  principal.  Cette  remarque  conduit  immédiatement  aux  conditions  [r) 
en  exprimant  que  les  équations  (4)  sont  identiques,  puisqu'il  y  a  une 
infinité  de  directions  principales;  on  doit  donc  avoir 

A  -S  B"     _B'       A  — S_B^  B' 

n"   "" a.'  —  s~~b'   ~b'       b  ""a"~s' 
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On  en  déduit  les  eonditions  pvceddentes 

A_s=îïl^,    A'-S-î"^,    A"_S-  — ■ 


Exerrdces. 

Eï.  1.  Déterminer  l'équation  (tu  troisic':m(!  degré  el  indiquer  le  genre  lies  surfaces 
d  en  nies  psr  les  équations 

1"      ic"  -1- 2y'  -)- 3î'  H- 2!C!/  ~ il  —  4j  —  4î  -t- 2  =  0, 

2»     23;y  —  JiH-  »f2  —  2ic  ■+-  2j  —  3î  —  2  =  0, 

3»      ,j>  -  ia^y  ^-  iri  —  6œ  H-  3b  =  0, 

i"      iy'  —  93!'  -+-  2a-y  +  S6iB  —  Sj)  —  iî  —  32  =  0, 

S"      a"-t-6ïi--(-8œî  — 4iry-(-2»-f-%  -  liî  — 3  =  0, 

6"      œ'  -4-  2y'  -(-  2ï'  +  23!j(  —  2j!  —  iy  —  il  H-  6  =  0. 

R.  1»  L'tqiiation  du  troisième  degré  pst 

(S  — 2)(S'  — 5S  +  1)  =  0; 
elle  a  pour  racines  les  nombres  [Jositifs 

5  4- K5       S-l/F" 
2         '  2        ■ 

L'équatioi)  aux  axes  sera 

ix'  -+-  (3  +  (/â)  ys  +  (S  -  l/'â)  î«  =  i  ; 
elle  représente  un  ellipsoïde. 
2°  L'équstion  en  S 


La  surface  rapportée  à  so 


-1-^-1/5      —1— i/3 


^(rhl'> 


n  hjpPrboloïd«  à  une  nsppe. 
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5"  L'équation  i!u  tfoisième  degi'c  admet  duuï 
La  surface  est  us  eyllndro  parabolique. 
i"  On  a,  dans  cet  exemple, 


5        0      .        -ll  +  V/175      s       - 

s -1/173 

2 

Les  deuï  racines  différents  de  zéro  ajaiil  des  si(;ijes 

ewilraires, 

h  surface 

paraboloïde  hjperbaiique. 
5"  Un  cûne. 

Es.  a.  Qui]  represenleiil  les  équations 

10     ^y^yz  +  z^  =  a-, 

•2"    x''-{-y''  +  z'  +  ^{^!/-h'j^  +  ^x)  =  a\ 

S"    ^-ys=ik, 

i"    2«;,s-6ic  =  0, 

B"    a(^'  +  2!,î)  +  6(!/'  +  2j.ï)-<-cU'  +  &,al  =  l, 

6=    2  =  A!/  +  2Bis +  &<;'-+- 2D!/  +  2Ea;-f-F? 

R.  1"  On  trouvera  pour  l'équation  en  S 

s-|s-i=o, 

dont  les  racines  sont  ;  1,  —  s->    —  s'    La  surfaee  osl  un  hyperboloïde  de  révolution  à 
deux  tinppes  dont  l'équation  aus  a:iLes  est 

2=  L'équation  du  3'  degré  admet  une  racine  double  égale  à  1  —  li\  quel  que  soit  le 
paramètre  k,  la  surlaee  esl  de  révolution  autour  de  la  droite  x^=y  ^z. 

3»  Un  hyperloloide  à  une  nappe  ou  à  deus  nappes  suivant  le  signe  de  k  ;  réqualion 
réduite  est 

i"  On  trouve  S^^O,  ^=^±a\  la  surfsce  est  un  poraboloide  hyperbolique. 
S"  L'équulion  du  troisième  degré  est  de  la  forme 
S!  —  (a  -H  6  -H  c)  S'  +  («6  H-  6e  +  ea  —  fi'  —  6=  ~  ci]  S  +  n'  +  &'  +  c'  —  Zabu  =  0. 
Posons 
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Le  ternie  iudépendiiiit  de  S  est  égal  à  n^',  et,   par  snite,  l'équation   en   S  devient 

S'  —  kS'  —  ,9>S  -t-  s(3*  =  0  ; 

ses  racines  étant  a,  -h  p.  —  fi,   la  surface  rapportée  aux  axes  sera   représentée  par 

Cette  équation  représente  un  liyperboloiile  i  une  nappe,  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes  ou  un  cylindre  liyporboliqoe,  suivant  que  a  est  positif,  négatif  ou  nul.  Si 
tt'  ^  0*,  l'équation  en  S  a  deux  jacînes  égales,  et 

ab -+-  bc  +  ea  —  (3 

sera  la  condilion  pour  que  ia  surface  soit  de  révolution. 
B»  Ona 

S  =  0.    S  =  -  [A  +  C  ±  l/(A  -I-  0=  +  i  (H'  —  ACj]  ■ 

La  surface  osl  un  paraboloïdo  elliptique,  si  B^  — AC<;Oj  un  paraboloide  hyper- 
bolique, si  B'  — AC  >  0;  un  cylindre  parabolique,  si   B'  — AC=rO. 

tx.  3.  L'equalion  du  troisième  degré  en  S  ne  peut  pas  avoir  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  de  la  forme 

En  effet,  les  équations  (i)  donneraient,  pour  les  cosinus  directeurs,  des  valeurs 
de  la  forme 

l,=^o,-t-M/~,       /.i,=ei-Hdi\/^T,       v.^B.-t-AK"^* 

Or,  la  condition   i,)i  -t-  /i,iia  -\-  n^s^^^d   ne  serait  satisfaite  qu'en  posant 
0,  =  6i=c,  =  di  =  e,  =  A  =  0i 
mais,  dans  ce  cas,  la  relation   J,  H- ;if  +  vj  ;=  1    ne  pput  pas  Être  vérifiée;   donc,  il 
est  impossible   que  l'équutian  ait  pour  racines    oi -t- ;3,  l/— i,      «i  —  ^^)/—i. 
Comme  les  coefBcients  qu'elle  renferme  sont  réels,  il  en  résulte  qu'eilu  n'a  pas  do 
racines  imaginaires. 

Ex.  4.  Si  on  désigne  pur  ket  h  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 
(A'  -  S)  (A"  —  S)  —  B'  =  0, 
celles  do  l'équation   en  S   seront  comprises  entre  les   nombres   —  co,A,  ft, -+-cc; 
la  quantité  k  est  supposée  plus  petite  que  li. 

Ex.  S.  montrer  que  les  coelTicients  (le  1'é<]uation  en  S  sont  invariables  pour  tous  les 
systèmes  d'axes  rectangulaires, 
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ai?  ■\-  «V -l- -»"!'  -)- 26sî  +  26' 2x  +  -ih-'Ky  ■+  2m  ^  gc'j,  +  2c"î  -l-  /"=  0, 

les  équations  d'une  même  surface  du  second  ordre  rappoHée  à  deux  systèmes  â'axes 
rectangulaires  diiïérenls;  celles  qui  déterminent  les  plans  principaux  seront 

-(A4-A'  +  A")S'+(AA'+AA"-t-A'A"-B'— B"— B"")S+ABVA'B"'+A"B"'— AA'A"-2BI!'B' 
_(„4.„'+o")S'+(™'-t-aa"-l-n'D"— 6'  — 6"  — V'i)S-i-n(.'-i-o'È"-l-a"û"'  — aa'a"-l-26b'6' 

Supposons  que  l'on  transporte  parallùlcmont  à  ou^-inémes  les  deux  systèmes  d'axes 
au  centre;  les  termes  du  second  degré  restent  ks  mêmes  dans  les  équations  de  k 
surface;  de  plus,  le  terme  indépendiint  dans  la  première  sera  égal  au  terme  analogue 
dans  la  seconde,  car  ce  terme  a  ia  même  valeur  pour  tous  lus  systèmes  d'axes  rectangu- 
laires issus  du  centre.  La  surface  rapportée  à  ses  axes  sera  représentée  par 


S,*»  -1-  S,!/'  +  S,;' 

'  =  H, 

«.a=.  +  ».ï■-^,.î= 

=  H, 

où  S., 

S., 

S„»„f„i, 

sont 

les  racines  des  deux 

équations    d 

u  trois 

,ième 

degré;   ces 

équali 

ons 

uelei 

a^,o'-t-n"  =  A-t- 

,  par  suite,  on 
A'-»- A", 

aurai 

es  TV.\! 

liions 

II» 

'-1- 

aa"  -t-  n'a" 

—  fi 

j  _  fi'»  _  6"»  =  AA'  -1-  AA"  4-  A' A" 

'-B' 

-B" 

—  B'", 

«6'  + 

a'I 

^"-+-«"6"' 

-a«. 

V  — m'6"  =  AB«-i- 

A'B"  +  A"B' 

'■  -  AA'A" 

--  2BFB". 

Ex. 

,  Trouver  1' 

équa' 

lion  qui  détermine  le 

S  longueurs  ■ 

des  ax 

.es  de 

la  surface 

représentée  par  l'équation 

Ald'  +  k'y  -t-  A"i=  -+-2BSÎ  +  2B'îœ  +  %Wxy  =  H. 

Désignons  par  2r  l'un  des  axes  ;  nous  avons  vu  que  S  =  -^  ;     donc,   l'équation 
carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  surface  sera 


%    A.    PLAN    tangent;    CONE    CIRCONSCIIIT  ;    PLAN    POLAIRE. 

tî5.  Pian  langent.  Soit  M  {a^'y'z')  un  pnitit  d'une  siirfnce  du  second 
ordre  reprësenlée  par  i'équaion  générale  f{x,  y,  z)  =  0.  Menons,  par  ce 
point,  une  droite  qui  rencontre  la  surface  en  un  second  point  M',  et 
supposons  (]ue  la  sécante  tourne  autour  du  point  M  jusqu'à  ce  que  le 
point  M'  vienne  se  confondre  avec  lui  ;  à  celle  limite,  on  dit  que  la  droite 
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est  tangente  à  la  sui'l'aee.  Nous  allons  chercher  réquntion  du  Heu  de 
toutes  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  par  le  point  M  à  la  surface, 
les  axes  étant  l'ectangtilaires. 

Les  équations  de  la  sécante  peuvent  s'écrire 

Si  on  substitue  ces  voleurs  dans  f(x,  y,  z)  =  0,  on  trouve,  en  dévelop- 
pant el  en  ordonnant  pai'  rapport  à  p,  l'équation 

{{x',  y',  z')  +  p  (kfj,  4-  U.U  +  v/;',)  -^-  f  (AÀ=  +  A;^'  +  A"-' 
+  2Bf^v  +  2B'vÀ  -4-  2B"V)  =0; 

elle  détermine  tes  valeurs  de  p  pour  les  points  de  rencontre  de  la  surface 
et  de  la  droite.  Mais,  le  point  M  (i',  y',  z')  appartient  à  la  surface,  el,  par 
suite,  f{x',  y',  z')  =  0  ;  de  plus,  à  la  limite,  quand  tes  points  M  et  M'  se 
confondent,  la  seconde  valeur  de  p  est  nulle;  donc,  les  coefficients 
directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  vérifient  la  relation 

V.i  +  pft  +  'K-o. 

Si  on  remplace  1,  [i-,  v  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  de  la 
droite,  il  viendra,  pour  l'équation  du  lieu  des  tangentes  en  M  {x'y'z') 
à  la  surface, 

(I  -  X')  t.',  +  (!/  -  S')  fi -^  >.'-'•)  fi  -  0- 

Comme  elle  est  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  elle  définit  un  plan  qui 
s'appelle  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  M. 

Il  est  facile  de  vérifier,  au  moyen  de  l'équation  f{x',y',z')  =  0,  l'égaiité 

^'U  -^  y'f,'  +  ^7=;  -  -  2  (C^'  +  C'y-  -V  C"z'  +  FJ, 
de  sorte  que  l'équation  du  plan  langent  est  de  la  forme 

x{:\x'  -H  h"y'  -»-  B's'  -i-q-t-y  (B"x'  ■+  h'y'  ■\-  Bz'  ^  C) 
H-  z  (ii'x'  -(-  B/  +  A"ï'  +  C")  -t-  Cx'  -t-  C'y'  -i-  C"z'  -t-  F  =  0  ; 
ou  bien,  si  on  ordonne  les  termes  par  rapport  à  x',y',z', 

x'  {Ax  -1-  W'y  -t-  B'e  +  C)  -f-  »/'  (B"x  -\-  k'y  +  Bs  -t-  C) 
-^  z'  (B'x  -4-  Bf/  +  A"ï  -t-  C")  -4-  Cx  -t-  C'y  -t-  C's  -t-  F  =  0. 
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Lorsqu'on  rend  i'éqiiiilion  de  la  siiL'I'ace  liniiiogèiic  (N"  136),  les  équa- 
tions prététlcntes  peuvent  s'écrire 

*  +  rf,;  +  2/.;  +  v,',-o. 
«r.'  +  î/r.'  +  ^r.'  +  'T.'-o- 

On  passe  de  celles-ci  aux  précédenles,  eii  posant  (  =  ('  =  1 . 

On  appelle  normale  à  la  surface  au  point  M,  la  perpendiculaire  élevée 
en  M  au  plan  tanpçent  en  ce  point.  I!  résulte  immédiatement  de  cette 
délînîtion,  que  les  équations  de  la  nortnalp  an  point  M  {fy'z')  seront 

^  — ^'  ^  y  —  y'  _  g  —  '' 

(^       /;;       /■=; 

1 76.  Trouver  la  condiHon  pour  ffue  te  plan  Ix  ■^-  my  -t-  hs  -i-  p  =  0 
soit  tan<fent  à  la  surface  f{x,  y,  z,  t)  =  U. 

Si  on  identifie  l'équation  du  plan  donné  rendue  homogène 

Ix  ■+■  my  -i-  nz  -t-  ^jf  =  0 

avec  celle  du  plan  langent  au  point  (a;'  y'  z'  t.') 

=>/■.;  +  .■/«  +  -/:;  +  '/.;-<), 

on  a  les  J'clalions 

f/i  =  kl,  f,j',  =  km,  f,',  =  kn,  f',',  =  kp, 

k  étnnl  une  conslanle.  De  plus,  si  on  exprime  que  le  point  de  contact  se 
trouve  dans  !c  plan  donné,  on  aura 

h'  ■+■  my'  -1-  nz'  -t-  pV  =  0. 

En  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  les  équations  précédentes 
pcnvent  s'écrire 

kx'  -t-  \V'\j'  -+-  \Vz'  +  Cl'  —  lk  =  li, 
a"x'  -)-  A'y'-i-Rz'  -f-  C'l'  —  mk=0, 
B'x'  +  Bi/'  -4-  A"ï'  +  C"f  —nk==0, 
Cx'  -t-  C'y'  ■+  C"z'  +  l-r  —  pk  =  0. 
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Il  suffit  d'éliminer  ciUrc  ces  égalités  l 
aiTÎvcr  k  lu  condjUon  demandée  :  ce  sen 


!  C     C     C"     F 


\  l     m     n     p     0 

lîï.  Càiie  circonscrit.  Etant  donné  un  point  M{3;'t/'z')  de  l'espace, 
proposons-nous  de  trouver  le  lit;u  dd  toutes  les  tangentes  h  In  surface 
/"(a.', y,;)  =  0  menées  par  ce  point.  Considérons  une  droite  quelconque 
issue  du  point  M,  et  soient  x",  y",  z",  les  coordonnées  d'un  second  point 
de  celle  ligne  :  on  aura  pour  un  point  quelconque  de  la  droite, 
x'  -1-  }.x"  y'  -H  ly"  z'  -+-  Xz" 

Substituons  ces  expressions  dans  l'équation  de  la  surface  ;  après  avoir 
cfTcctué  les  multiplicniions,  l'équation  nouvelle  peut  se  ramener  à  la 
forme 

W      /  (*■',  y',  ^■)  +  P">  H-  mx">  y",  ^",)  =  0, 

dans  laquelle  P"  représente  la  valeur  du  premier  membre  de  l'équation 
du  plan  tanjtent  pour  les  coordonnées  x",  y",  z",  e'cst-à-dirc,  l'expression 
a;"/;;  ^  y"f^)  -^  z"fj,  +  2  (Cj:'  -i-  C'y'  -»-  C"z'  -h-  F). 
Les  racines  de  l'équalion  (a)  correspondent  aux  points  de  rencontre 
de  la  droilfi  avec  la  surface.  Lorsque  les  points  d'inlerseciiun  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus  pour  venir  se  confondre,  à  la  limite,  les  racines 
étant  égales,  on  doit  avoir 

V"-  -  f,f{x'  ,y',z-).  f{x",ir,-J')^(). 
Aiiisi,  les  coordonnées  d'un  point  [x." ,y" ,z"'),  choisi  à  volonté  sur 
une  tangente  quelconque  issue  du   point  M,  vérifient  la  relation  précé- 
dente. Il  s'ensuit  que  le  lieu  cherché  aura  pour  équation 

y^U.  1-  VtV,  +  V-  +  2  (C^'  -t-  C'y'  +  C'z'  H-  V)]' 
~-if(^,y,z)-f\x',y',z-)=^0, 
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qui  se  lidduil  de  la  préccdcnle  en  supprimniit  les  accents  tiiix  coordon- 
nées x",  y",  z".  Elle  est  du  second  degrû  ;  elle  repréaejilera  une  surface 
eonifiue  circonscrite  à   ('(x,  y,  z)=0,  et  jiyiint  pour  sommet  le    point 

lîn  cooi'iloiuiiius  liomogtiies,  réquntioii  pi-i!céilenlc  lient  s'otiîri! 

w;  +  Vf.',  +  'f.',  +  '/;:)'  -  *  H',  .v.  ',  •)■  iv,  ;/'.  ='.  i')  -  »■ 

ï78.  Plan  polaire.  Les  points  do  lu  courbe  de  contact  d«  cône  circon- 
scrit 0  lu  surlVice  f(x,  y,  z,  I)  =  0  salisTont  ii  la  fois  aux  cquotions 

'!■',  +  yK  +  'fi  +  '/; -0,  fit.  y. ',!)-« ; 

comme  In  première  est  du  premier  degrd  en  x,y,z,  tous  les  points  do 
contncl  des  deux  surfaces  se  trouvent  dans  un  plan.  Ce  pian  s'appelle 
le  plan  jiolairii  du  point  {x',  y',  z')  par  rapport  à  la  siii-face  dii  second 
ordre  Aa:,y,ï)  =  0. 

On  peut  aussi  regarder  le  pian  polaire  d'un  point  M  {x'y'z'),  comme 
étant  1c  lieu  de  son  conjugué  harmonique,  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section avec  ta  surface  d'une  sécante  variable  issue  de  ce  point.  En  effet, 
si,  dans  le  calcul  du  N"  précédent,  on  faii  coïncider  le  point  {x"y"z") 
avec  le  conjugué  harmonique  du  point  M,  l'équation  en  X  doit  donner 
des  racines  égales  et  de  signes  contraires,  ce  ([tii  exige  qoe  les  coordon- 
nées x",  y",  z"  vérifient  la  relation 

«/■.î  +  sK  +  îfi  +  'f.:-», 

uGn  que  le  terme  du  premier  degré  disparaisse  de  l'équation. 

Donc,  lorsque  la  sécante  tourne  autour  du  ]>oint  il,  le  conjugué  har- 
monique décrit  un  plan  qui  est  le  plan  polaire  de  ce  point. 

tî9.  On  démontrera,  comme  pour  la  sphère  (K"  124),  les  propriétés 
suivantes  : 

1"  Le  pôle  (Vtin  plan  piixsanl  par  tin  point  ne  trouve  dans  lu  pliin 
polaire  de  ce  point. 

2"  Un  plan  passant  par  deux  points  aura  son  pôle  silnè  stir  l'intersec- 
tion des  plans  polaires  de  ces  points. 

5°  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  d^tine  droite  D,  son  pôle  décrit  une 
droite  d.  Les  droites  D  et  d  sont  telles  que  tout  plan  mené  par  l'une  d'elles 
a  son  pôle  sur  l'autre  :  on  les  u|ipellc  droites  conjuguées  par  rapport  a  la 
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surface.  LV(|uaiîon  du  plan  polaire  représente  1r  plan  langent,  si  le 
point  (x'^y^z')  est  sur  In  surface;  de  sorte  (jue  le  plan  polaire  d'un 
point  de  îa  surface  est  le  pian  tangent  en  ce  point.  Donc,  si  on  mène  par 
la  droite  D  des  plans  tangents  à  la  surface,  leurs  points  de  contMtt  appar- 
tiendront à  la  droite  conjuguée  d  qui  sera  la  coi'dc  des  contncts  de  ces 
plans  tangents.  Ainsi,  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  tangents  et  1» 
droite  des  contacts  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  à  la   surface. 

Si  on  mène  une  droite  (jui  rencontre  la  surface  en  m  et  tii',  cl  les 
droites  conjuguées  en  a  et  a',  les  points  «,  a',  m,  m'  formeront  un 
système  harmonique;  cnr,  le  plan  poiiiire  du  point  a  passe  par  le 
point  a'  et  ce  dernier  doit  être  le  conjugué  liarmoniquc  de  a  par  rapport 
aoï  points  où  la  droite  rencontre  la  surface. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  que  le  plan  polaire  du  point  à  l'infini 
sur  la  droite 


_-V_ 


T=P' 


coïncide  avec  le  plan  diamétral  conjugue  de  cette  direction;  car,  si  les 
coordonnées  a;',!/',  s' vdrifient  ces  égalités,  l'équation  du  plan  polaire 
peut  s'écrire 

'/.'  *  Pf,"  +  'f.'  +  ^C:»  +  <='»  ->-  <^"'  +  F)  -  0. 
et,  si  p  =  00  ,  elle  se  réduit  h 

V.'-i-f/.'-t- ■/•.'-«, 

qui  rcprésenle  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droiie  (?.,  ^,  v). 


pai 


ISO.   Points  et  pluns  conjugués.   Deu] 
ppori  à  une  surface  du  second  ord 


points  sont  dits  conjugués 
e,  quand   le  plan  polaire  de 


■  l'autre.    Soient   (x'y'zW),   {x"ji"z"l")    deux 
l'espace;  leurs  plans  polaires  sont  représentés  par  tes  équalioiii 

Si  on  exprime  que  l'un  de  ces  plans   passe  par  le  pôle  de  I 
trouve  la  condition  unique 

qui  devra  (Stre  satisfaite  pour  que  les  points  soient  conjugués. 
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Deux  plans  sont  conjugués  par  rnpporl  S  une  surfncc  du  second  ordre, 
lorsque  le  pôle  de  l'un  se  trouve  dans  l'niitre.  Soîem 

Ix  -t-  my  -1-  nz  -t-  pi  ■=  0, 
l'x  -i-  m'y  +  «'z-t-  p'(=0, 

ies  équations   de  deux  pians,  cl   (x'y'z'l')  le  pôle  du   premier.  Si  en 
exprime  que  les  équations 

Ix  -+-  «il/  -t-  nz  -^  pt  =  (}, 
déRnissenl  un  même  plan,  on  aura  les  égalités 


l  ' 


On  en  déduit  les  équations 

Aie'  -^  Wy'  -+-  B'ï'  -+-  Cl'  —  H  ^  0, 
B'V  -+-  A't;'  -t-  Bs'  -v  C'C  —-  km  =  0, 
BV  +  By'  -t-  A"£'  -t-  ce  —  /rtJ  =  0, 
Cj'  -*-  C'y'  -t-  C"j'  -t-  F('  —  kp  =  0. 

De  plus,  on  a  aussi  la  relation 


fx' 


i-  p't'  =  0 


qui  exprime  que  le  pôle  du   premier  plan  se  trouve  dar 
l'climinalion  <ic  x',  y',  e',  t',  k,  i!  vient 

A  B"  W  C     l 

H"  A'  B  C  m 

}V  B  A"  C"   n 

C  C  C"  F     p 

V  m'  n'  f    0 

Cette  équation  est  syméirique  et  exprime  que  le  pâle  de  l'un  des  plar 
se  trouve  dans  l'autre,  et,  par  suite,  que  les  plans  donnés  sont  conjugu< 
par  rapport  à  la  surface. 
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PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE.. 


A  CENTRE 


SoMutJti£.  —  Ellipsoïde  :  équation  aUie  leces;  leclions  planes;  sections  circulaires; 
propriêlés  du  plan  tangent,  de  la  normale  et  des  diamètres.  —  Propriétés  analogues 
pour  l'hyperboloïdc  à  uae  nappe  el  Cliyperboloïde  à  devic  nai>pes. 


ISl.  Nous  avons  démonlrt!  qu'irne  surface  à  ccnlrc  du  second  ordre 
rapportée  à  ses  axes  est  représentée  par  une  éciualion  de  la  forme 


Lx' 


-  My^- 


-H, 


el  nous  avons  appris  ù  calculer  les  cneiïîcîenls  quelle  rcnfcime  En 
admettant  que  le  second  membre  soit  rendu  positif,  1  (^qualion  précédente 
donne  lieu  à  trois  genres  de  surfaces  suivant  le  signe  des  coeflicients 
du  premier  membre.  Elle  dëfinil  un  ellipsoïde  {N°  167),  si  les  coefficients 
L,  M  et  N  sont  de  même  signe;  un  hyperboloïde  a  une  nappe,  si  I  un 
d'eux  est  négatif  el  les  deux  autres  positifs;  un  %pei6o(o)rfe  a  deux 
nappes,  lorsqu'un  seul  coefficient  est  positif  dans  le  prcnuei  membte 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  de  faire  eonmilic  h  foime 
particulière  de  ces  surfaces,  par  l'examen  des  sections  piincipales  des 
sections  parallèles  aux  plans  principaux,  des  sections  fiites  pai  un  plan 
quelconque.  Nous  démontrerons  ensuite  plusieurs  piopnetts  nhlives  au 
plan  tangent,  à  la  normale  el  aux  diamètres.  Souvent  il  trrive  qu  une 
propriété  est  commune  aux  surfaces  h  centre;  dans  ce  cas,  il  nous 
suffira  d'en  donner  une  démonstration  pour  !'e!!ipsoïde;  on  l'appliquera 
facilement  aux  autres  surfaces. 
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182.  L'iSqualion 

(t)         U' -I- My^  H- Nî' =  Il 
rcpvfisciUe  une  surface  imnginaire  si  les  coeffidenis  L,  M,  N  snnl  nôgiilifs; 
car  il   est    impossible  de  saiisfnire  k   l'équation  par  des  voleurs  réelles 
de  X,  y,  z.  Si  H  =•  0,  on  a  l'équation 

Lx'  -t-  My*  -1-  Nï'^  =  0  ; 
clic   définît  uLi  ellipsoïde  qui   se  réduit  à  un  point,  l'origine  des  coor- 
données, car  on  ne  peut  y  saltsCaire  qu'en  posant  x  =  »/  =  e  =  0. 

Enfin,  supposons  que  les  coefficients  soient  positifs  et  dîfTércnls  de 
zéro.  L'équation  (1)  pourra  s'écrire  sons  la  forme 


11    ' 


--h^=l. 


les  quantités  a,  b,  e  sont  réelles  et  désij^ncnt  les  dislances  à  l'origine  des 
points  (le  rencontre  de  la  surface  avec  les  axes  des  coordonnées,  de  sorte 
que  2a,  26,  2c  sont  les  longueurs  des  axes  de  la  surfftec.  En  vertu  de  ces 
égalités,  l'équation  do  l'ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes  peut 
I  se  mettre  sous  la  forme 


(2) 


bien,encliassuntlesdcnominalcurs, 

(2')     6'cV-*-c*a'^«-t-n^fc'i'=fl'I'V. 

Si  on  porte,  sur  les  ases  et  de  chaque 

;ôté  de  l'origine,  des  longueurs  égstcs 

points   A   et    A',   B  et  B',   C  cl  C    qui  su 
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nomment    les  sommelft    de    la    surface;    en    admettant   a  ~>  b  "^  e,    la 
distance  2«  =  ÂA'  est  Vaxe  majeur,   26  =  HB'   Vaxe  moyen,  2c  =  CC' 
l'axe  mineur. 

Pour  iroiivcr  les  équations  de  l'ellijisoïde  rapporté  à  l'un  de  s«s 
sommets  A',  B',  C,  il  faudrait  changer  successivement  x  en  x  —  a, 
ij  c\\  y  —  b,  s  en  s  —  c  ;  on  trouve  niusi  les  équations 


-=0. 


18it.  Seclhm  planes.  Les  inlcrseclions  de  l'clliiisoïdc  (2)  iivt'C  les  [ilans 
principaux  sont  rcprésciilées  par  les  é(|Ua(ions 

'         h-'       c' 

Ce  sont  des  ellipses  (juî  passent  par  les  sommets  de  l'ellipsoïde  dans 
le  plan  où  elles  se  tronveJit, 

lin  plan  parallèle  ii  ;jz  rcneoiitio  In  surl'iicc  suivant  nnc  ellipse  définie 
(NU-  tes  équations 


cl  dont  les  demi-axes  si 


V-T 


puisque  la   projection  sur  yz  de    la  courbe  d'intersection  est  éjjalo  eu 
grandeur    à    celle    courbe;    l'ellipse    est    i-éclle,    et   diminue    de    plus 
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en  plus  à  mesure  que  a  s'approche  de  a,  e'est-à-iiire,  ù  mesure  que 
le  iilan  scciuU  s'éloigne  de  l'origine  pour  flller  vers  le  sommiit  A; 
si  oL^a,  rinicrscction  se  réduit  à  un  point,  ou  à  une  ellipse  doni 
les  axes  sont  nuls;  si  a  >  a,  elle  est  imagina îi-e.  On  an-ivera  aux 
mêmes  résultats  lorsque  «  est  négatif,  e'esl-à-dire,  lorsque  le  plan  sécant 
csl  à  gauche  de  l'origine.  Ainsi,  ta  surface  ne  s'étend  pas  au-delà  des 
points  A  et  A'.  En  considérant  les  sections  faites  pai'  des  plans  parallèles 
aux  autres  plans  coordonnés,  on  verra  qu'elles  sont  cllipliques  et  réelles 
aussi  longtemps  que  le  plan  sécant  se  trouve  enlre  le  centre  cl  les 
sommets  de  iii  surface. 

Enfin,    soit  z  =  mx -f- m/ -i- p    un    phin    quelconque;    éliminons    la 
variable  z  entre  cette  équation  et  celle  de  l'ellipsoïde  (2).  On  aura 
fa)  ^  -+-  ■'-  -H  ("'^  -^  "V  -<-  P)'  _  ,,  _ 

En  développant,  un   trouve,    pour   la    valeur  du   Linûine   B^  —  AC, 


-(£^1;^^) 


qui  est  toujours  néi^alive;  donc  l'équation  (a)  représeiilc  une  ellipse 
dans  le  plan  des  xi/,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefïicienis 
m,  II,  p.  Mais,  celte  ellipse  est  la  projection  sur  xij  de  la  courbe  d'inter- 
section; par  suite,  tout  plan  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  sections  parallèles  sont  des 
courbes  semblables.  En  effet,  si  les  cocfGcients  m  et  »  sont  constants 
et  p  variable,  l'équation  i  =  mœ -+- »i/ -t- ;»  définit  des  pians  paral- 
lèles; or,  les  termes  du  second  degré  dans  l'équation  (*)  sont  indépen- 
dants du  paramètre  p;  donc  les  courbes  qu'elle  représente,  lorsqu'on 
fait  varier  p,  seront  semblables.  Cette  propriété  est  vraie  pour  toutes 
les  surfaces  du  second  ordto. 

Si  on  veut  délerminei  h  nature  de  la  section  pir  un  phn  quelconque, 
il  suflira  de  consideicr  la  section  d  un  plan  mené  pat  le  untie  pinl- 
lèleinunt  au  premiei  ]\ous  allons  fane  u&^^^  de  ci  tti,  rcmnque  pour 
déterminer  les  plans  des  sections  circulaiiiï 

1S4.  Sections  circulaires;  ombilics.  Considérons  un  plan  mené  par 
le  cenli'e  de  l'ellipsoïde  el  coupant  cette  snrfaee  suivant  un  ucrcle  de 
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rayon  r;  ce  dernier  apparlieniii'ii 
et  représeniée  par  I  equiilion 


3  -H  M^  -1-  z^  =  V 


Si  on  retranche  membre  à  membre  les  litiualioris  de  l'ellipsoïde  (2) 
et  de  la  sphère,  on  aura 

Cette  équation  est  satisfaite  en  même  temps  que  celles  des  deux  sur- 
faces; comme  elle  est  homofçène  et  du  seeond  degré,  elle  représenle  un 
cône  dont  le  sommet  est  à  l'origine  et  qui  passe  par  la  courbe  d'inter- 
section de  la  sphère  et  de  l'eilipsoïde,  Or,  pour  (jue  ces  surfaces  aient  en 
commun  nne  section  centrale  circulaire,  il  faut  et  i!  suffit  que  leur  inter- 
section se  réduise  à  deux,  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  le 
ceuire.  Ou  obtiendra  donc  les  plans  des  sections  circulaires  appelés  plans 
eyditjaes,  en  déterminant  r  de  manière  k  ce  que  lo  cône  se  réduise  à 
l'ensemble  de  deux  plans;  ce  qui  exige  que  l'un  des  termes  disparaisse  de 
l'équalion  (j3).  Si  nous  posons  successivement  (■  =  «,»■=  6,  r  =  c,  il 
viendra  pour  les  équations  des  plans  cycliques 


En  admettant  a  >  fi  >  e,  la  première  et  la  troisième  représentent  des 
plans  imaginaires  ;  la  seconde  peut  se  ramener  à  la  forme 


-V' 


et  définit  deux  plans  réels  passant  par  t'axe  moyen  de 
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Si  011  désigne  par  S  l'angle  d'inclinaison  de  ces  plans  s 


^>  — iv/î 


tang  9  = 


<x/ï^ 


Donc  l'ellipsoïde  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  parallèles 
à  l'axe  moyen  de  la  surface. 

Les  sections  parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre  étant  sem- 
blables, on  doit  considérer  le  plan  tangent  parallèle  aux  plans  cycliques 
comme  coupant  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle  infiniment  pelit;  le  point 
de  contact  de  ce  plan  langent  particulier  se  nomme  ombilic.  Menons 
par  le  centre,  et  dans  l'ellipse  principale  du  plan  des  xz,  un  diamètre 
égal  à  2&  ;  le  plan  passant  par  ce  diamètre  et  l'axe  moyen  sera  un  plan 
cyclique.  Désignons  par  x',  z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  con- 
jugué du  diamètre  26  dans  l'ellipse 

Nous  verrons  plus  loin  que  le  plan  tangent  au  point  {x',  0,  s')  est 
parallèle  au  plan  cyclique,  c'est-Ji-dire,  au  plan  diamétral  conjugué 
du  diamètre  qui  passe  par  ce  point.  Or,  on  sait  que 


En   y    ajoutant   y'  - 
l'ellipsoïde. 


jrdoiinées   des    ombilics   de 


185.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  le  genre  ellipsoïde 
comprend  les  surfaces  du  second  ordre  fermées  dans  tous  les  sens  et 
à  trois  axes  inégaux;  elles  ne  peuvent  être  rencontrées  par  un  plan 
que  suivant  une  ellipse  ;   elles  admettent  deux  séries  de  sections  cii'cu- 
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laires  parallèles  à  l'axe  moyen  de  )a  surface.  Nous   allons  maintenant 
faire  connaître  quelques  cas  particuliers. 

Si,  dans  l'équation  (1),   deux  coeflicicnls  sont  cgaiix  dans  le  premier 
membre,  par  exemple  si  L  =  M,  il  ïicnt 

L{x^ -h  if) +  ^z''==  II, 


tout  plan  parallèle  à  xy  coupe  la  surface  suivant  un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  l'axe  des  z,  et  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour 
de  cet  axe.  Si  L  =  M  =  N,  l'ellipsoïde  devient  «ne  sphère. 

Lorsque  l'un  des  coefficients  L,  M,N  est  égal  à  zéro,  l'équation  (1) 
se  présente  sous  la  forme 

et  l'ellipsoïde  se  réduit  à  un  cylindre  elliptique. 

Enfin,  si  L  =  0,  M  =  0,  il  vient  l'équation 
Ix^  =  H 
qui  définit  deux  plans  parallèles. 

Ainsi  le  genre  ellipsoïde  comprend  comme  variétés,  l'eltipsoïdc  de 
révolulion,  la  splière,  le  cylindre  elliptique,  deux  plans  parallèles,  et 
le  point, 

186.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipsoïde 

(i*       6*       c' 
sont    toujours   comprises  entre  les   quantités    ±  a,   ±  t,   ±  c,  cl  on 
peut  poser 

a;  =  a  cos  ?,,     y  =  b  cos  p.,     z  =  c  cos  v, 

l,ji,v  étant  trois  coefficients  variables  avec  la  position  du  point  sur  la 

^pface.  Substituons  ces  expressions  dans  l'équation  précédente;  on  aura 

cos').  H-  cosy  -1-  eos'v  =  1 . 
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II  en  résulie  que  les  paramètres  A,  [x,  v  désignent  les  angles  d'une 
certaine  droite  issue  de  l'origine  avec  les  axes  de  l 'ellipsoïde. 
A  chaque  point  de  la  surface  correspond  une  droite  (J,  ;/,  v),  et  récipro- 
quement. Pour  le  sommet  A  où  x^a,  y  =Q,  z  =  Q,  on  aura 
cos  A  c=  1 ,  cos  (:i  ;=  0,  cos  ï  ^  0  •-  la  droite  (X,  p,  v)  est  dirigée  sui- 
vant l'axe  2a;  mais,  cette  circonstance  est  exceptionnelle,  el,  en  général, 
la  droite  (X,  p,  v)  ne  passe  pas  par  le  point  correspondant  de  la  surface. 

Si   on  mène  par  le  centre   deux   droites  perpendiculaires  (X'u'v'), 

Q-'Y"""))  on  ^  l**  relation 

cos  y  cos  7."  -i-  cos  f/'  eos  ^j."  -i~  eos  v'  cos  n''  =  0  ; 

les  points  correspondants  {x'y'z'),  {x"y"z"}  satisferont  à  l'équation 

x'x"      ■n'ti"      z'z" 

-1-2^  -4-— ~  =  0. 
a'  6'  c^ 

Réciproquement,  lorsque  deux  points  vérifient  la  dernière  égalité, 
les  droites  correspondantes,  donnant  lieu  à  la  première,  seront  perpen- 
diculaires entre  elles. 

La  longueur  d'un  diamètre  qui  passe  par  le  point  (x'y'z'),  aura 
pour  expression 

d^  =  x'^  -h  y'^  -t-  z'^  =  «^  eos^i'  +  6^  cos'[.['  +  c'  cos^u'. 

On  donne  quelquefois  le  nom  de  coordonnées  anyulaires  aux  quantités 
ij  fi,  V.  Nous  ferons  souvent  usage  de  ces  coordonnées  pour  facilili^r 
la  démonstration  de  plusieurs  ibéorèmes, 

18Ï.  Plnn  tangent.  Soit  {x'y'z')  un  point  de  l'ellipsoïde  rapporté 
à  son  centre  et  à  ses  axes.  L'équation  du  plan  tangent  en  ce  point 
sera  de  la  forme  (N"  175) 

ou  bien, 


-  -V-  i-r-  H — r  =  1 .      Avec     les     coordonnét. 
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angulaires,  cct[«  cquiition  serait 

^  ^r  .V  ,  ^  .  , 

—  tOS  '    -t-  T  COS  fA    -f-  -  COS  V    ==  J  . 

Désignons  par  P  la  perpendieulRirc  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
langent,  et  par  a,  ^,y  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes,  L'cqualion  du 
plan  langent  peut  encore  s'écrire 

a;  cos  a  +  »/  cos  (3  -h  a  cos  y  =  P. 

IJenlifions  cette  dernière  avec  les  précédentes;  il  viendra  les  égalités 


On  en  déduit  i 
diculairc,  savoir  : 


188.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
sur  trois  plans  tangents  rectangulaires  est  comiante. 

Soient  a,^iyi,  o-ii^tyi,  «3(3:7;  les  angles  directeurs  des  droites  menées 
du  centre  pcrpondiculaireinent  à  trois  plans  tan^cnls  rectangulaires. 
On  aura 

P'  =  II}  cos^  «1  H-  b^  cos'  |3i  -\-  c^  cos^  -/i, 
P|  =  a^  cos^  as  -\-  b^  cos^  |3s  -4-  c^  cos^  72, 
Pj  =  a^  cos'  as  ■+■  b^  cos*  ps  -t-  c'  cos^  7,. 

De  plus,  les  cosinus  vérifient  les  relations  co5*ai-i-cos'aaM-cos*aï=I, 

etc.;  de  sorte  qu'en  additionnant  les  équalions  précédentes,  il  viendra 

P^  -t- P| -t- P'j  =  o' +  6^ -1- c^ 

•  89.  Le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  Irireclaiigle  circonscrit  à  une 
surface  du  second  ordre  esl  une  sphère  (Mokge). 


cos  a 

y'       cos|3      s'       cos-/_ 

i=-f-' 

¥'~     V     '     c^          F' 

'■     §-' 

'~b^^~f'  ~r^~F' 

lifférentes 

expressions  pour  la  longueur  de  la 

1  perpen- 

Ç-9' 

1       cos^  1'      cos-  (x'      cos^  1-' 
■    P^~    «^      '       t^     "^     c^    ' 

^  =  «s  eos' 

'a  +  (.Uos^f3  +  c^cos^y. 
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Les  équations  de  trois  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  peuvent  s'écrire 
sous  la  forme 


X  cos  «1  -i-  y  cos  pi  -*-  E  cos  y,  =  (/a^  cos^  on  -t-  6^  cos'  pi  ■ 


'S  «î  -t-  1/  cos  p,  -4-  z  cos  ya  =  i/o;'  cos*  as  -i-  6*  ciis*  fis  ■ 


X  cos  at  ■+-  y  cos  (3j  -t-  3  cos  ^3  =  y  à*  cos^  «j  -i-  6'  cos^  fij  -h  c^  cos*  ^î. 
Si  ces  pl.iDS  sont  rectHiiguIaires,  on  h  les  relations 

cos'  «]  +  cos^Ka  +  cos^  «!  =  !, , 

et,  en  ajoutant  les  équations  des  plans  tangents  après  les  avoir  élevées 
au  carré,  on  trouve 

œ*  -»- 1/'  H-  s*  =  a^  -4-  6*  ^-  c^. 
Donc  le  point  d'intersection   des  plans  dccHt  une  sphère  ayant  pour 
rayon  j/a'  -t-  6*  -t-  c^. 

190.  Normale.  La  normale  au  point  ix'ij'z')  de  l'ellipsoïde  est  reppc- 
scntée  par  les  équations  (N°  17S) 


ou  bien, 

-■(sc~a;')=--(«  — ^/')  =  -(ï~E')• 
Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  de  normales  que  l'on  peut 
mener  à  la  surface  par  un  point  de  l'espace  (a,  |3,  y).  Les  coordonnées 
x',  y',  z'  du  pied  de  l'une  de  ces  normales  satisfont  aux  équations 


Soit /cla  vaïeur  commune  des  rapports  précédenls;  en  égalant  chacun 
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d'eux  à  k,    et  résolvant  les  égalités  ainsi  obtenues  par   rapport  aux 
coordoQnées,  on  trouve 

_    «^  b'^  _    c'-y 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'cqualion  de  l'ellipsoïde;  il  viendra 

ou  bien 

{/,  +  „^)^  (/;  +  b^y  [k  +  v>f  -  a^a-  [k  +  6^)'  {k  +  e^)^ 
—  b^^^  {k  ■+■  a*)»  {k  -H  c')*  --  cY  (k  -t-  a^'f  (k  +  b^)^  -=  0. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  en  k;  elle  admet  toujours  deux 
racines  réelles,  car  si  on  remplace  k  par  les  quanlités  —  oo,  —  «', 
-1-  00  dans  le  premier  membre,  on  tro'ive,  poiii-  ies  signes  des  résul- 
tais, -+-,  —,  -t-. 

Transportons  l'origine  au  point  (a,  |3,  y)  et  appelons  ^,  v],  Ç  les  nou- 
velles coordonnées  ;  les  égalités  [s)  deviennent 

l    ^    yj     _     'c 
i-^cc     1+P     ^-^y' 

a^  b-'  c^ 

On  en  tire 

niK^y)     Kj-n-*-^)     Z  a -*- =^) ^^C  +  y)     lirt  ^  ji) _n {ï -^  <x) 
c^       °"       6^       '  a^  c^       '6'  a"       ' 

et,  en  chassant  les  dénominateurs. 

Multiplions-les  respectivement  par  a,  [i,  y  et  faisons  leur  somme. 
On  aura 

^{fc^_  r^)n>:^^ic^~.ara+y(a'~b'}l-n^O: 
équation  homogène  du  second  degré  qui  représente  un  cône  passant 
par   les    normales  issues    du    point  (a,  p,  y).    Ainsi,  par  mm  point  de 
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l'espace,  on  peut  mener  en  général  six  normales  à  une  surface  dit 
second  ordre  dont  deux  sont  toujours  réelles,  et  ces  normales  sont  sur 
un  même  cône  du  second  ordre  (Chasles). 

191,  Plan  diamélral  et  diamètre.  Le  plan  diaimilml  conjugué  du 
diamètre  (k,  jj.,  j)  aura  pour  équalion  (N"  ICI) 


Si  on  désigne  par  x',  y',  z'  les  coordoni 
Qi,  [i,  v)  rencontre  la  surface,  on  a  les  relati 


et  l'équation  précédente  de\ 


Donc,  le  plan  diamélral  conjugué  d^un  diamètre  qui  passe  par  un 
point  {x'y'z')  est  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface. 

Lorsqne  le  point  {x'y'z')  est  dans  le  plan  des  xy,  on  a  s'  =  0,  et 
l'équation  précédente  devient 


elle  reppésenle  un  plan  passant  par  l'axe  des  z.  En  général,  le  plan 
diamétral  conjugué  d'un  diamètre  situé  dans  un  plan  principal  ren- 
ferme taxe  de  la  surface  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  on  représente  par  rf'  le  denii-Jiamèire   qui   passe   par   le  point 
{x',  y',z'),  on  aura 

x'  =  d'  eos  a',       y'  =  d'  cos  |3',       z'  =  d'  ces  y', 

«')  P')  /  ^'^nt  1^8  angles  du  diamètre  avec  les  axes.  Par  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'cilipsoïde,  on  arrive  à  l'expression 

1        cosV      cos'|3'      cos*-/ 
Supposons  que  l'on  moue  par  le  centre  trois  dcmi-diamctrcs  d',  d",  d'" 
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•s  ;  en  ajoutant  l'cqualion  précédente  a 
1         cos'  a"       cos'  /3"      eos^  /' 

1         cos' «'"      cos^P'"       eos*7"' 


d'^       d"^       rf""      «^      b^      C* 

Ainsi,  (a  somme  des  carrés  den  inverses  de  trois  diamèlrefi  rectangu- 
laires est  constante. 

■103.  Diamètres  conjugues.  Sflicnt  2tt',  26',  2c' les  longueurs  de  (rois 
diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  et  (x'y's'),  (x"y"2"),  (iï"'i/"V"}  les 
points  où  ils  reneonlrent  lu  surface.  Si  on  exprime  que  le  plan  dianiéiral 
conjugué  du  premier 

a^         6=        c^         ' 
renferme  les  deux  autres,  on  arrive  aux  relations 


De   même,   le  plan   diamétral  conjugué  du  second  diamètre  et  repré- 
senté par  l'équation 


passe  par  le  troisième,  et  on  aura  aussi 

a^  h^  e^ 

Avec  les  coordonnées  angulaires,  les  trois  équations  précédenfcs,  qui 
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expriment  que  les  diamèlres  sonl  conjugués,  deviendraient 


cos) 

'  cos  i"  +  cos  fi'  C 

ÛSfA" 

4-  cos  v' 

■eosv' 

'=0, 

eosV 

cosV"-i-C08(.'c 

os  p." 

'  4-  COS  ï 

■'  cos  i' 

"'  =  0, 

(■os  V 

cosï"'  4-  cos^."c 

os  f^" 

■'-t-cos^ 

/'  cos 

v"'  =  0; 

(ie  sorte  que  tes  directions  (â,  p,  v)  qni  cori'cspondent  fins  extrémités  do 
trois  diamètres  conjugués  sonl  perpendiculaires  entre  cl!«s,  et  l'on 
aura  aussi  les  égalités 

cos'  V  +  cos^  p'  -(-  cos'  v'  =:  4 , 

cos'  i"  -I-  cns^  jt"  -t-  cos*  v"  =  1 , 

cos*  V"  -H  cos'  [i'"  -4-  cos'  ï"'  =  1 , 

ainsi  que  les  relations  inverses  cos' J' -i- cos*X" -»- cos' >.'"=  1,  etc. 
qui  sont  toujours  vérifiées  par  les  cosinus  directeurs  de  trois  droites 
perpendiculaires  issues  de  l'origine. 

198.  É(ftialion  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués. 
Nous  avons  vu  {N°  167)  que  la  surface  rapportée  à  trois  diamètres 
eonjugués  est  représeniée  par  une  équation  de  la  forme 

U^-t-Mf +  Kz'  =  H, 


L       M       N 

Mais,  si  a',  b',  c'  sont  les  longueurs  des  demî-di  a  mètres,  on  a 

et  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


Comme  il  y  a  une  infinité  de  diamètres  conjngnés,  il  y  aura  une 
infinité  d'axes  obliques  pour  lesquels  l'équation  de  l'ellipsoïde  peut 
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se  ramener  à  la  forme  précëdenle.  Le  plan  x=>a' csl  parnllcle  à  t/z, 
et  sera  le  plan  tanijcnt  à  la  surface  à  rcxtrémitc  du  dinmètre  ia' ; 
il  reneonlre  l'ellipsoïde  suivant  deux  droites  imaginaires  ayant  pour 
équations 


=  0. 


Puis([ue  le  diamètre  2a'  peut  passer  par  un  point  queleonquD  de  la 
surface,  on  voit  que  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  remontre  toujours  la 
surface  .tuivant  deux  droites  imaginaires. 

194.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conju<jtiés  est  nonslante 
et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes. 

En  effet,  si  on  «joule  membre  à  membfe  les  égalités 


j^eos^ji  -^  c^eos'  i 


i^" 


il  viendra 

«"  -t-  b'^  +  c"  =  u^  +  ft^  +  c^, 
car  les  directions  (k,  p.,  v)  sont  i-eclangulaires. 

195.  Le  volume  du  parallélipipéde  construit  sur  trois  diamètres 
conjugués  est  eomtant  et  égal  au  parallélipipéde  construit  sur  les  axes. 

En  effet,  le  parallélipipéde  construit  sur  o',  b',  c'  est  égal  à  six  fois  le 
volume  de  la  pyramide  triangulaire  formée  avec  ces  demi-diamètres.  On 


aura  donc  (N"  39)  pour  le  v 


plume  du  parallélipipéde 
=  abc    cos  a'     cos  p.' 
eos  1"    cos  fi" 


Mais  on  sait  que  ce  dernier  déterminant,  en  tenant  compie  des 
relations  qui  existent  entre  les  quantités  i,  f;,v,  a  pour  valeur  l'unité 
(N-  U)jdoueV  =  fl6c. 
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186.   Diamètres   conjugtiés    égaux.    Pour    qu'un   système   de    trois 

diamètres  de  l'ellipsoïde  soient  conjugués  et  égaux,  on  doit  avoir  les 

relations 

COS  V  COS  1"  -(-  COS  [a'  cos  1*"  -t-  cos  ï'  cos  u"  =  0,   cos'  ),'  -H  COS^  Jt'  -4-  cos'  i'  = 

cosl'eos  V"h-cos(i'cos[i"''1-cosv'cosi'"'=0,    cos*ï"  -h  cos*  p" -t- cos' v"  = 

cos  i"  cos).'" -t-  C0S[i"c0S[t"'-t-  COSv"cOSii"'=û;      COS^V"-+-  COS^|i"'h-C0S''j"'=^ 

a*  cos'  y  -V  6'  cos'  p'  -t-  c'  cos'  v'  «=  a'  cos^  V  -i- 1' eos'  [j."  -+-  c^  cos'  v" 
=  0^  cos'  V"  -+■  6*  cos'  fi'"  +  c^  cos'  >'". 

On  a  ainsi  huit  équations  entre  neuf  inconnues;  par  suite,  il  existe 
une  infinilé  de  diamètres  conjugues  égaux.  Soit  a'  la  longueur  de  l'un 
d'eux;  on  aura  3(("  =  a'  -t-  b^  -t- 1",  et,  par  conséquent,  les  extrémités 
des  diamètres  conjugués  égaux  se  trouvent  sur  l'intersection  de  l'ellip- 
soïde avec  la  sphère  représentée  par  l'équation 


193.  Trouver  les  axes  d'une  section  centrale.  Considérons  un  plan 
mené  par  le  centre  et  qui  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse  dont 
nous  désignerons  les  axes  par  2p  et  Sç.  Soit  2c' te  diamètre  perpendi- 
culaire au  plan  sécant;  les  demi-diamètres  j>,  ç,  c' étant  rectangulaires. 


I 


f" 

9'' 

c"      a'       b'       i 

■-^' 

ce,  p,  y  étant 

les 

angles  du  diamètre  2c'  ; 

des 

axes, 

on 

1 

cosi 

'  a      cos'  |3      cos* 

y  ^ 

a  combinaison  de 

ccséi 

^alités,  il  viendra 

1        \       i 

i  +  j 

L    ■ 

l        /cos^  a.       cos' 

'1 

cos 
H . 

V)^ 
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Menons  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  de  la  section;  soit  P  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  et  c"  le  demi- 
diamètre  du  point  de  contact.  Le  parallélipipède  construit  sur  les 
diamètres  conjugués  p,  q,  c"  a  pour  mesure  Ppç;  par  suite, 

Vpq  =  abc  ; 


D'après  les  relations  précédentes,  les  carrés  des  axes  de  la  section 
centrale  seront  les  racines  de  l'équation 

\       l/sin^a      sin^p      sin'y\      cos^a      eos*^      eos^y 

p*      p*\  a*  6*  c*    J        6*c^         a^c*         a%^ 

Elle  peut  encore  se  mellre  sous  une  autre  forme  ;  en  chassant  d'abord 
les  dénominateurs,  il  viendra 

p*  (a^  cos^  ci.-\-b'^  eos^  (3  -v-  c^  cos^  •/)  —  p'  [6  V  (1  —  cos*  a) 
-H  tt=,5  (1  _  cos'  P)  +  aW  (-1  —  cos^  7)]  +  a^iV  =  0, 

ou  bien, 

p*{tt^cos^a-4-6*cos^[3+c^eos^  ji)+p'(6Vcos^a-t-aV  cos^  [3 -t- a^b^  cos' y) 

^  \a^bH^  —  p*  {&»c'  +  aV  -t-  a^6=)](cos'  a  m-  cos*  |3  -t-  cos'  y)  =  0. 

En  réunissant  les  termes  qui  multiplient  respectivement  cos^  a,  cas'  f3, 

cos^y,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

cos'  a  [a*p*  —  a^f  (6^  +  c^)  -4-  a^6V]  -f-  cos*'  (3  [fc^p*  —  6^p^  {a?  -\-  é) 

+  a^b'c^]  +  cos'  7  [c'p*  —  cy  (a'  -t-  6')  -+-  «^6'e']  =  0, 


a"  cos^  «  (p'  —  ¥)  (p^  —  (;=)  -t-  6^  cos^  p  (p'  —  a^)  (p'  —  e^) 
+  cHos^7(p^-«^)(P=-''^)  =  0. 

Si   on   divise    par    le   produit    (p^  —  "*)(?*  —  (i^)  (p'  —  ''^)i    *"• 
finalement 

a^  cos^  a      6^  cos^  p      c^  cos^  7 
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§    2.    KYPERBOLOÏDli   A    lINli    NiiPPl',, 

198.  L'éqiiatiaii 

(1)  Lrs  +  My« -H  N!= -=  II 

dtiliiiil  une  surfuce  nppeléc  hypcpboloïdc  à  une  nappe,  si  l'un  des 
coefficients  du  premier  membre  est  ncgatir.  Supposons  que  la  uoiislnilte  N 
soit  affectée  du  sijçne  —  ;  nous  aurons  à  considérer  l'iiqualion 

(2)  Lx^-t-Mi/2  — Nï=  =  H. 

La   surface    rencontre   les  axes    rec! angulaires   aux    points    dom    les 
coordonnées  seront  : 


'    j       '  y     N  ' 

ce  i|ui  montre  qu'elle  ne   rencontre  pas  l'axe  des  z.   Posons 

'-^\/v  "-^V'îi'  '-*\/s' 

les  quantités  2«,  26  seront  les  longneufs  des  axes  réels  de  la  surface; 
on  regarde  aussi  2c  comme  étant  celle  de  l'axe  imaginaire.  Par  l'intro- 
duction de  a,  (j,  c  dans  l'équaiion  (2),  on  trouve  que  l'hyperboloïde 
à  une  nappe  rapporte  à  son  centre  et  à  ses  axes  est  représenté  par 
l'équation 

ou  bien, 
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Il   en   résulie   que   les  spclions  pi'iiicrpales 
équations  de  la  forme 


int    définies  par  des 


=  0,      'f^--^ 


Si  A  et  A',  B  et  B'  (Fig.  26)  désignent  1 
surface  avec  les  ases,  ia  section  dans 
le  plan  des  xi/  est  une  ellipse  qui 
renferme  ces  points;  elle  s'appelle 
ellipse  de  gorge;  les  deux  autres 
sections  sont  des  hyperboles,  ht  pre- 
mière ayant  pour  axe  réel  2<i=Ai\', 
la  seconde  26  =  BB'. 

199.  Sections  planei.  Cherchons 
d'abord  la  nature  des  interseelions 
de  la  surface  par  iin  plan  parallèle  1 
à   xy.    Un    plan     z  =  y     rencontre 
l'hyperboloïde  suivant  une  courbe  dél 


;    points   de   rencontre  de  la 


Ç=i?=i=^ 


Jm^ 


=  l-t-i 


une  ellipse  réelle  quel  que  soit  y,  positif 
idéftniment   à   mesure  que  le  plan   sécant 


L'intersection  sera  toujoi 
ou  négatif;  elle  augmente 
s'éloigne  de  l'origine. 

Un  plan  y  =  P,  parallèle  îi  as,  coupe  la  surface 
dont  la  projection  sur  xz  est  représentée  par 


C'est  une  hyperbole  dont  l'axe  réel  est  parallèle  ans  x  aussi  longtemps 
que  {3  <  6;  clic  se  réduit  à  deux  droites,  si  [3  =  6;  l'axe  réel  de  la 
courbe  devient  parallèle  aux  z,  si  (3  >  6. 
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On  verrait  de  même  ijue  la  section  faite  par  un  plan  œ  =  a,  paral- 
lèle à  yz,  est  une  hyperbole  dont  l'ase  réel  est  parallèle  aus  y,  si  le 
plan  sécant  se  trouve  entre  le  centre  et  les  sommets  A  et  Â'  de  la 
surface,  et  parallèle  aux  z,  si  le  plan  sécant  est  à  une  distance  plus 
grande  <]ue  a  de  l'origine. 

Enfin,  considérons  l'intersenlion  de  l'iiyperboloïde  par  un  plan 
([uelconque 

z  =  mx -^- ny  -i-  p. 
La  projection  de  ia  section  sur  le  plan  des  jy  aura  pour  équalion 
^  ^  y!  _  ('"3^  +  «y  H 

en   développant,  le   binôme  carnctérisiique   lî'  —  AC   se  présente   sous 
la  forme 

L'hyperboioïde  peut  être  rencontre  pir  un  plan  suivant  l'une  des 
trois  coniques:  une  ellipse,  si  a^m° -*- b^n"  <_  c^  ;  une  hyperbole,  si 
a*m' -+- ()V>(;^;  une  paiabolc,  si  a'm'  -i-  Ifii^  ^c^.  On  satisfait 
à  cette  dernière  condition,  en  posant 


(p  élanl  un  coefficient  indéterminé;  il  en  résulle  que  tout  plan  parallèle 
Ji  celui  qui  est  représenté  par  l'équation 


-=  -eosç  -t-^sin  ç, 

rencontrera  la  surface  suivant  une  parabole. 

300.  Seclions    circulaires.    On  démontre,    comme  on    l'a   fait  pour 
l'ellipsoïde,   que   les    plans   cycliques  de   l'hyperboioïde   s'obtiennent 
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en  cx|>i'imanl  cjue  le  p.omu 

se   réiiiiit   h    deux  plans.     Posons    successivement  )-^  =  ft^,    r- 
?"  ^—■^C;  il  viendra  pour  les  plans  des  secfions  circuliiircs 

Supposons  ct'>i^>c^;  les   deux    dernières   equatiuns  reprc 
des  plans  iniiiginaires  ;  la  première  peut  se  ramener  à  In  forme 


et  définit  deux  plans  réeîs  parallèles  a  l'use  des  a;. 

Ainsi  l'hyperhoioïde  à  une  nappe  admet  deux  sr/stémeti  de  plans 
cycliques  parallèles  au  plus  grand  des  deux  axes  réels. 

sot.  Côtte  asymptote.  Lorsque  le  coefScient  H  est  nul,  l'équation  (2) 
devient  homogène  par  rapport  aux  coordonnées  et  se  réduit  à 

hx^  +  Ml/*  -  Nz*  =  0, 
011  biflii, 

mie  représente  une  surface  conique  réelle  qui  cnloiire  l'axe  imagi- 
naire tîe  rtiyperboloïde  défini  pai-  l'équation,  lorsque  II  est  différent  de 
zéro;  ear  tout  plan  c  =  7,  parallèle  à  xy,  reneontre  la  surface 
suivant  l'ellipse 


1  qui  augmenlo  indéfinlmeni   iivcc  7.   De   plu;;, 
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nous  allons  montrer  que  !a  dislanee  entre  l'Iiyperboloïdy  et  le  cône 
diminue  de  plus  en  plus  ii  mesure  qu'on  s'éloigne  sur  la  surface. 
Soient  M  {x,  y,  z),  N  (a:,  y,  Ç)  deux  points  situas  sur  une  parallèle 
aux  z,  le  premier  appartenani  à  t'hypcrboloïde,  le  second  au  cône. 
On  aura 


et, en  rctranchan!  membre  y  membre, 


Lorsque  ngmcnle  indéfiniment,  la  différence  Ç  —  z  diminue  de 
plus  e  pi  et  ie  it  nulle  à  la  limite  pour  2  =  oo  ;  cfi  qni  montre 
I  e  le  d  uv  s  fa  es  se  rapproclieiit  indéfiniment  pour  se  toucher  h 
I  f  n  Ce  e  p  pr  e  é  particulière  du  cône  représenté  par  l'équation  (4) 
lu  a  la  t  do   n  r  le  no  n  de  cône  asymplole. 

Le  cône  asymplole  doit  être  regardé  comme  un  cône  circonscrit  à 
l'hyperboloïde  ayant  son  ."iommet  à  l'origine,  et  dont  la  courbe  de 
contact  est  dans  le  plan  à  l'infini.  C'est  ce  qui  résuile  d'ailleurs  des 
équations 


Ix^ 


'  H?/^  - 


■NZ^: 


Lx"-  -t-  Mî/S  - 


=  0  ; 


vient  l'équalion  II  =Od'un 


en  les  retranchant  membre  k   mei 
plan  à  l'infini. 

Enlin,  les  coefficients  des  variables  élant  les  mêmes  dans  les  équations 
du  cône  et  de  l'hyperboloïde,  les  intersections  des  deux  surfaces  par 
un  plan  quelconque  seront  des  courbes  semblables  ci  concentriques. 
Donc,  un  plan  qui  eoupe  toutes  les  arêtes  d'une  même  nappe  du  cône, 
rencontrera  i'iiyperboloïde  suivant  une  ellipse  ;  un  pian  qui  coupe 
les  deux  nappes  du  cône,  suivant  une  hyperbole;  un  plan  tangent 
au  cône,  suivant  une  parabole. 

303.  La  discussion  précédente  nous  apprend  que  le  genre  hyper- 
boloïde  il  une   nappe  comprend    tontes    les   surfiices  du  second  ordre  à 
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deux  axes  réels,  illimilées  dans  tous  les  sens  et  resserrées  vers  leur 
milieu  dans  le  voisinage  de  l'ellipse  de  gorge.  Il  est  évident,  d'après  les 

observations  qui  précèdent,  que  les  équipions 

Ix^  —  Mjf  ^  Ns^  =  II,  —  Ix^  +  m/  -h  Ss^  =  H, 
ou  bien, 

X*      y^      z^        .  a;'       y^       z'^ 

rt'       b^       c'  0^       &'       c^ 

défînissenl  k  même  surface,  seulement  Taxe  imaginaire  de  la  première 
est  dirigé  suivant   l'axe  des  y,  et  celui  de  la  seconde  suivant  l'ax'e  des  x. 
Lorsque   l'un  des  coefflftieuts  du  premier  membre  est  nul  diins  i'équa- 
lion  (2),  il  vient 

La;'  ~  Na"  =  H,       Mj/'  —  Ns=  =  H,       Ix^  -+-  ihf  =  Il 
ou  bien, 

^~?^''         'l^^l^"^*'         ^'^'V*^^' 
l'hyperboloïde  se  réduit  à  un  cylindre  elliptique  ou  liyperbolique. 

Si  M  =  N  =  0,  on  a  La;^  =  H,  ou  deux  |>lrtns  parallèles. 

Enfin,  lorsque  les  coeilicients  L  el  M  sont  égaux,  réqoation  de  la 
surface  devient 

el  tout   plan  perpundîiiulaire  à   l'axe  des  z  coupera  la  surlncc  suivant 
un  cercle;  l'hyperboloïde  est  de  rcvolulion  autour  de  cet  axe. 

Ainsi  le  genre  hyperboloïde  à  une  uappe  comprend  comme  variétés, 
l'hyperboloïde  de  rcvolulion,  le  cône,  le  cylindre  elliptique  et  liypcrbo- 
lique,  deux  plans  parallèles. 

303.  Génératrices  reclilignes.  L'byperboloïdc  à  une  nappe  peut  iion- 
tcnir  une  droite  dans  toute  son  étendue,  car  nous  avons  constaté  qu'un 
plan  parallèle  à  xz,  mené  à  rextrcmilé  de  l'axe  %,  coupe  la  surface 
suivant  deux  droites  réelles.   Nous  allons  démontrer  l'existence  de  deux 
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systèmes  de    droites    entièremcui    oontonues  dans    la    surface.   On    les 
appelle  généralrice»  reclilignes  de  rhyberboloïdcj  purce  qu'elles  servenl 
a  rengcnUror  par  le  mouvement  d'une  ligne  droilc. 
Soient 

les   l'inialians    li'une    ilriiile.    Pour    i|u'elle    soit   cntjéj'emcnt    eoiitcnite 


I  Caut  que  iVijuitlion 


soit  satisfaite  qncl   que  soit  s;  ptir  suite,  les  paramcli'os  doivent  véi'ilier 
les  relalions 


1^0,  ^- 


K-^Sl-i^O. 


La  dernière  équation  montre  que  la  traec  de  la  droite  sur  xy  doit 
ie  trouver  sur  t'cllipse  de  gorge;  la  seconde  nous  donne  Us  égalités 


he'      ■'       -^ac 

Ainsi,  j)  ei  (/ étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  de  gorge, 
CCS  valeurs  indiquent  qu'il  existe  dcnx  systèmes  de  génératrices,  et  scnle- 
iTicnt  deux,  dont  les  équalions  seront  de  la  l'orme 
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Si   on  désigne  par  ç  un    angle  tiuxilln>re,    on   peut   poser,    pour  les 
coordonnées  d'un  poinf  quideonqiie  de  l'elipse  de  gorge, 

p  =  H  cos  (p,  ç  =  6  sin  (p  ; 

el  les  équfilions  des   génératrices   reelilignes   peuvent  se  inelire  sous  Ja 
forme 


(2')    -  = sin  If  -4-  coss,  ■-=■  -cos  <f  ->-  sintp. 

On  vérifie  à  posteriori  que  ces  droites  sont  sur  l'hyperboloïde  ;  ear 
en  élevant  les  équations  (2)  on  (2')  an  carré,  et  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  on  retrouve  J'cquation  de  la  snrfacc.  L'équalion  de 
l'hyperboloïde  eonduit  encore  à  nne  nonvellc  l'orme  des  équalions  des 
généralriccs.  En  effet,  on  en  lire 


l'osons  les  deux  systèmes  d'cqnalions 

ï  et  fi  étant  deux  paramètres  arbitraires,  elles  définissent  deux  systèmes 
de  droites  situées  sur  l'hyperboloïde;  ear  en  multipliant  les  égalités 
(3)  ou  {^')  membre  à  membre,  on  reproduit  l'équation  de  la  surface. 
Si  on  écrit 

„ï..f,  p^,.|.  ,^î--î,  .=,_ï. 
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ks  equalifms  précédentes  pcuvcnl  encore  se  meltre  sous  la  forme  abrégée 

o  ^ 

Cl  l'équation  de  la  surface  est  alors  ay  =  [35, 

Ï04.  Par  chaque  point  de  l'hyperboloïtte,  il  passe  une  génératrice  de 
chaque  système  et  une  seule. 

Soient  [Xi^iZi]  un  point  de  hi  siuTace,  et  «i,  [3i,  71,  5,,  les  valeurs 
correspondantes  des  polynômes  a,  (i,  y,  3.  On  anr^i,  pour  délermincr 
\  et  jLc,  les  équations 

§i  S. 

«,  —  ip,  =  0,      7,  — -:  =  0      a,  —  ^ôi=0,      71  — !l  =  0, 
■  On  en  déduit 


'P.' 


=.  fu- 


mais, d'après  l'équation  de  lu  surface,  les  deux  valeurs  de  1  ainsi  que 
les  deux  valeurs  de  u  coïncident  ;  il  y  aura  une  droite  de  chaque  système 
et  une  seule  qui  passe  par  le  point  donné. 

905.  Devx  génératrices  d'un  «itime  système  ne  se  rencontrent  pas. 
Considérons  deux  droites  du  premier  système 


qui   correspondent  à  deux    valeurs  disiincles    du    pariiiuètre    /.    Si  on 
retranche  membre  à  membre  les  équations,  il  vient 

Ces  équations  ne  peuvent  subsister  en  même  temps  à  moins que|3=(î=0, 
ce  qui  est  impossible. 
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aoe.  Dmx  gènératnces  ih  xi/slÈmù  différent  sntil  dam  vu  même,  plu'i. 
L'ëi|ualinri 


->p^,,(,_0_O, 


OÙ  k  est  un  coefficient  indéifi'miné,  reprcfientc  un  pliiii  quelconque 
mené  par  une  droite  du  premier  sysièmo.  Exprimons  ([u'il  passe  p.ir  In 
droite  (4')  :  en  éliminant  a  et  7,  il  vient 


(.-o-a-o^=«- 


Mais,  si  In  seconde  droite  est  dnns  un  même  p!nn  Bvtc  la  iiremici'c, 
cette  équation  doit  être  sntisf-iile  quels  que  soient  [3  et  5  ;  ce  qui  a  lieu  si 
ft  =  lji.  Donc  le  plan  représenté  par  l'équation. 


C'-D- 


a  —  ip  -V-  V 

renTermc  les   génératHecs   de  système   différent.    L'équation  précédente 
en  1;,  y,  z  peut  se  ramener  à  la  forme 

^li+V)-'-f(F~>)-*-^(i-V)-(x-.-p)  =  o. 

Lorsque  les  génératrices  différentes  ont  des  équations  de  la  forme 

ï  2   .       ,  ,  V       ^  ,         ■       . 

—  = sin  m'  -+-  eos  m  ,         v^^  -cos  tp  -t-  sm  ç  , 

ne  oc 

on  trouve,  en  exprimant  que  le  plan 

/_„"sin<p  —  cos©)  +  A-(j--*--eos9  —  sin©  1  =  0 

passe  par  la  seconde  droite, 

1 

cin  m  j.    =in  m'  ^'"  5  W  "^  f  ) 
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L'équaLtOLi  du  [iliui  ilcs  gùnéritlriuas  est  ;iloi 

X       \  u        1  :        I 

-cos-((p  +  9')  +7siii-(ç  -I-?')  4-  ;sin- 

i07 .  Génératrices  parallèles.  Pourvue  (hiiN  gRiii'i'alrices  de  système 
difPérent 


soient  parallèles,  on  doit  uvaiv  siii  ç  =  —  sîn  ip',  eos  9  =  —  pos  tp'  ; 
par  suite,  tp' =  ^ -+-  1 80- ;  d'où  (f.'— a  =  180",  et  rcf|imlLoii  i!it  pliin 
de  deux  génératrices  parallèles  sera 

~sin  œ  — Veos'is =0. 

a        ^        l)         '        c 

Ainsi,  les  géuératriees  parallèles  siml  iliins  un    |iliiii  piisB.iut    par  le 
cenlrede  la  surface. 

SOS.  Génératrices  perpeiuliciiluires.  Les  (leu\  droites 

X      z  .  11  z 

-  =  -sm<j3  -H  costp,  ^=  —  -cosœ  +  sin  ip, 


sont  perpendiculaires  avec  la  condition 

(0)       n^  sin  <p  sin  ip'  -+-  fc^c os  (p  eos  <p'  —  r^  =-  0. 

Mais,  les  équations  des  gcnéralrices  donnent  les  égalités 

/x  \      z^  .  ,  /x  \^       z^   . 

( cosifi  !  =  — sin' tp,  I    —  cosip    l  =  — sin 

de  sorte  que  cos  cp  et  cos  cp'  sont   les  racines  de   l'éqiialion 
degré 
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nu   eostp  (ïi'signerineûniiuc.  On  (rcmvc  fiicikmenl,  [lour  Ii!  [iroduil  des 
racines,  l'expression 


(!-'"■>■)'-?« -»'''"^ 


d'où  l'on  diiditit 


Siibsliluons  ces  viili;urs  ditiis  l<'i  relylion  (a);  il  vicndiM 

En  ciïcciiuiiil  les  r<fd  II  étions,  nii  obtient  liiinlcmcnt 
ï^  -)-  i/^  H-  e'  =  «'  -t-  6'  —  c*. 
Donc,  Us  points  de  rhyperboloïdc  où  les  gcnéralriecs  se  coupent   à 
angle  droit  niipailiennenl  k  Ut  lij^ne  d'intct'seciion  des  suffaces 


300.  Les  projections  (/es  génératrices  sur  le  plan  des  xij  soni  £<(«- 
(/entes  à  l'ellipse  de  gorge. 

En  effet,  si  on  élimine  la  variables  entre  les  éqnaiions 
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( cos  ç  )  cos  tp  -4- 1  ^  —  &in  (p  j  gin  <;j  =  0, 

i  représente  une  tangente  à  i'ellipsc 


SIO,  /.K  lieu  dea  droites    menées  par  le  centre  parallèlement  i 
génératrices  est  le  cône  asymptote. 

Une  droite  menée  par  l'origine  parallèlement  à  la  génératriee 


est  déflnie  pai'  les  cqni 


a(  hp 

lie  ■'  ac 


On  en  déduit 


en  siibsliluiinl  ces  vnlcui's  dajis  \a  l'clalitiii 
il  viendra  pour  le  lieu  cherché,  l'é^nation 


qui  représente  le  cône  asymptote. 

CoBOLLAiRE.  Trois  génératrices  d'un  même  système  ne  sont  jamais 
parallèles  à  wn  même  plan;  car  si  ce  parallélisme  existait,  les  trois  arêtes 
du  cône  asymplolc  parallèles  aux  génératrices  seraient  dans  un  même 
plan,  ec  qui  est  impossible. 
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311.  Le  produit  des  sinus  des  angles- d'une  génératrice  (juelconeiue 
ivec  [es  plans  et/cliques  est  constant. 
Si  a  >  6,  les  plans  cycliques  sont  dëterminés  pai'  l'équation 


"a-^)-<^^-^)-- 


Considérons  une  arête  du  cône  asymplole  passant  par  un  point  M  de 
celte  surface;  clic  sera  parallèle  à  une  eeriatnc  générJilrice  ilc  l'hyper- 
boloïde.  Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  MP,  MP'  sur  les 
plans  cycliques.  Les  coordonnées  du  point  M  vérifient  l'équatiun 


^^ 


-^  =  0, 


qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

le  premier  membre  est  alors  égal  à  celui  de  l'équation  des  plans  cycliques, 
et  si  on  divise  par  l'expression 

1       J      J.       \      b'^  -^c'- 

il  devient  égal  au    produit  MP-MP';  par  suite,  l'équation  précédente 
peut  s'écrire 


OM  est  la  distance  du  point  M  au  centre  de  la  surface.  Cela  étant,  soient 
«  et  a.'  les  angles  de  l'arrête  OM  avec  les  plans  cycliques;  on  aura 
MP  =  OM  sin  a.,  MP'  =  OM  sin  a'.  En  substituant,  il  vient  finalement 


co  qui  démontre  la  proposilion. 


919.  Génération  reclitigne  de  thyperbuloïde.  Le  mouvement  d'une 
droite  dans  l'espace  est  complètement  déterminé,  si  elle  est  assujettie 
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,^  s'appuyer  sur  tt'ois  droites  fixes  non  situées  deux  à  deux  daiis  un  même 
plan;  car  prenons  un  point  M  sur  In  première  et  menons  par  ce  point 
deux  plans,  l'un  passant  par  la  seconde  droite,  l'autre  par  la  troisième; 
CCS  pliins  sont  détermines,  el  leur  intcrscclîon  sera  k  di'oite  unique  qui 
jouit  de  la  propriété  de  passer  par  le  point  M  de  lu  première  droite  et  de 
rencontrer  les  deux  autres.  Pur  chaque  point  de  ia  première  droite  fixe, 
«n  pourra  toujours  mener  une  droite  semblable,  de  sorte  que  le  lieu  des 
difïérentes  positions  de  la  droite  mobile  sera  une  surface  unique  et  bien 
déterminée. 

11  résulle  des  propriétés  des  gcnératriees,  qu'une  droite  de  chaque 
système  rencontre  toutes  les  droites  de  l'autre;  donc,  si  on  prend  trois 
génératrices  du  premier  système,  et  si  on  fait  mouvoir  une  droite  qui 
s'appuie  constamment  sur  ces  génératrices,  on  engendrera  l'hyper- 
boloïde;  car  il  ne  peut  exister  deux  droites  distinctes  qui  rencontrent  les 
génératrices  aus  trois  mêmes  points  ;  la  droite  mobile  doit  reproduire  par 
son  déplacement  toutes  les  droites  du  second  système. 

On  peut  démontrer  directement  que  toM(e  surface  engendrée  par  te 
mouvement  d'une  droite,  qui  s'appuie  comtam- 
I  ment  sur  trois  droites    non  parallèles  à  tm 
I  même  plan  ni  situées  deux  d  deux   dans  un 
I  plan,  est  un  hffperboloïde  à  une  nappe. 

Afin  de  simplifier  la  démonstration  de  ue 
héorème,  menons  par  chaque  droite  donnée 
leux  plans  respect ivcment  parallèles  aux  deux 
mires  de  manière  à  former  un  paroJlélipipède; 
plaçons  l'origine  an  centre  0,  et  prenons,  pour 
les  axes  des  coordonnées,  des  droites  parallèles 
aux  arêtes.  Si  on  désigne  par  2a,  26,  2(;  les  longueurs  des  arêtes,  les 
équations  des  droites  fixes  Di,  Di,  Ds  seront 

'"■'        °~cT'''  f'-)        lZ°lc;  ("■'        'jZl°' 

On  peut  regarder  la  ligne  mobile  comme  étant  l'intersection  de  deux 
plans,  l'un  passant  par  la  droite  Di,  l'autre  par  la  droite  Da  ;   les  équa- 
tions de  ces  plans  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 
s  —  c  ~  /,  ()/  +  6)  =  0, 


m 
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Il  faut  iDiiinlenant  exprimer  que  cette  ligne  rencontre  la  droite  Da. 
Or,  si  on  retranche  les  équations  précéilentcs  membre  ^  membre,  il  vient 

par  suite,  d'après  les  égalités  (D;),   on   aura,  pour  la  condition  de  ren- 
contre avei:  Dj,  l'équalion 

c  -+-  ï6  +  pa  =  0. 

Si    on    remplace   >    et   «   par    leurs    valeurs    r,     ,      on 

y+hx—a 

trouve,  après  les  réductions, 

ayz  -1-  bzx  -+-  cxy  -i-  a/)c  =  0,     ou  bien,     ^  '■'  ""i — ^-*-  t  =  0. 


Cette  équalion  étant  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un   point  quel- 
conque de  la  ligne  mobile  pendant  son  déplacement  représente  h  surface 
engendrée;  elle  est  du  second  degré,  et  donne  Heu  à  l'équation  en  S 
4S»  —  (a*  -V-  6'  -+-  c*)  S  —  «6c  =  0 

qui  admet  deux  racines  négatives  cl  une  racine  positive.  Donc  la  surface 
rapportée  à  ses  axes  sera  de  la  forme  /*'  -+■  my^  —  Hz'  =  abc  après 
avoir  changé  le  signe  des  deux  membres;  c'est  un  hypcrboloïde  à  une 
nuppt^. 

Pour  démontrer  le  théorème  sans  ftiire  aucune  hypothèse  sur  les 
axes  des  coordonnées,  considérons  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan  et  définies  par  les  équations 

(DO       a  =  0,         P  =  0; 
(Ds)       y  =  0,         S^O; 

a,  |3,  y,  â  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  a;,  y,  z.  Les  équations 
de  la  troisième  droite  D»  peuvent  s'écrire 


(»■)    .„«^„,-,d. 


Ist  ■*-  ny  ■+■  pS  ='  0, 

Une  droite  qui  rencontre  les  deux  premières  est  représentée  par  des 
équations  de  la  forme 

a  — /p  =  0,  y  — f*5  =  0. 
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Exprimons  qu'elle  rencontre  la  droite  Ds;  on  aui-ii 

m(3-i-  qiiS  -1-  s^  =  0; 
d'où 

En  éliminant  les  paramètres  1  et  [/,  on  trouYcra,  ponr  l'équalion  de 
la  siirrace  décrite  par  la  ligne  mobile, 

mfi  {ny  -\-  pô)  ==  la  (qy  +  sd). 

313.  Génération  de  l'Iiyperboloïde  par  deux  faisceaux  komograpkiques. 
Si  la  surface  est  représenléc  par  l'équalion  «y  =  (3J,  une  géiiératriec  dn 
premier  système  est  définie  par 

a  —  >fi  =  0,         3~ly  =  0. 

Ces  équations  prises  isolément  représentent  deux  faisceaux  luimogi'a- 
phiqiics,  l'un  ayant  ponr  arête  la  droite 

a  =  0,  p  =  0, 

l'autre  la  droite  (3  =  0,  ^  =  0.  De  là  cette  propriélc  :  Si,  par  devx 
droites  fixes,  on  mène  des  plans  passant  par  les  génératrices  d'ww  même 
système  de  l'hyperboloïde,  on  obtient  deux  faisceaux  homograpkiques. 

Réciproquement,  dans  deux  faisceaux  homograpkiques  atjanl  pour 
aréles   des   droites  quelconques,   les  plans    correspondants   se   coupent 
suivant  les  génératrices  d'un  hyperboloïde.  En  effet,  soient 
œ  =  0,        |3  =  0, 
-/  =  0,         a  =  0, 
deux  droites  fixes  ;  les  faisceaux  homograpliiques  qui  onl  ces  droites  pour 
arêtes  sont  définis  par  les  équations 

a-_/[3  =  0,         S  —  lAy^O, 
où  k  est  une  constante  cl  i  un  paramètre  arbitraire.  En  éliminant  >,  on 
trouve  l'équation 

qui  représente  une  surface,  lieu  des  droites  d'intcrseciion  des  plans  cor- 
respondants des  deux  faisceaux  ;  c'est  un  hyberboloïde  à  une  nappe. 
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S14.   Plan  langeiU;  normale.  Le  ]iliiri  tniigeiit  en  un  poinl  {x'y'z')  de 
riiypcrbfiloMe 


^  ?/.'/       ^«  _ 


Si  on  la  compare  avec  l'égaliliS 

a;  cos  a  -(-  y  cos  (3  ■+  2  cos  y  =  P, 
on  trouve  les  l'clations 

pos  a      x'       cos  P      î/'       cos  '/ 

p  "ô^'      p   ""¥'    "V^  ~ 

d'où 


par  suite,  la  peppendiculairc  abaissée  du  centre  sur  le  plan  langent  aura 
pour  expression 

P^  =  a'  cos'  a  +  6'  cos'  (3  —  c^  ces'  y. 
Les  équations  de  la  normale  seront  de  la  forme 

--{x  —  x')^-{y~'  y')  =  —  -;  (s  ~  z'). 

Ou   démontre,   comme    on   l'a   fait    pour   l'ellipsoïde,    les   théorèmes 

1°  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  siir  trois  plans 
tangents  rectangulaires  est  constante. 

2"  Le  lieu  du  soimnet  iVnn  trièdre  trireclangle  circonscrit  à  l'hyper- 
boloïde  est  la  sphère  représentée  par  l'équation 

X*  H-  j;'  -f-  z'  =  a^  +  6'  —  c'. 

3°  Par  un  point  donné,  on  peut  en  général  mener  six  normales  à  la 
surface  et  ces  droites  sont  sur  un  mime  cône  du  second  ordre. 

815.   Plan  didiiiélral.    L'équation  du  jdan  diamétral   conjugné  d'un 
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diamètre  ().,  [i,  v)  de  l'hyperlioloïiic 
fst  de  lii  forme 


^-^-^-». 


I, 

x',  y',  z'  étsnl  les  coordonnées  de  l'extrùmilé  du  diamètre. 

Lorsque  la  direction  (î,  (i,  w)  est  intérieure  au  cône  asymptote,  les 
cordes  parallèles  rcuconlrent  les  deux  nappes  de  cette  surface;  par  suite, 
le  plan  diamétral  coupera  le  cône  en  un  point  et  l'hyperboloïde  suivant 
une  ellipse,  puisque  les  intersections  sont  des  courbes  semblables.  Si  la 
droite  ().j  p,v}  appartient  au  cône  a  m[  le,  le  plan  diamétral  devient 
tangent  au  cône,  comme  l'ii  l  que  la  e  onde  équation.  Enfin,  lorsque  le 
diamètre  Q.,  f(,  v)  est  en  del  o  J  îne  asymptote,  les  cordes  rencon- 
trent une  même  nappe  en  de  x  po  le  plan  diamétral  coupera  le 
cône  suivant  deux  droites,  e   1  hype  bolo  le  suivant  une  liyperbole. 

31».  Diamètres  conjugués.  Si  on  rapporte  l'hyperboloïde  à  une 
nappe  à  trois  diamètres  conjugués,  son  équation  est  de  la  forme 

Lx^  +  M;/'  —  Ns^  =  fl, 
ou  bien, 

H        U       H 
L       M       N 

Posons 

»'-\/!'  '--v/1'  "-VI> 

l'équation  précédente  deviendra 

2«',  2f/,  2c'  sont  les  longueurs  des  diamètres. 
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Lorsque  le  plan  a'b'  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse,  le 
di^imètrc  conjugué  de  ee  plan  est  intérieur  au  cône  asymplole,  tandis 
que  si  la  section  du  plan  o't'  est  une  hyperbole,  le  Iroisième  diamètre 
sera  en  dehors  du  cône.  Donc,  parmi  les  trois  diamètres  conjugués, 
il  y  en  a  toujours  un  qui  ne  rencontre  pas  l'hyperboloïdc. 

Si,  par  l'eslrcmilé  du  diamètre  réel  a',  on  mène  un  plan  parallèle 
à  celui  des  deux  autres  diamètres,  il  sera  tangent  5  la  surface  et  ren- 
contrera celle-ci  suivant  doux  droites  réelles  représentées  par  les 
équations 

Ainsi,  h  plan  tangeut  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe  rencontre  lu 
surface  suivant  deux  droites  réelles;  ce  sont  les  génératrices  qui  passent 
par  le  point  de  contact.  Les  plans  tangents  aux  différents  points  d'une 
même  génératrice  renferment  tous  cette  droite;  mais  ils  seront  distincts 
les  uns  des  autres,  car  ils  doivent  passer  chacun  par  une  généi-atriee 
différente  de  l'autre  système. 

217.  Relations  enlre  les  longueurs  des  diamélres  cotijugués .  Sioicm 
2a',  26',  2c'  trois  diamètres  conjugués.  Supposons  que  le  plan  tt'6'  ren- 
contre la  surface  suivant  une  ellipse;  il  coupera  aussi  le  plan  des  xy 
suivant  un  di.imètre  que  nous  appellerons  a.  Si  ^  est  le  diamètre  con- 
jugué de  a  dans  l'ellipse  d'intersection,  on  aura  a'^ -i- /»'^  =  «' -i- [B^; 
par  suite  «'*•+- 6'*  —  c"  =  a^-t-|3'  —  c".  D'un  autre  c6té,  désignons 
par  '/  le  diamètre  conjugué  de  a  dans  l'ellipse  de  gorge;  le  plan  diamé- 
tral conjugué  de  In  droite  a,  intersection  des  plans  ab  et  a'b'  rcnconirera 
la  surface  suivant  une  hyperbole  et  renfermera  les  diamètres  y,  c',  c,  |3  ; 
y  et  c  ainsi  que  c'  et  p  étant  conjugués  dans  la  section,  on  aura  la  rclalinn 
y'  —  c'  =  [3*  —  c'*  ;  par  conséquent,  a*  -h  y^  —  c^  =  a-  -t-  [3^  —  c'*. 
Enfin,  en  remarquant  que  a* -t- y*  =  «^ -^  (»*,  il  viendra 

c'est  la  relation   correspondante  du  N''194. 

De  plus,  en  se  rappelant  que  l'aire  du  parallélogramme  cûnsfruit  sur 
deux  diamètres  conjugués  d'une  conique  est  constante,  on  aura  suc- 
cessivement 

vol,  (a'b'c')  =  vol.  (a&c')  =  vol.  («yc)  ^  vol.  {abc}. 
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Donc,  le  volume  du  parallélipipède  conslrml  sur  trois  diamètres 
conjugués  de  l'hyperboloïde  d  tine  nappe  est  constant  et  égal  au  paral- 
lélipipéde  comlruit  sur  (es  axes. 


g    0.    llïl'lEllBOi.OiDK    A    DEUX    N.VPl't.S, 

?18.  L'hyperholiijde  à  deux  nii|i[)(!H  est   lii   suj'IiiM   reproscistix  par 
l'cqualion 

Lx^  -^  My^  -*-  Nz'  =  Il 

lorsque  deux  coefficients  sont  négatifs  dans  le  premier  membre.  Soient 
M  et  N  ces  coefficients  ;  en  mettnnf  leur  signe  en  évidence,  nous  aurons 
à  considérer  l'équation 


égalit. 


Il  contre 

k,   , 

ixe.    ain 

;    points    qui    ooi'respt 

indeiil 

!/  =  0, 

'• 

=  0,     y 

^Wl 

ï  =  0, 

.= 

.0,     y  = 

^w-^- 

!r  =  (i, 

!l^ 

.  0,     :  = 

-v^-. 

meoiUfc  : 

^culo 

ment  l'a 

\o  des  X.  Po-nii.s 

«-V'  '-WI-  -'Wl 


l'équaSion  de  l'hyperboloïdc  pourra 


ia  est  la   longueur  de  l'axe  réel  ;  1h  et  ^c  e 


y  Google 


—   287  — 
cip;il«s  sont  diitcrmijuies  pni 


=  0, 


les  deux  premières  represenicnt  des  liyperbnk's  ay/ml  pour  axi 
in  troisième  liéfinil  une  ellipse  inmginaire. 

ai9.  Sections  planes.  Un  plan    pni'allèle  à  yz   l'oncoiitre  I 


'--    l-?- 

—  ~i; 

c'est  une  ellipse 

imaginiiii-e  aussi  longtemps 

que  a  <  a,  cl  réelle  s'ia'^  a; 

elle  se  réduit  îi 

un  point,  si  «  =:  et. 

Les  secliojis  f 

iiites  par  des  plans  parallèli 

is  aux  autres  plans  coordonnés 

auront  des  é(|ua 

lions  de  lu  ropiiie 

-R       ^*-i\. 

.,J4: 

elles  représenlenulesiiyperbolesdontrascréelcsl  toujours  parallèle  j 

Enfin,  soit  r  =  my  ■+■  nz  -t- 
nt\  planquelcunquc;ilrcnuonl 
riiyperboloïde  suivant  une  c 
nique  dont  la  projection  sur 
est  dcterniince  par 

(my-mz+pY      f      ^ 


En     développant,    on    trouve 
que  !e  binôme  li^  —  AC  a  pour  esprcssion 
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L'inlei'scelion  peut  élvc  l'une  des  iroîs  coniques;  une  ellipse,  si 
h^in*  -+-  c'ji'  <  a*  ;  une  hyperbole,  si  bhn^  -^-  c^n^  >  a^  ;  «ne  parabole, 
si  6'm*  -+-  c'n^  =a^   On  sntisfuit  à  ctUle  dernière  condition  en  posant 

,ji=-c()Sffl,     n=— sinœiilen  résulte  nue  lotil  plan  parallèle  à  eelui 

1}        ^  c        ' 

qui  cit  défini  par  l'équation 


donnera  tiiic  section  papaboliqnc, 

Î20.  Sections  circulntres.  Si  on  retranche  membre  à  membre  les 
équations 


qui  représentera  deux  plans  en  posant  succ.cssivcmont  r^  =  o*,  r' 
r*  =  —  c*  ;  ee  qui  donne,  pour  les  équations  des  plans  eyeliqno) 


Supposons   6^*;;   la  seconde  équation   peut  se  ranienur  à  la  forme 

-  |/(l'  -\-  b^=  ±  -  ]/b^  —  câ^ 

et  représente  deux  plans  réels  passant  par  l'axe  des  y;  les  autres  |>lans 
cycliques  sont  imaf-inaires.  Done,  Vhyperboloïde  à  doux  nappes  admet 
deux  si/stèmes  de  pians  cyctiqttes  parallèles  au  plus  grand  des  axes 
imaginaires. 
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On  trouvera  aussi,  comme  dans  i'i'llipsuïdp,  iiiio  les  ombilics  sont 
réels  et  détermines  par  les  coordonnées 

291 .  Cône  asymptote.  Lorsque  le  coefQcieut  II  est  nul  dnt 

de  l'iiyperljoloïdy  à  deux  nappes,  on  a  l'équation  homogèm 

Lsr^  —  Mf  —  Ne«  =  0, 
ou  bien 


-0; 


elle  représente  un  eône  dont  le  sommet  est  Ji  l'origine;   tout  plan  pet 
pendieulaire  à  l'axe  des  a;  le  rencontre  suivant  une  ellipse  réelle 


ec  eône  est  done  elliptique  et  entoure  l'axe  réel  de  In  surface.  De  plus,  il 
est  nsymploie  à  l'hypcrboloïcie;  car  si  on  considère  deux  points  H(x,  y,  z) 
N{x,y,'Q  des  deux   surfaces  situés  sur  une   parallèle  il  l'axe  des  z, 


Il  s'ensuit  que  i;  est  plus  si'and  que  ï,  et  que  la  différence  Ç  —  z 
tend  ïcrs  0  pour  des  valeurs  croissantes  de  a  :  les  deux  surfaces  se 
touchent  à  l'infini,  et  le  eône  est  asymplole  à  l'hyperboloïde. 

asa.  Si  on  applique  la  discussion  précédente  aux  équations 
—  Lx''  -hMif  —  Nï^  =  II,       —  La'  — Mj/*  +  Na=  =  ll, 
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n   verra  qu'elles  représenLent  <feu\  liyperboloïdes  à  deux  nnpp(?s  dnru 
'un  a  pour  axe  réel  26,  l'autre  2n. 

Lorsque   l'un   des  coeflicienfs    est    nul   dans   Ix- —  Mf- —  î^s- =  lï, 
1  vicnl  des  équaiions  de  la  foime 

Lï:'  — Ns'  =  h,         —  Mî/^  —  Ks'  ==  II, 


et  riiyperboloïde  se  réduit  li  un  eylindrc  hyperbolique  réel  ou  à  uu 
cyliudre  elliptique  imagiuaipe. 

Si  M  =  N  =  0,  il  Aient  l'éqtiation  Lr=  =  H  qui  reppcsente  deux 
pinns  parallèles. 

Enlîn,  si  M  =  N,  on  a  l'équiilioi» 

La;=^M(./S-4-s5)=r=||     ou      -^  —  '-L^^^^i, 

qui  définit  une  hypcrboloïdo  de  révoliilion  autour  de  l'axe  des  x, 
ear  lodt   plan   perpendiculaire  à  cet   axe  eoupe   In  surface  suivant  un 

En  résumé,  le  genre  hyperboloïde  à  deux  nappes  comprend  foules 
les  surfaces  à  centre  à  un  axe  réel,  composées  de  deux  parties  illimitées 
laissant  enire  elles  un  espace  vide;  elles  peuvent  être  coupées  par  un 
plan  suivant  l'une  des  trois  coniques  et  admettent  des  sections  circu- 
laires parallèles  au  plus  grand  des  axes  imaginaires;  elles  sont  loujoirrs 
enveloppées  par  un  cône  elliptique  qui  leur  est  asymptote. 

Ce  genre  renferme,  comme  variétés,  l'hyperboloïdc  de  révolulion, 
le  cône,  le  cylindre  byperbolique  et  deux  plans  parallèles. 

333.  Plan  tangent;  normale.  Le  plan  langent  en  nn  point  M  (a;'//s') 
de  rbypcrboloïde  it  deux  nappes  est  représenté  par  l'équation 


En  ideiitiOîinl  celle  équation  avec  la  suivante 
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1  vient  les  lÎKaliiés 


P'  =:  (i^  cos^  a  —  (1°  oos^  [3  ~  c'  nos-  j-. 
Les  équations  de  la  normale  seront  de  la  forme 

|.  (X  —  r')  =  _^  (y  -  /)  =  — p  (ï  —  î'). 

On  démontrera,  comme  dans  l'ellipsoïde,  les  théorèmes  suivonls  : 

i"  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  trois  plans 

tangents  rectangulaires  est  conslanle  et  égale  à  a*  —  6*  —  t*. 
2°  Le  soKMKet  d'un  Irièdre  trirer.ianijle  circonscrit  à  l'hyperboloïde 

à  deux  nappes  décrit  la  sphère  x^  -^  y''  -i-  z^  =  o'  —  b^  —  c'. 

924.   flan  diamétral.  Ce  [ilan  a  pour  éi^ualion 


_^.yr_ 


=  0, 


si  la  direction  (J^,  (^,  ")  rencontre  la  surface  au  point  {x'y'z');  il  no 
coupe  jamais  l'hyperboloïde  suivant  une  ellipse  réolie.  En  cffer,  si 
la  droite  (À, /^,  u)  menée  par  ie  centre  est  dans  rîiiiérieur  du  cône 
asymptote,  les  cordes  parallèles  rencontrent  les  deux  nappes  de  cette 
surface,  et  le  plan  diamétral  qui  passe  par  leurs  milieux  ne  rencontre 
pas  l'hyperboloïde;  si  la  direction  (À,  u,  v)  est  en  dehors  du  cône,  les 
cordes  parallèles  traversent  une  même  nappe  de  celte  surface;  le  plan 
diamétral  rencontrera  le  cône  suivant  deux  droites  et  l'hyperboloïde 
suivant  une  hyperbole;  enfin,  si  la  droite  (^,  ja,  v)  appartient  an  cône, 
le  plan  diamétral  devient  tangent  à  cette  surface. 

925,  Diamètres.  L'hyperboloïde  à  deux  nappes  rapporte  à  trois 
diamètres  conjugués  2a',  26',  2c'  est  représenté  par  une  équation  de 
k  forme 
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Parmi  les  [rois  diamètres,  un  seul  i-eiicontre  la  surface;  c'est  ce  qui 
résulte  d'ailleurs  de  cette  observation,  que  le  plan  diamétral  ne  ren- 
contre pas  l'hyperboloïde,  si  le  diamètre  conjugué  le  rencontre,  et  il 
donne  pour  section  une  hyperbole,  lorsque  le  diamètre  ne  rencontre 
pas  la  suifaee 

On  \oit  lUisi  que  le  pi  in  tinrent  ar  =  a' rencontre  l'iiypcrholoïde 
1  deux  mppes  suivant  deux  droites  imaginaiies. 

&i  on  applique  h  démonstrtlion  du  N  217  à  l'hypcrboloïdc  à  deux 
mppcs   on  fltme  aux  iheorLines  siindnis 

1"  Les  diamètres  conjugués  a',  b',  c'  vérifient  la  relation 

2"  Le  votmne  du  parallélipipède  eonsli-uit  sur  trois  diamètres  conju- 
gués est  constant  et  égal  au  parallélipipède  construit  sur  les  axes. 
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(HAl'ITHi:  X. 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  DÉNUÉES 
DE  CENTRE. 

SoMNAiiiR.  —  Paruboloïde  eltipliqae;  enliont  planes;  secliom  circulaires;  propi'iéiês  du 
plan  langeul  el  de  la  normatu,  — Pamboloiàe  hijperholiiiitc  ;  farine  Ûe  la  surfaee; 
plan  langent  et  normale;  génfralricts  reeliligoes. 

9S6.  Lorsque  i'équnlion  (générale   du   second  degré  reiirésenlo  iiiie 
surface  dépoiii'viie  de  eenlre,  elle  peu!  se  rnmeiiep  i\  In  forme 

ceile-ci  définit  deux  genres  de  surfntcs:  le  paroboloïde  elliptique,  si  les 
coefficients  M  et  N  sont  de  même  signe;  le  paraboloïde  hyperbolique, 
s'ils  sont  de  signe  difFcrent.  Nous  iilluns  ëttidicr  In  i'orme  pnrliculière  de 
chacune  de  ces  surfaces,  et  démontrer  plusieurs  propriétés  relniives  au 
plan  tangent  cl  à  la  normale;  nous  suivi'ons  la  même  inarclie  que  dnns 
l'étude  des  surfaces  a  centre. 


§   [.   l'.VRADOLOiDH  elliptiqll;, 
337.  Considcruns  d'abord  rcqualtoji 

où  tous  les  coefficients  sont  positifs,  H  supposons  que  les  axes  des  coor- 
données soient  rectangulaires  ;  alors  les  plans  des  Xji  et  des  xz  sont  deux 
plans  principaux  de  la  suH'fiec,  et'ils  se  eoupetil  suivant  l'axe  des  x 
qui  sera  le  seul  axe  dii    pnraboluïde.   Il  est  visible  que  le  paraboloïde 
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pnsse  par  longiii 
auront  pour  tqiiin 
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,   cl  que   les  sections  fuites  piir  les  pians  coordonnés 


2  =  0, 

,iinn|io)[ 


Ne»  =  2Q.C. 
M(/'=2Qa!; 


l'origine  Jes 


;,  de  sorte  que  li 

■a  point  le  pluii 
In  seconde  et  lu  iroisièmc 
piirnboles  dont  l'axe  est  di 
viint  lesiposilil's.  Représer 
27  et  !2/j  les  piirainètres  de 


nge  sui- 
tons  pnr 


Sl=- 

i'  'I 

(1(1  jMirnboldïile  eliiplii|ue  (li.'\ 


33S.  Sections  piani 
elliptiques;  car,  pour 
sur  yz  est  U(;lcrniinée  1: 


ariilicli's  mi   plan    des 
la    projection   de    Tint 


qui  représente  oiic  ellipse  réelle  dont  les  axes  an^menlciiL  indélinimenl, 
si  «  est  positif;  elle  est  imngiiiairc,  si  Ui  quantité  et  est  négative,  el,  par 
conséquent,  la  surface  n'n  aucun  point  situé  à  ganche  du  plan  des  yz. 

Un  plan  parallèle  à  xj/  rcneoiitre  la  surface  suivant  une  parabole  dont 
les  équations  seront 
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on  voit  que  le  piii'iinu'Hc!  (ti;  celle  courbe  ysi  le  nièiiie  (jue  celui  do 
la  parabole  du  pian  des  xy.  Il  est  facile  de  eonslaler  (\\\'m>  plnii  parnl- 
lèle  à  xz  donne  nussi  pour  seclioii  ime  |>«rabolc  égale  k  h  section 
prineipalc  de  ce  plan. 

Enfin,  soit  z  =  înr -i- ni/ -h  r  un  plan  quelconque;  l'intersection 
delnsnpface  par  ce  pl.'iii  va  se  projeler  sui-  le  plan  des  3:1/  suivant 
la  courbe 


{mx  ^  „!,  ^  ry 


2a;  =  0. 


Celte  c(jualion  donne,  i>oiir  B^  —  AC,  l'expression 


pq 

quantité  négative,  et,  par  suite,  rinicrseclion  sera  toujours  elliptique. 
Cependant,  si  »«=0,  la  section  esl  nne  parabole;  ce  qui  aura  lieu 
pour  un  plan  quelconque  pai-allèle  à  l'axe  de  la  surface,  car  un  Ici 
plan  est  représenté  par  une  équation  de  la  forme  z  =  ny  -f-  r. 

SS9.  Sections  circflaires.  Menons  un  plan  par  l'origine  des  coor- 
données, et  supposons  qu'il  rencontre  le  paraboloïdc  suivant  un  cercle. 
Imai;ianns  une  splière  passant  par  ce  cercle,  et  touchant  à  l'origine 
le  plan  des  yz;  elle  aura  pour  centre  nn  point  de  l'axe  des  x,  et' son 
équation  sçrn  de  la  forme 

x^  -t-  if  -*-  z^  —  2>:»:  =  0, 


En  combinant,  par  soustraction,  celte  équation  avec  celle  de  la 
surface,  il  viendra 

Celle  équation  représente  une  surface  conique  qui  devra  se  réduire 
à  l'ensemble  de  deux  plans,  si  le  paraboloïdc  et  la  sphère  onl  des 
sections    circulaires    communes,    l'osons    »"  =  2',    »■»=(/;    on    aura, 
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En  ndmeUnnl  l'inégnlilé  p  >  ç.  la  prcmièro  cqunlion  représente 
ijcnx  plnns  l'écis  possant  pnr  V»\e  des  ^,  lu  ercondc  des  plnns  imagi- 
niiii'cs.  Donc,  le  paraboluïde  elliptique,  admel  deux  systèmes  de  plans 
cycliques  parallèles  à  la  tangente  au  sommet  de.  ta  section  principale 
qui  a  le  plus  grand  paramètre, 

230.  Si  on  (ippliqnc  lii  discussion  préccdenle  à  l'cqualiiin 
m/  -H  Nî^  =.  —  2Qr, 
on  tronvc  qu'elle  rcpi'éRonie  la  même  surface,  seulement  l'axe  du  pnr.n- 
boloïde  est  dirigé  suivant  les  x  npgalifs. 

Lorsque  run  des  eoefBcients  du  premier  membre  est  nul  dans 
l'équalion  (I),  elle  se  réduit  à  l'une  dus  formes 

el  le  jiiiriiboloïde  se  eiiange  en  un  eylindre  ii^irabolique. 
SiQ  =  0,  il  vient 

qui  est  salisfaile  par  un  poiiil  qiiclconq^ic  de  l'use  des  a;;  le  ji.iialmloïdc 
se  réduii  à  celle  droiie. 

Enfin,  si  M=N,  on  a  M  (i/«  +  :=]  =  2Qx,  et  la  surfiiee  est 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  x. 

En  résumé,  le  p.traboloïde  elliptique  est  une  surface  indéfinie  dans 
un  sens  el  à  nn  seul  ase;  elle  est  toujours  reneontréc  par  un  plan 
suivnul  une  ellipse,  cxeepté  si  le  plan  séeant  est  parallèle  à  l'axe,  In 
section  est  alors  parabolique.  Ce  genre  comprend,  comme  variétés,  le 
paraboloïde  de  révolution,  le  cylindre  parabolique  et  la  ligne  droile. 

On  peut  aussi  considérer  le  paraboloïde  elliptique  comme  la  limite 
d'un  cilipsoidc 
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lorsciiio  les  axes  aiigmenieiit  indclinimenl  de  manière  que  lim.  —  =  îj. 

lim.  — =  ^.  fin  effet,  l'eIli|)soïdft  rapporté  à  rcxtrcmité  de  l'iixe  indjci]! 
<i  poui'  équation 

t.  +  t  +  ^—'^^O 

ou  bien 

X^        11^       z^ 

—  +  7»  + -:  —  2ï;  =  0, 

et,  il  la  limile,  lorsque  «  devient  infini,  on  a  i'équation 

V        l 

qni  représente  le  paralioloïtle  elliptique, 

281.  Plan  lungenl.  Soit  M  (x'y'z')  un  point  du  p.ir.iboloïde 

p        1) 
le  plnn  langent  en  ce  point  iini'e  pour  éqnation  (N"  MS) 


SoJl  P  la  perpciidiculaii-e  abaissée  de  l'origine  sui-  ce   plnn,  et  «,  j3,  y 
les  an§les  qu'elle  fait  avec  les  axes;  en  ideniifiant  réqnaiinn 
xco&OL  -h  y  ces  p  -i-  s  cos  y  =  P 
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ivec  la   précëtlente,  on    itnia   les  ('■giilitcs 


?'   ' 


Siibsliliioiis  CCS  valeurs  tlnns  réi|Miitii>n  (îc  la  surface  ;  on  trouvci'a,  iiotii- 
l'expression  de  h\  perpcniiieuliiire  abaissée  ilii  sonimel  sur  le  plan  langent, 


p  c»s'  g  -4-  y  cos^  y 


P  =  — 


el  l'i^qiialion  d'un  jilon  langent  i|tiolponq«e  nu  [jaiaboloïtle  |ieiit  se  nietlre 
ic  cos  a  +  y  cos  JB  h-  s  cos  y  -t-  ' 1— -^ i-=  0. 


3SS.  La  somme  des  projections,  sur  Vaxe  du  paraholoîde,  des  perpen- 
dicutnires  abaissées  du  sommet  sur  (rois  plans  tangents  rectatigtilairei 
est  constante. 

En  ofTct,  si  on  ajoute  membre  ît  membre  les  équations 


.>,cos.,^-^.„s=p,-    cos=,„ 


-|cos=,. 


P.cosa.==-^eos^^_|eos=,. 

on  trouve  rég;ililé 

P)  cos  <xi  -*■  P«  cos  as  -+-  P;  ces  ci—  —  —  ^^    • 

qui  justifie  la  proposition  énoncée, 

333.   Le    lieu    du  sommet  d'ua    trtèdrc    trirectungk    circonscrit    au 
puralioloïde  est  «n  p(nn  perpendiciilaire  ù  l'axe. 
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Car,  les  équations  des  laces  du  ([■ièdre  sont  (io  la  lorme 
X  eos*  ai  -+-  y  eos  c,  cos  |3|  -t-  z  cos  ki  cos  y,  ■+■  -  eus-  (3i  -i-  ^  cos'  y,  =  0, 

X  cos'  a.i-\-  y  cos  as  cos  [3î  +  e  cos  ct  cos  -/a  ->-  -  cos'  |3â  -«- 1  cos^  ya  =  0, 

X  eos^  cLz-i-  y  cos  as  cos  p;  +  s  cos  a:  cos  ys  h-  ;j  cos^  p---^-k  ^^^  7i  =  0  ; 
en  les  ajouiaiit  membre  a  membre,  il  vieillira 

eu  cgard  aux  rclalioiis  qui  existeiil  ciilre  les  cosinus  des  imglcs  lie  irois 
droites  perpendiculaires;  cette  équation  représente  un  plan  perpeiidicu- 
tatfe  à  l'axe  des  x. 

334.  Normait.  Les  équations  de  la  normale  an  poiiil  (x'y'z')  sont 

^"■^'  _  y  — y'  _^  —  ^' 
-'      X.      jL' 
p         'I 

Atin  de  déterminer  le  nombre  de  normales  que  Ton  peut  mener  à  la 
surrace  par  un  point  (a,  [3, -/)  de  l'espace,  exprimons  que  les  éj^alités 
précédentes  sont  batisfaiics  par  les  coordonnées  de  ce  point;  on  aura 


de  sorte  que  les  |nuds  des  normales  issues  du   point  (x,  (3, -/)  seront 
dc'Ecrminës  par  les  équations 


1  désigne   par  I;   hi    valeur  commune  des  rapport 


yGoosle 


Siibstiluons   «es  valtiirs    dacis  IVquytion    iJu   l.i   sui'facc; 

équation  du  cinquième  degré  en  k;  pur  suite,  il  existe,  en  gi 
normales  passant  par  le  poiut  donne. 
Des  éjjalilés  précédeules,  ou  lire 

-(«-')^-P-,V.       -{'-')'-=7-z, 
un  bien, 


<1      1 

Multiplions   lu  première  par  y  el   In   seconde  pnr  e;   on   o 
Tnisant  leur  somme, 

et,  d'après  l'équation  de  la  surface,  elle  se  réduit  ù 

2^2  ^.  j,3  ^.  jî  _  2^  _  r^y  _  ^z  =  0. 

Comme  les  nocfiieicnts  de  y^  et  des'  sont  égaux,  celte  éc|ualion  rtpré- 
sente  une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  paniUèlc  aox  x.  Ainsi, 
par  w»  point  de  l'espace,  onpeitt  mener  ciiifi  normales  au  paraboioïde.  et 
les  pilids  de  ces  normales  appartiennent  à  une  surf'uce  île  rèvolulion 
passant  par  l'origine  et  dont  l'axe  est  parallèle  d  celui  du  poraholoïile. 

'Î3S.  l'Ion  diamétral;  diamètres.  Le  plan  (Siajnéiral  (^oiijd^'iié  de  la 
direction  {X,  fi,  v)  diius  le  paraboioïde 


est  rcprcseiUé  par  l'cqu^i 


0, 
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donc   ce    plim   est    parallèle   à    l'axe    de   la  siiri'iieu,  quellu  que  soil   la 
droite  (A,  (i,  v). 

Un  diamètre  quelconque  étant  l'inlerscciion  de  deux  plans  dinmétraiii: 
sera  parallèle  îi  l'axe  du  paraboloïde.  Il  cxislera  une  infinité  d'axes  de 
coordonnées  pour  lesquels  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 


=  2a:; 


car,  M  étant  l'extrémité  d'un  diamètre,  si  on  y  place  l'origine,  en  prenant 
ce  diamètre  pour  axe  des  X,  la  tangente  en  M  d'une  secfion  parabolique 
passant  le  diamètre  pour  axe  des  y,  et,  pour  axe  des  z,  la  direction 
conjuguée  du  plan  des  xy,  Téquation  de  la  surface  devra  représenter  une 
parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité,  si  on 
pose  y  .=;  0,  2  =3  0  ;  par  conséquent,  elle  sera  de  la  forme  indiquée. 


§    2.    PAEAGOLOÏDE    Hï1'E[iB0LIQUIÎ, 

Sae.  Le  paraboloïde  hyperbolique  est  représenté  par  une  équidion 
de  la  forme 

mf  —  Nz^^^'HQx. 

Les  ases  des  coordonnées  étant  rccfangulaires,  les  pians  des  xy  et 
des  xz  sont  des  plans  principaux;  la  surface  n'aura  qu'un  seul  axe  dirigé 
suivant  l'axe  des  x. 

Les  équations  des  sections  faites  par  les  plans  coordonnés  sont 

y  ==0,         N;^  =  —  2Qa;; 

z  =  0,         Mf^^Qx. 
La  première  représente  deux  lignes  droites  ;  les  deux  autres,  des  para- 
boles :  celle  du  plan  des  xz  a  son  axe  dirigé  suivant  les  a:  négatifs,  et 
celle  du  plan  des  xy  suivant  les  x  positifs.  Désignons  par  2p  et  2^  les 
paramètres  de  ces  courbes;  on  aura 


HT 


N' 
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el  l'dqualion  du  paraboloïde  devieiil,  piiu  la  siibstiliuion, 


837.  Secliotis  planes.  On  plan  parallèle  à  x>j  dcniiû  pour  sctlion  mit 
courbe  ;ijiiiu  iJes  cqiiolions  clc  la  forme 

c'est  une  parabole  égale  à  celle  du  plan  principal  des  ary. 

De   plus,   un    plan   parallèle    à    xz  détermine    dans  la   surface    un< 
parabole 


lie  même  pavamèlre  que  celle  du  plan  des  xz. 

Un  plan  parallèle  à  yz  rencontre  la  surface  suivant  une  hypeibolc 


^       "'         p        q 

dont  l'axe  réel  est  parallèle  aux  y  ou 
aux  î  suivant  !e  signe  de  a. 

Enlin.  si  on  élimine  la  variable  z  entre 
l'équation  d'un  plan  quelconque 

z  =  mx  ■^-  mj  -i-  i- 

el  celle  de  la  surface,  on  Irouvc 


où  B'  — AC  =  -H— ;  la  section  sera  toujours  une  hyperbole,  excciilc 
si  m  =  0,  c'est-à-dire,  si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  l'axe;  dans 
ce  cas,  la  section  est  parabolitjLic.  Le  paraboloïde  n'admet  pas  de  seclîous 
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circiiiaircs   réelles,  puisqu'il   ne   peut  élre  coupe    suivant    une   courbe 
l'erméc,  et  il  ne  sera  jamais  tic  révolution. 

Nous  venons  ào  constater  que  les  sections  parallèles  a  xy  sont  dus 
paraboles  égales;  ii  en  résuUe  que  le  paraboloïde  hyperbolique  peut 
être  considéré  comme  une  surface  engendrée  pnr  une  parabole  qui  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même,  landis  que  son  sommet  décrit  une 
autre  parabole;  ce  mode  de  génération  indique  très  bien  la  forme  de  la 
surface  illimilée  daos  ies  dcuK  sens  de  l'axe  des  ce  et  des  s. 

938.  Génératrices  rectUignes.  Le  paraboloïdc  hyperbolique  jouit  aussi 
de  la  propriété  de  renfermer  deux  systèmes  de  droites  appelées  généra- 
trices recliiignes  de  la  surface.  En  effet,  soient 

X  =  mz  f  r,       t/  =  m  -h  s 
les  équations  d'une  droite;  si  elle  est  tout  entière  sur  la  surface, l'équation 

p         'I 

doit  être  salisfaile,  quel  que  soit  s;  par  suite,  les  paramétres  vérilieut 
les  relations 

P       <l^    '       P  '       P 

La  dernière  équation  revient  à  s^  =  2jjr,  et  exprime  que  la   trace 

de  la  droite  sur  xy  appartient  à  !a  parabole  principale  t/'  =  2/jx;    les 
deux  autres  donnent 


L'un  des  paramètres  reste  arbitraire,  et  comme  on  a  seulement  deux 
valeurs  pour  m  et  «,  il  y  aura  deux  systèmes  de  génératrices  et  seulement 
deux  dont  les  équations  peuvent  s'écrire 

Vp(j  l/'J 

)■  et  s  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque   de  la  parabole   du 
plan  xij;  elles  sont  liées  par  la  relation  s^  —  2pr  =  0. 
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les  équaiions  des  génératrices  reetiîijçnes  peiiveiil  aussi  se  Uéduii'c  <lo 
celle  de  la  surface 

Posons  les  deux  systèmes  d'équations 

»/  E  1/  z    2a:  _ 

1/7      (/^         '        1/7       l/'T       '"*  ' 

X  cl  (X  étant  des  paramètres  arbitraires,  elles  définissent  deux   systèmes 

(le  droites  distinctes  situées  sur  le  pnraboloïde,  car  en    miilliplianl  les 

équations  (!')  ou  (2'}  membre  à  membre  ou  re|>roduil  celle  de  la  surface. 

Enfin,  si  on  écril  pour  abréger 

les  éqiialioiis  préeédeiues  deviennent 

(2")  r;-p=.0,       p.=.-7==0. 

239.  /'(Il-  chaque,  point,  dit  puruholoïdo,  il  jinsse  une  ;i<mcnUni:e  de 
chaque  système. 

Soient  Xi,  yi,  Zi  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  la  surface, 
cl.,  «1,  Pi,  j-i  les  valeurs  correspondantes  de  a,  (3,  y;  si  on  exprime  que 
les  j;énératriees  passent  par  ee  point,  on  aura  les  équations 

a,  —  À  -=  0,        ?.|S,  —  •/,  =  0,        (3,  -  ;j  =  0,        i!-a,  —  j/,  =  0. 

On  eu  déduit 

i  =  ..„       X==^,       ^  =  ^„       p.  =  ^; 

mais,  d'après  l'équation  de  la  surface,  on  a  la  relation  a.j|3i  =  yi,  cl  les 
deux  valeurs  de  X  ainsi  que  les  deux  valeurs  de  f.^  eoïneident  ;  par  suite, 
il  n'y  a  qu'une  droite  de  ebaque  système  qui  passe  par  le  point  [xiyis,). 
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340.  Deux  droites  d'un  même  système  ne  se  reneonlrent  pas,  et  deux 
droites  de  sifstème  différent  sont  dans  vu  même  plan. 
Soient  deux  drutles  du  premier  syslèmc 

a_^  =0,       A,]3  — 7-=0; 
«  —  ^3  =  0,       Às^  — 7  =  0; 

en  retrancliant  ces  cquaiions  membre  à  membre,  on  iroijvc  Ai  —  /.s  =  0, 
relation  impossible  puisque  les  droites  sont  supposées  distinctes. 

D'un  autre  côté,  un  p]an  mené  par  une  droite  du  premier  système  est 
représenté  par  l'équation 

et,  si  on  exprime  qu'il  renferme  la  droite  de  l'autre  système,  oji  obtient 
deux  conditions  qui  s'iieeordcnt  et  donnent  pour  ^  ia  valeur  unique  —  ; 
donc,  le  plan 

[xa  -t-  X(3  —  y  —  ?.(x  =  0 

renferme  deux  génératrices  de  système  difféi-cnl.  Avec  les  coordonnées 
a:,  y,  z,  l'équation  de  ee  plan  serait 

(>.  -  F)  ^-  +  (?.  -  .")  ^-  2a;  -  ly.  =  0. 

5tJI.  GènérulriceA  jierpendicu (aires.   Si   on   résoiitl  les  équations  (1') 
el  (2')  par  rapport  il  x  et  i/,  il  vient 

J-z       p  1/7, 

Sous   cette  forme,  il  est  visible  <|ue  les  deux  fjénératriecs  ne  jicuvent 
pas  être  parnllcles.  La  eoudilion  de  pcrpendieularité  est 
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En  reiTi|)la(;mit  ï.  et  fj,  [)ar  leurs  valeurs,  un  (rouve  l'cqualion 

-+p~,j^(), 

P        1 
ou  bien, 

Donc,  le  lien  des  points  où  les  généralrices  sont  perpendiculaires 
est  une  hyperbole,  la  courbe  il'intcrset;lioii  du  plan  précédent  avec  la 
surface. 

Î4Î.  Les  projections  des  génèrati-lciis  sur  le  plan  des  xij  sont  tangentes 
à  la  parabole  priticipale  de  ce  plan. 

En  effet,  dJiminoiis  la  variable  z  enlrr  les  équations 


1/ 

P     (/?      '       v'p     /-/ 

l  ' 

il  viendra 

Mais,    pour    i 

lin 

|ioiiU   ix',y'fO)  de  J'iiypcrbal 

a    j/^  =  !2|)a;,  on   a   les 

relations 

en  substituant 

da 

ns  l'égalius  précédente,  on  trou 

ve,  pour   1  equalion  de 

la  projection  de 

ila 

génératrice  sur  xy, 

c'est  celle  de  la  tangente  au  point  (x'  y')  de  la  parabole  principale. 

âJS.  /.es  génératrices    d'un    même   système  sont  parallèles    «   un 

Car,  i'équalion  a.  —  ^  =  0  représente  les  plans  projetants  des 
droites  du  premier  système  sur  le  plan  des  yz;  or,  tous  ces  plans  sont 
parallèies  à  a  =  0,  et,  par  suite,  les  général  ri  ce  s  qu'ils  renferment 
seront  ])iirailcles  au  plan 


yGoosle 


—  307  ~ 
iR,  los  droites  (lu  second  svslèiiip  sont  priviillùlcs  nu  plnii 
[3  =  0      ou 


C<.silcu\  plms 


|/p      [/q 
leiit  les  ptam  du  ecleurs  du  la  f 


I  tiwe  (^rot(e  mobile  f/in  gluîe 


9441  Les  piopitetcs  pictedenles  conduisent  à  deux  modes  lic  géné- 
ration icpliligiie  du  pajaboloide  Cette  sm  face  peut  être  engendrée  par 
le  déplacement  d'une  dt  otle  du  ^eiond  système  qui  s'appuie  conslammenl 
sur  trois  diOiki  (ixei,  du  pieimei ,  ou  encore  :  Le  paraboloide  es(  la 
suifaee  engendiee  pai  le  niouvemenl  dune  droite  du  second  syslème 
qui  qu'Ile  stii  deux  dinilet  ftXLs  du  /nemi'er  enrcstani  parallèle  au 
plan   P  =  0 

Recipioquemenl,  la  suiface  engetid» 
sur  trois  droites  fixes  parallèles  à  un 
plan  et  non  situées  deux  à  deux  dans 
un  plan  est  un  paraboloide  hyperbo- 
lique. 

En  effet,  soient  trois  droites  fixes 
AB,  CD,  OE  parallèles  à  un  plan.  Pre- 
nons Iti  droite  OE  pour  axe  des  x,  le 
plan  des  xs  parallèle  aux  droites  don- 
nées, et  pour  axe  des  y,  une  droite 
qui  peneonlre  AB  et  CD.  Avec  ee 
système  particulier  d'axes  de 
fixes  seront 


■données,  les  équations  des    droite 


,  (OE) 

comme  l'intersection  de  deux  plans, 
l  par  AB  et  l'autre  par  CD,  sera  représentée  par  des  équa- 


La  droite  mobile  étant  considéré 


lions  de  la  fori 

m    1  et  fi  sont  des    constantes  arliilraires.   Itctranchous    et 
membre  à  membre  ;  il  viendra 


(■/- 


=  (J_„)  j  +  p(3'_),pi 
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et  comme  la  (li'oile  mobile  reneoiili'c  toujours  l'axe  des  s,  nn  floit  nvoir 

Par  l'élimination  de^   paramètres  1  et  p,  on  trouve,  pour  la  surface 
engendrée,  l'écjuation 

(|3  _  p')  yz  —  [p-t  -  p'Y)  3:y  -  pp'  (7  -  7')  x  =  0 
qui  représente   une  surface   du   second   ordre    dénuée   de   centre  ayant 
des  génératrices  reetîlignes  ou  un  parnboloïde  hyperbolique. 
De  même,  toute  surface  décrite  par  une  droite  mobile  qui  gfose  sur 
s  droites  fixes  en  restant  parallèle  à  un 
1  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 
Pour  le  démontrer,  soient  AB  et  OC  deux 
droites  données,  el  P   un  plan  fixe;  prenons 
OC  pour   axe  des  z,  le  plan  fixe  pour   celui 
des  xy;   de  plus,  choisissons  le  plan  des  xz 
parallèle    S  AB,    et,   pour   ase   des  y,    une 
droite  qui  rencontre   AB.  Les    droites  fixes 
seront  représentées  par 


(AB) 


(OC) 


=  0; 


la  droite  mobile  étant  parallèle  à  xy  et  rencontrant  l'axe  des  z  aui'.i  des 
équations  de  la  forme 

où  les  paramètres  /.  cl  p  devront  satisfaire  à  la  relation 

«8  =  % 
si  elle  s'appuie  sur  la  droite  Alî.   L'élîminalion  de  i  c!  de  [>■  conduit  à 
l'équation 

yz  —  «[3a;  =  0 

qui  définît  un  paraboloïde  hyperbolique. 

94A,  La  surface  engendrée  par  une  droite  r)ui  glisse  sur  deux  droites 
(U en  en  déterminant  sur  chacune  d'elles  des  segments  propnrlionneh  est 
un  paraboloïde  kyperboUipie. 
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Remarquons  d'Rbord  que  si  AB  ei  CD  sont  deux  généialrices  du 
parftboloïde,  el  AD,  MP,  BC  trois  droites  de  l'autre  système,  on  aura 

AM_11P 

MB  ~  PC  ' 

car  si  on  mène  par  chaque  droite  AD,  MP,  BC  des 
au  plan  directeur,  ils  seront  parallèles  entre 
eux  et  détermineront  sur    les  deux  droites 
AB  et  CD  des  segments  proportionnels. 

Réciproquement,  supposons  que  la  ligne 
MP  se  déplace  en  déterminant  sur  deux 
droites  fixes  AB  et  CD  des  segments  propor- 
tionnels. Soit  Q  on  plan  parallèle  aux  droites 
AD  et  BC,  deux  positions  de  la  ligne  mobile  ; 
menons  par  AD  et  BC  deux  plans  parallèles 

à  Q  ;  le  plan  mené  par  le  point  M  parallèlement  aux  derniers  va  inter- 
cepter sur  AB  et  CD  des  segments  proportionnels,  et,  par  suite,  il 
passera  par  le  point  P;  la  droite  mobile  MP  reste  donc  parallèle  au 
plan  Q  pendant  son  déplacement  et  engendre  un  paraboloïde  liypec- 
bolique. 

C'est  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  que  l'on  construit  des  modèles 
en  fil  de  celle  surface.  On  divise  les  côtes  opposés  AB  et  CD  d'un 
quadrilatère  gauche  en  un  même  nombre  de  parties  égales;  on  réunit 
les  points  de  division  par  des  fils  qui  représentent  les  génératrices 
d'un  système  du  paraboloïde;  on  fait  des  divisions  semblables  sur  les 
deux  autres  côtés  opposés  pour  obtenir  le  second  syslème  de  généralrices 
de  la  même  surface. 

946.  Plan  (angent;  normale.  L'équalion  du  plan  langent  au  para- 
boloïde hyperbolique  est  de  la  forme 


Si  on  identifie  celte  équation  avec  celle  du  plan  de  deus  général 
(l  -+-  F)  -l-^  -  0-  ~  ,")  -;^  -  a^  -  V  =  0^ 
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il  vient  les  (?j,Mlités 

i+jt  ___  ).  ~  [(  _  2  _ 


l/p      (/rj  i/p      ]/q 

ce  sont  les  vfileurs  de  i  et  de  ;/  des  génératrices  qui  se  coupent  au 
point  (x'i/'z').  Donc,  le  plan  tangent  renferme  les  deux  droites  du 
paraboloïde  qui  passent  par  le  point  de  contact;  les  plans  tangents  le 
long  d'une  même  génératriee  renfermeront  tous  eette  droite,  mais  ils 
seront  distincts  les  uns  des  autres. 

En  appliquant  les  formules  trouvées  précédemment  pour  le  para- 
boloïde elliptique,  on  arrivera  aux  résultats  suivants  : 

1°  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  la  surface  sur  le  plan 

tangent  a  povr  expression 

p  cos'  P  —  q  cos'  y 

2cos«  ' 

de  sorte  que  l'équation 

„  p  cos^  |3  —  0  cos^  7 

r  cos  a  -V-  V  cos  p  -1-  s  cos  y  -i-  ■ ■ =  0 

■'        ^  '  2  cos  a 

représente  un  plan  langent  quelconque  au  paraboloïque  hyperbolique. 

2"*  La  somme  des  projections,  sur  t'axe  du  paraboloïde,  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  sommet  sur  trois  plans  tangents  rectangulaires  est 
constante. 

3°  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  solide  trireclangle  est  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe 

4°  Les  équations  de  la  normale  sont  de  la  forme 
X  —  x'      y —  II' s  —  s' 
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par  M»  point  de  l'espace,  on  peut,  en  général,  mener  cinq  normales 
au  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  pieds  appartiennent  à  une  surface 
de  réoolulion  passant  par  le  sommet  et  ayant  son  axe  parallèle  à  celui 
du  paraboloïde. 

S»  Tous  les  diamètres  sont  parallèles,  et  H  existe  une  infinité  d'axes 
obliques  pour  lesquels  te  paraboloïde  hyperboliijue  est  représenté  par 
une  équation  de  la  forme 
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LIGNES      FOCALES      ET     SURFACES 
HOMOFOCALES, 

SoMMiiHE.  —  Foy^r  d'uni;  surface  du  aecond  oivire;  lieu  des  foyers  dans  les  surfama 
à  centre;  modes  de  génération  de  ee»  ivrfaets.  — Surface»  homofacales  :  oœe»  de» 
ivrfaces  liomofocales  qui  passent  par  ttn  point  donné;  propriétés  diverses  ;  conslrvc' 
tlon  des  aaies  d'un  ellipinide,  étani  donnés  trois  diamitrea  conjugués.  ■ —  Lignai  fmatcs 
tl  sarfacet  homofocalei  dénuées  de  rentre. 

94Î.  Nous  avons  înterprélë,  dans  la  géométrie  plane,  les  éqoiilions 
abrégées  S— LM  =  0,  S  — L'  =  0,  lorsque  S  représente  le  premier 
membre  de  l'équation  d'un  cercle,  L  et  M  des  polynômes  do  premier 
degré  en  x  et  y;  en  supposant  que  le  cercle  se  réduise  à  un  point,  nous 
sommes  arrivés  à  cette  notion  importante  :  que  le  foyer  d'une  conique 
est  un  point-cercle  ayant  un  double  contact  avec  la  courbe  suivant 
la  directrice. 

Cherchons,  dans  la  géométrie  de  l'espace,  la  signilication  de  l'équation 
(s)       S  —  LM  ==  0, 
lorsque  S,  L,  M  désignent  les  fonctions  suivantes  : 

S  =  (a;-«)>  +  (j  -pr  +  (=_,)■_,■■. 

L  =^  Ix  +  my  -t-  nz  -t-  Pf      M  >=lix  ■+■  nuy  ->-  «i^  -t-  pt. 

L'équation  (s)  est  du  second  degré  et  définit  analytiqucmcnt  iine  surface 

du  second  ordre  dont  les  sections  circulaires  sont  parallèles  aux  plans 

L  et  M  ;  car  elle  est  satisfaite  en  posant  simiiitfniémont 


elle  passe  par  les  cercles  d'intersection  des  pians  L  et  JJj 


y  Google 


De  plus,  cile  est  duiiblcaicnt  langente  à  S  suivant  la  droite  d'inlevsection 
rtes  (ilans  L  et  M.  En  effet,  soit  N{x'y'z')  un  point  commun  des  deux 
surfaces,  et  P  =  0  le  plan  tangent  à  S  en  ce  point  ;  d'après  la  manière 
de  former  l'équation  do  plan  langent  à  une  surface  du  second  ordre, 
celle  du  plan  qui  louche  la  surface  (s)  au  point  {x'y'z')  sera 

P  — (LM'-hML')  =  0, 

où  L'  et  M'  sont  les  valeurs  des  polynômes  L  et  M  pour  les  coordonnées 
x',  y,  z'.  Mais,  si  le  point  N  (x',  y\  z')  appartient  à  la  droite  commune 
des  plans  L  et  M,  on  a  L'  =  0,  M' =  0  ;  par  suite,  le  plan  tangent 
est  le  même  pour  les  surfaces  S  et  s;  donc  celles-ci  ont  nn  double 
contact  sur  la  droite  d'intersection  des  plans  L  et  M. 

Réciproquement,  si  une  surface  du  second  ordre  est  doublement 
tangente  à  une  sphère  aux  points  j*i  et  n,  elle  la  rencontre  suivant 
deus  cercles.  En  effet,  soient  P  et  Q  les  plans  tangents  communs  en 
tn  et  n  aux  surfaces,  el  l  un  troisième  point  de  leur  intersection.  Le 
plan  mené  par  l,  m,  n,  rencontrera  les  surfaces  suivant  deux  coniques 
doublement  tangentes  en  m  et  »,  et  passant  par  le  point  l;  comme 
elles  satisfont  à  cinq  conditions,  ces  courbes  coïncident.  Mais,  l'inter- 
section de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  du  quatrième  degré,  et  les 
autres  points  communs  qui  n'appartiennent  pas  au  cercle  précédent 
devi-onl  se  trouver  sur  un  second  cercle.  Donc,  les  surfaces  doublement 
tangentes  se  rencontrent  suivant  deux  courbes  planes,  et  en  désignant 
par  L  =  0,  M=='0,  les  plans  des  cercles  communs,  l'équation  de 
la  surface  du  second  ordre  sera  de  la  forme  S  — 1^1-=  0. 

Lorsque  la  sphère  se  réduit  à  un  point,  c'est-à-dire,  lorsque 

on  doit  regarder  ce  point  comme  ayant  un  double  contact  avec  la 
surface  du  second  ordre  S  —  LM  =  0.  Tout  point  qui  jouit  de  celte 
propriété  se  nomme  foyer  de  la  surface,  et  la  droite  des  contacts  est 
la  direclricB  correspondante.  Nous  allons  voir  qu'une  surface  à  centre 
admet  une  infinité  de  foyers  formant  trois  coniques  situées  dans  les 
plans  principaux;  ces  coniques  se  nomment  les  lignes  focales  de  la 
surface.  Nous  étudierons  ensuite  les  propriétés  des  surfaces  du  second 
ordre  qui  ont  les  mêmes  lignes  focales. 
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3    1.    FOYERS    DAHS    LES    SUBFACES    A    CENTftE, 

348.  Considiifons    «ne    surface    à    centre  rapportée  à  ses 
représenlée  par  l'équaiion 

(1)         t+t  +  ^I^i. 
y       q       r 

Si  elle  admet  un  foyer  (a,  p,  y),  son  équation  doit  pouvoir  se 
à  la  forme 

mais  les  plans  L  et  M  étant  des  plans  cycliques,  ils  sont  parallèles 
à  l'un  des  axes  de  la  surface  ;  on  peut  remplacer  le  produit  LM  par 
l'une  des  expressions 

l{x-k)'-^f(!,-h]',    >(!_ /;)'•»> (^-9)',    fIï-»)'  +  -(2-9)" 
qui,  égalées   à  zéro,  représentent  des    plans  se   coupant    suivant   une 
droite  parallèle  à  l'un  des  axes.  Ces  plans  sont  réels  ou  imaginaires 
suivant,  le  signe  des  constantes  X,  [i,  v. 
Prenons  d'abord  l'équation 

cl  exprimons  qu'elle  représente  la  même  surface  que  l'équaiion  (i). 
Les  équations  du  centre  sont 

ce  point  étant  l'origine,  on  doit  avoir 

{5)       «  =  ;i,      p  =  f,A,      ï  =  0. 
Si  on  développe  l'équation  (2)  en  tenant  compte  des  relalions  (<>), 
on  peut  la  ramener  à  la  forme 

A  p 

cl,  en  la  comparant  avec  (1),  il  vient  les  égalités 
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_p  —  r 


P 
Sobslituons  ces  valeurs  dans  l'égalité 


on  Iroiivera   que  les  coordonnées  a,|3  d'un   foycp  de  la  surface  snlîsfont 
à  l'équation 


Donc  il  existe,  dans  le  plan  principal  xy,  une  infinité  de  foyers  de  la 
surface  situés  sur  la  conique 

^'    ,    y'   ^i 

p—r      q—r 

Si  on  fait  subir  les  mêmes  transformations  aux  équations 

on  arrivera  au  résultat  suivant  : 

Le  Heu  des  foyers  d'une  surface  à  centre  du  second  ordre  est  composé 
de  trois  coniques  sitvées  dans  les  plans  principaux  et  représentées  par 
tes  équations 

p—r      g—r 

y  =  0,  — ^—  -t-  — — =  i  ; 

p  —  1       '■  —  9 

'         ti  —  p'^r  —  p^ 

Parmi  les  fo>ei«  rceK  de  la  surface,  on  distingue  les  foyers  dont  la 
directrice  est  l'intersection  de  deux  phns  ieel«  et  ceux  dont  la  directrice 
est  l'inler'iection  de  deux  plans  im\ginai(es,  on  désigne  les  premiers 
sous  le  nom  de  foyev,  de  ptenuèii  espèce  Ils  autres  sous  le  nom  de 
foyers  de  seconde  espère 
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Dnns  chaque  cas,  la  direclrice  est   l'intersection  des  plans  réels  on 
imaginaires 

■>.{x  —  ky  -^(-.{ij  —  hY  ^0,        J  [x  —  kf  +  ï  (î  ~  3)«  =  0, 

Les  coordonnées  du  pied  de   cette  droite  sur   les  plans  principaux 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  a.,  |5,  7  de  !a  manière  suivante  : 


^- 

,0,        i- 

4  = 

"  1  -  '■  ' 

,'/  = 

0,         i- 

P  —  l' 

ï- 

'•7      ■ 

X- 

0,         h- 

9  = 

'•y 

r  — p' 

On  en  lire 

t/,,- 
P 

'~7Ï^ 

!■                      1 

— 

|3 

(n  élevant 

au  carré  i 

!t  ajoutant, 

il  viendra, 

pou 

r  l'cqualion  di 

1  lieu  de  la 

race  de  In 

directrice 

sur  ij, 

--^(.■^ 

.■_ 

1. 

Les  directrices  formeront  une  surface  cylindrique  avant  pour  base 
cette  conique;  on  l'appelle  cylindre  directeur,  il  y  aura  un  cylindre 
analogue  pour  chaque  conique  focale. 

940.  Le$  ombilics  de  la  surface  apparlîennent  aux  lignes  focales. 
En  effet,  nous  avons  trouvé  précédemment,  pour  les  coordonnées  des 
ombilics  des  surfaces  à  centre,  les  expressions 

lorsque  p  >  (/  >  r.  Il  est  facile  de  vérifier  qu'elles  satisfont  à  l'équaliun 
de  la  ligne  focale  du  pian  des  a-s 


y  Google 


-  517  -~ 

S&O.  Le  pied  de  la  directrice  d'un  foyer  {a,  ^,  y]  est  le  pôle  de  ta 
tangente  en  ce  point  à  la  ligne  focale  par  rapport  à  la  seclion  principale. 
la  polaire  du  point  {k,  h)  par  rapport  à  la  courbe  principale 


p        g 
l'équation 

kx      hy 


ou  bien,  si  on  remplace  k  ei  k  par  leurs 


c'est  précisément  l'équation  de  !a   tangente  à  la  ligne  focale  du  plan  xy 
au  point  (a.,  ^). 

351.  La  droite  ^ui  joint  un  foyer  au  pied  de  la  directrice  correspon- 
dante est  normale  à  la  ligne  focale. 

Car,  l'ëqualion  de  la  droite  des  points  («,  j3},  {k,  h)  est  de  la  l'orme 


ou,  en  remplaçant  k  el  h  par  leurs  valeurs 

p  —  r       q—r 
cette  équation  représente   aussi  la  normale  au  point  (a,  fi)  de  ia  conique 
focale  du  plan  des  xy. 

S5S.  Le  plan  mené  par  un  foyer  et  la  directrice  correspondante 
rencontre  la  surface  suivant  tine  conique  qui  a  pour  foyer  et  pour 
directrice  ce  point  et  celle  droite. 

En  effet,  si  on  prend,  pour  ie  plan  des  xy,  !e  plan  passant  par  le  foyer 
(a,  p,  7)  et  sa  directrice,  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

où  les  fonctions  linéaires  P  et  Q  doivent  se  réduire  à  une  même  expression 
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ax  ■*■  by -t- c  pour  z  =  0,  puisque  ces  plans  reconlrent  le  plan  xi/ 
suivant  la  même  droite,  li  s'ensuit  que  ia  conique  d'intersection  dans  xy 
sera  délerminée  pai'  une  équation  de  la  fornii! 

qui  représente  une  conrbe  du  second  ordre  ayant  pour  foyer  (a,  p),  et 
pour  directrice  ax  -i-  by  -t-  c  =  0. 

353.  Un  cône  eirconscrit  à  la  aurface  et  dont  k  sommet  est  im  point 
de  la  ligne  focale  est  de  révolution. 

Pour  le  démontrer,  plaçons  l'origine  au  foyer  (a,  /3, 7)  et  faisons  passer 
le  plan  des  xy  par  la  directrice  correspondante;  Téquation  de  la  surface 

(s)       x^  +  y'  +  z^^PQ, 
où  P  et  Q  désignent  des  polynômes  de  la  forme 

P  =  ax  ■^-  by  -^  nz  -\-  c,       Q  =  aa:  -+-  6j/  -1-  n's  -t-  c. 
Nous  avons  vu,  précédemment,  que  l'équation  du  cône  circonscrit  à 
f{x,  y,  z,  ()  :=  0  est  de  la  forme 

4  f(x',  y',  z',  0  {{x,  y,  z,  l)  -  {x'fj  4-  y'f,/  +  z'fJ  +  t'f/y  =  0. 
Si  on  applique  celte  équation  au  cas  actuel  en  posant  x'  =  y'  =  z'  =0, 
il  viendra,  pour  le  c6ne  circonscrit  à  la  surface  (s), 

ic*  (x*  -,.  y»  -t-  s»  _  PQ)  +  c^P  +  Q)^  =  0, 
ou  bien, 

4(«>  +  5>  +  î')-t-(I'-Q)'  =  0, 
et.  finalement, 

4  (ï*  +  y^)  +  fo^  +  [«  -  7tr  ^'  =  0. 

Cette  dernière  équation  définit  un  cône  de  révolution,  les  coefficients 
de  œ' et  de  y*  étant  égaux;  son  axe  est  perpendiculaire  au  plan  passant 
par  le  foyer  et  la  directrice  correspondante. 

««4.  Appliquons  maintenant  les  équations  qui  précèdent  à  la  recherche 
des  lignes  focales  dans  chacune  des  trois  surfaces  à  centre. 
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1"  Ellipsoïde.  L'équation  de  celte  surface  étant 

«^       6=       c* 
Lin  trouvera,  pour  les  lignes  focales, 


Si  a>6>c,  la  première  est  une  ellipse  réelle  dans  le  plan  des  m/, 
et  les  loyers  sont  de  seconde  espèce  puisque  1  et  ,«  ont  le  même  signe  ; 
la  seconde  esl  une  hyperbole  dans  le  plan  des  xz,  et  les  foyers  sont  de 
première  espèce;  la  troisième  est  une  ellipse  imaginaire. 

2°  Hyperboloïde  à  une  nappe  ■■  —  ■+-  rj j  =  ''  ■ 

Les  équations  des  coniques  focales  sont  : 


La  première  est  une  ellipse  réelle,  et  les  foyers  sont  de  seconde 
espèce;  la  seconde  esl  une  hyperbole  et  les  foyers  sont  aussi  de  seconde 
espèce;  la  troisième  est  une  ellipse  imaginaire. 

3°  Hyperbotoïde  à  deitx  tiappes  ;  — ^  —  r-, "^  ^^  ^  ■ 

On  trouvera  pour  les  lignes  focales 
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Si  6>  c,  lii  première  est  une  hyperbole  et  les  foyers  sont  de  seconde 
espèce;  Ifi  seconde  est  une  ellipse  et  les  foyers  sont  de  première  espèce; 
In  troisième  est  une  ellipse  iiii»{;inaîre. 

On  peut  remnrquer  que  dati'f  les  trois  surfaces  a  centre,  il  y  a  toujours 
une  ligne  focale  qui  est  imaginaire;  l'Iiyperholoïde  à  une  nappe  n'a 
que  des  foyers  de  seconde  espèce;  dans  les  deux  autres  surfaces  à  centre, 
les  foyers  de  première  espèce  apparlienuent  au  plan  principal  perpen- 
diculaire aux  plans  cycliques. 


255.  Lignes  focales  du  cône.  Soit  le  cône 

x^      y^      z^ 


;1  représenté  par  l'équation 


s  lignes  focales  seront 


-  =  0; 


y  =  0. 


a;  =  0, 


_=0;       f.=- 


Si  1^6,  on  voit  que  le  cône  n'admet  qu'uue  conique  focale  réelle 
qui  se  compose  de  deux  droites  dans  le  plan  principal  des  xz,  et  les 
fovers  correspondants  sont  de  seconde  espèce. 

On  peut  démontrer  facilement  que  les  lignes  focales  sont  perpendi- 
culaires nuK  plans  cycliques  du  cône  réciproque.  On  appelle  ainsi  le 
cône  formé  par  les  perpendiculaires  élevées  au  sommet  sur  tous  les 
plan  tangents  au  cône  donné. 

Or,  la  perpendiculaire  au  plan  langent  au  point  (x'ij'z')  de  ce  dernier 
est  représenté  par  les  équations 
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en  désignani  pnr  m  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  en  déduit 


hj  = 


h 


pnr  suite 

«'a:^  -f-  6^1/^  — c^z^  =  0 

sera  l'équation  du  lieu  des  perpendiculaires,  c'est-à-dire  du  cône  réci- 
proque. Les  plans  cycliques  de  celte  surface  ont  pour  équation 

si  on  la  compare  avec  celle  des  lignes  focales  réelles 

il  est  visible  que  la  condition  de  perpendicularité  est  satisfaite. 

3SS.  Génération  des  surfaces  à  centre.  Si  dans  l'équalion 
{m  -  «)'  +  [y-  p)'  -V-  (j  -  7)*  =  LM. 
Les  plans  L  et  M  sont  réels,  on  peut  cerirc 

(x  -  a)*  -t-  (y  —  ^Y  -1-  (s  -  ï)'  =  )  {x  -  ky  -!«(?/-  hY- 

Le  premier  membre  représente  la  distance  d'un  point  N  {x,  y,  z)  de 
]a  surface  au  foyer  F  («,  p,  y);  le  second,  divisé  par  1  -H  fi,  est  égal 
au  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  N  sur  les  plans 
L  et  M.  Si  on  désigne  par  NP  et  NQ  ces  perpendiculaires,  l'équation 
précédente  revient  à 

N^^  =  (X^.p)^■p■NQ; 


^^-^  =  J..,  =  constante. 

Ainsi,  la  surface  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  tels 
que  U  carré  de  la  dislance  de  chacun  d'eux  à  un  point  fixe  est  dans 
un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  de  ce  point  à  deux 
plans  _  fixes. 

En  second  lien,  supposons  que    les  plans  L  etM  soient  imaginoires 
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et  que  l'on  ait  pour  l'équation  de  la  surface 

Soit  N  [x',  y',  z')  un  point  de  cette  surface.  Menons  par  ce  point  un 
plan  parallèle  ii  l'axe  des  y  et  ayant  pour  équation 

{p)        z  —  z'  =  m  (x  —  a;')  ; 
ii   rencontrera   la    dirsctrice    correspoiidiitile    à    un   foyer    en    un    point 
dont  les  coordonnées  seront  déterminées  par 

(D)        «-t,        !/-;.,        z-e=m(k-,'). 
Il  en  résulte  que  le  carré  de  !a  distance  du  point  N  au  précédent  aura 
pour  expression 

En  posant    1  -t-jH^=-^    il  viendra 

L'équation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme 

par  suite, 

—  =1/  a  =  cunstauto. 
NI)      *^  ^ 

On  peut  vérifier  facilement  que  la  quantité 

est  réelle  pour  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  ii  deux  nappes,  et  représente 
la  tangente  de  rinoHnaison  des  plans  cycliques  sur  le  pUin  des  xy.  Ainsi, 


lans  l'eliipsoïde,    ï  =  - 
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Il  en  résiilie  ce  second  mode  lie  génération  ;  La  surface  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  points  leis  que  leur  distance  à  un  foyer 
est  dans  une  raison  constante  avec  leur  distance  à  la  directrice,  celle 
distance  étant  comptée  pamUétemenl  d  un  plan  cyclique. 


853.  Considérons  une  surface  à  centre  représentée  par 

Si  on  désigne  par  1  un  paramètre  arbitraire,  l'équation 

définit  un  système  Je  surfaces  à  centre  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites;  de  pins,  elles  admettent  les  mêmes  lignes  focales, 
comme  on  peut  facilement  s'en  convaincre  en  formant  les  équations 
de  ces  coniques.  Les  surfaces  qui  jouissent  de  ces  propriétés  se  nomment 
surfaces  humo focales. 

Aussi  longtemps  que  ^  est  positif,  l'équation  (2)  représente  un  ellip- 
soïde réel.  Supposons  a>6>c  et  X=t— [i*.  Il   viendra  l'équation 

a*~f      6*-^«      c'-fi^ 

qui  représentera  un  ellipsoïde,  si  ft' <  c*  ;  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  si  f*'  est  compris  entre  6^  et  c*  ;  un  hyperboloïde  à  deux  nappes, 
si  p^  varie  entre  6^  et  a^;  un  ellipsoïde  imaginaire,  si  ^^  est  plus 
grand  que  a*. 

Supposons  que  [i^  varie  en  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  e^  ; 
à  la  limite,  lorsque  p?  =  r',  un  des  axes  est  nui  dans  la  surface  homo- 
focale;  celle-ci  se  réduira  à  la  conique  locale 


yGoosle 


=  6^  la  surface  homofocale  se  réduit  à  la  ligne  locale 


située  dans  le  plan  des  xz.  On  doit  regarder  les  lignes  focales   comme 
étant  des  surfaces  homofocalcs  infiniment  aplaties. 

358.  Trois  surfaces  komofocales  pussent  par  chaque  foint  de 
l'espace  :  m»  ellipsoïde,  un  hyperholoïde  à  une  nappe  et  un  hyperbo- 
to^de  à  deux  nappes. 

Si  on  exprime  que  la  surface  (3)  passe  par  un  point  (x'y'z'),  on  aura 
l'équation 

ftâ   _  jjB  t^  _  j^î  c-  —  (X^ 

ou  bien,  en  développant, 

(p=_a=) ([.^-6')  (f.'-c')  +  x'^  {^'-b^)  (p=-c^)  ^  y--  (i.*~a')  (^'-c'') 
-^-z"{i^~b']{i.^-a-)  =  0. 

Elle  est  du  troisième  degré  en  jj'',  et  admet  toujours  trois  racines 
réelles;  car  en  substituant  à  u*  les  qnanlilés 

les  signes  des  résultats  correspondants  sont 


Il  y  a  une  ncme  plus  petite  que  c^  a  hquelle  correspondra  un  ellip- 
soïde; la  racine  comprise  entie  c*  et  6°  donnera  un  Uyperboioïde  à 
une  nappe,  et  la  dernière  ncine  un  h>pcrboloïde  à  deus  nappes. 
Soient  f',  p"  fi  Itstaeines  etatc  a  b  c",  a"'b"'c"',  les  axes  des 
trois  surfaces.  On  aura  les  relations 

a'    ^^  a—  p'  ,  6'^  =  fc^  —  ji'^,         c'^  ^=c    —  jt'*  ; 

if]       „"■=«■-."-,       b-  =  f-f-,       c-=,-_p"-- 


S59.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  (x'y'z')  en  fonction  des 
axes  des  surfaces  komofocales  qui  passent  par  ce  point. 
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et,  en  dêsignani  par  ih^  et  «'  les  quaiitilés  positives   a''  —  h^,  a^  —  c*, 
il  viendra  finalement 

a'  —  fi«  =  ^^       6=  -  «=  =  ^^  -  m^      c«  _  f,5  =  ^î  -  »î. 
Substituons   ces   valeurs   iLins   l'équalioii  du    troisième  degré  en    (x*; 
OD  aUFR 

?  (?  -  m')  p  -  «')  - 1-  (;•  -  .»')  (?  -  «')  -  </'  (P  -  «•)  i> 

-."s--».-)e_o, 

ou  bien,  en  développant, 

l^  „  e  (m^  H-  «^  +  a;'^  +  y"  +  z")  a-  l^m^n'  +  (m^  +  «=)r'^ 

-I-  H^y'^  +  m^2'^)  —  »i^«^-c'^  =^  0. 

Celte  équation  du  troisième  degré  donnera  trois  racines  rccUes  comme 

la  précédente;  ces  racines  seront  les  axes   o",  a'",  o'"^  des  surfnces 

homofûcales  qui  se  rencontrent  au  point  {x'y'z'). 

Comme  leur  produit  est  égal  au  dernier  terme  de   l'équation  changé 
de  signe,  on  aura 

a'*a'"a"'*  =  m^n^sc",    on     a'^u'^a'"*  =  (a*  —  b^)  (a^  —  c°)  x'^. 
Par  une  transformation  analogue  de   l'équation  en  u^,  on    trouverait 
de  la  mênie  manière  les  égalités 
6"6"*6"'*  =  (6'  —  a*)  (6=  ~  c")  y",    c"c"h-"''  =  (c^  —  a')  (c*  —  6^)2". 
On  en  déduit,  pour  les  formules  cherchées, 

'"  "  (c^-a')(c*-(>^)  ^  ("«^  -  a')  (c^  -  6^) 

L'équation  en  4^  donne  aussi  l'égalité 


(«"- 

(>')(» 

"-C 

') 

(V 

-,.••)  (6> 

—  p" 

■)(f 

-  ?'■'•) 

('■- 

.•)  (k' 

'  — c= 

) 

('• 

-(■■■)('■ 

—  f"' 

')  («=  ■ 

-F"") 
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_p"s  ^.^3  — p"'^  _a2^.6=. 


Donc  le  carré  du  rayon  vecteur  du  point  [x'y'z')  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  trois  axes  a',  h",  c'"  appartenant  aux  trois  surfaces 
homofocaies  qui  passent  par  ce  point. 

S60.  Deux  surfaces  komofocales  se  coupent  à  aufjle  droit. 
Soient  les  deux  surfaces 


Un  point  quelconque  {x,  y,  z)  de  leur  intersection  satisfait  à  l'équation 


(0 


(a'-p")(«'-p'")      (6'-f")(*'-,"')      (c._p'.)(o'_p'») 
obtenue  en  retranchant  les  précédentes  membre  à  membre.  Les  équations 
des  plans  tangents  au   point  {x'y'z')   des  deux   surfaces   sont  de   1; 
forme 

xx'  yy'  iz' 

a'  —  fi's      b^  _  ^'^      cî  —  [a'ï        ' 

a'  —  fi-'"      i>^  —  fi"^      c^  — -  p."^ 
il  seront  perpendiculaires  avec  la  condition 


Mais,  d'après  la  relation  (/'),  cette  condition  est  satisfaite;   donc  les 
surfaces  se  coupent  à  angle  droit. 

261.  Le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  un  système  de 
surfaces  komofocales  est  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 
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L'équalion  do  plan  polaire  d'un  point  (x'y'z')  relativement  à  la  surface 

«a  _^i       fts  _  y}       c^  —  ^l^  ~ 
est  de  k  forme 


Identifions  cette  équation  avec  celle  d'un  plan  fixe  Ix  -t-  my  -+-  «a  1=  p  : 
on  aura  les  égalités 


ésulie  que  les  coordonnées  du  po!e  satisfont  !) 


qui  déterminent  une  droite  perpendiculaire  au  plan  fixe. 
Si  le  plan  fixe  est  tangent  !i  la  surface  homofocale 

le  lieu  du  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  tentes  les  surfaces  du  système 
sera  la  normale  du  point  de  contact. 

262.  Trouver  les  axes  d\ine  section  centrale  faite  dans  la  surface 
homofocale  (a',  b',c']  1)111  passe  par  le  point  M  parallèlement  au  plan 
tangent  en  ce  point. 

Les  surfaces  homofocales  qui  se  coupent  au  point  M  sont  orthogonales, 
de  sorte  que  leurs  plans  tangents  en  ce  point  forment  un  système 
de  trois  plans  rectangulaires,  et  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface 
{a',b',c')  renfermera  les  normales  aux  deux  autres;  nous  allons 
voir  que  ces  normales  sont  parallèles  aux  axes  de  la  section  centrale 
parallèle  au  plan  tangent. 
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£n   effet,    deux  directions    conjuguera   {a,^,y),    (:--',  fi',  y')  satisfont 
i  lit  relation 


mais  les  cosinus  directeurs  des  normales  aux  surfaces  {a"b"e."),  {a"'b"'c"') 
ont  pour  valeurs 


p"  et  p'"  sont  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  les  plans 
tangents.  Substituons  ces  quantités  aux  cosinus  de  la  relation  précé- 
dente :  il  viendra 


équation  qui  est  satisfaite   par  les  coordonnées  du  point  M, 
retranche  membre  à  membre  les  relations  (N°  260) 

a;"  j/"  z'^   

a'%"*      b'^b"^      c'V*        ' 


=  0, 


b'V'b'" 


en  observant  que  a'"^ —  a"^  =  b"'^  — b"^  =  c"'^  ~  c"^.  11  en  résulte 
que  les  normales  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugues  de  la 
section,    et,    comme  elles    sont   rectangulaires,    elles   seront   parallèles 

Cela  étant,  si  on  désigne  les  axes  chercliés  par  A'  et  B',  on  aura 
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Mais,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  relations 


a'V      fV"      c'V>      p"'C"-i>'") 
On   en    déduil,  par  la  comparaison,  A'^  =  «'^  —  «"'.    On  tronvcia 

semblable  ment  B'*  =  a'*  —  «'"*. 

De  même,  les  ases  des  sections  centrales  faites  dans   les  deux  autres 

surfaces  parallèlement  à  leur  plan  tangent  seront 

363.  Trouver  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  swr  les  plans 
tangents  au  point  d'intersection  de  trois  surfaces  hotnofoeales. 

Le  parallëpipède  construit  sur  A',  B',  p'  est  équivalent  au  parai- 
lélipipède  construit  sur  les  axes  de  la  surface  (a'fcV).  On  aura  donc 
l'équation 

p'A'B'=«'6V; 
d'où 


La  eomparaison  de  ces  valeurs  avec  les  expressions  de  a;",  y'^,  z'* 
(N"  29o)  nou'i  montre  que  le  point  M  peut  être  considère  comme  le 
centre  d'un  système  de  trois  surfaces  homofocaies  rapportées  aux  plans 
tangents  recta njçulsircs,  et  passant  par  le  centre  du  système  primitif; 
elles  sont  tangentes  aux   plans  principaux  de  ce  dernier,  et  leurs  axes 
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sonl  respectivement  a',  a",  o,'"  ;  6',  b",  h'";  c',  c",  c'".  Les  quantités 
p',  p",  /)'"  sont  les   coordonnées  du  centre  des   premières  surfaces 
orthogonales  par  rapport  anx  plans  principaux  des  trois  autres. 

964.  les  axes  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  homofoeale  sonl 
les  normales  aux  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  sommet. 

Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la 
surface  homofoeaSe 

son  équation  est  de  ta  forme 

Posons,  pour  abréger, 

et  développons  i'éqnation  précédente.  On  aura 

x^  f  ,      x"^\      î/^/  ,      i;'^\      ^^  f  -      -"\      ^y'^' 


i^y  ■ 


=  0. 


D'un  autre  côté,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface 

(a'b'c')  sont  »' — ,    j)'— ,    ï»'-;;;   nous  allons  voir  qu'ils  satisfont 
V  I  '^  a^  b^  c  ' 

aux  égalités  (N^ICS) 

AI-hB'V  +  B'"      B"X  -4-  A>  +  B-^    _  B'i  +  Ep  -H  A"v       ^ 
(fc)      _^_  -  ^  -^ 

qui  caractérisent  les  directions   principales.  En  effet,  en  substituant,  le 
premier  rapport  devient 
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ranche  membre  à  membre  les  équations 

j-'S         y'S         2'î 


pai'  suite,  la  valeur  précédente  de  S  deviendra 


Cette  expression  est  symétrique  et  les  autres  rapports  {l)  auront  la 
même  valeur.  Donc  la  normale  à  la  surface  (a'6'c')  sera  uue  direction 
principale  du  cône.  On  verra  de  môme  que  les  normales  aux  surfaces 
(a"6"c"),  (a'"6"'c'")  sont  les  deux  autres  directions  principales,  et  on 
aura  aussi 

L'équation  du  cône  circonscrit  rapporté  à  ses  axes  sera  de  la  forme 


!i65.  Veux  cônes  de  même  sommet  sont  circonscrits  à  deux  surfaces 
homofocales  (ai^r/i),  i'^^Pm)  ;  trouver  le  segment  intercepté  sur  une 
arête  commune  par  un  plan  mené  par  le  centre  parallèlement  au  plan 
tangent  à  l'une  dex  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  sommet 
commun. 
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Les  cônes  rapporlés  aux  normales  des  surfaces  homofocales  qui  passent 
par  leur  sommet  sont  représentés  par  les  équations 

x^  u'  2^ 


Soit  D'  la  distance  cherchée,  et  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point 
où  le  plan  diamétral  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface  (a'tV) 
rencontre  une  arête  commune.  On  aura 

D'^  =  x^  -1-  j/^  -t-  z^. 

Mais  la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  diamétral  est  égale 
à  p',  et  si  on  suppose  Taxe  des  x  parallèle  à  p',  on  aura  x  =  p'  ;  par 
suite,  les  coordonnées  du  poinl  {x,  y,  z)  satisfont  aux  équations 


P" 


En  résolvant  ces  égalités  par  rapport  à  y^  et  z^,  et  substituant  ensuite 
leurs  valeurs  dans  l'expression  de  D'*,  on  trouvera 


D'^  =  ;/ 


L  (a"»_a'"*)(a"-a.'){«'^-a.^) 

Le  numérateur  est  égal  au  produit 

tandis  que  p'  a  pour  expression 


"■-K- -.".,(,...  _„■".)■ 

Par  la  substitution,  il  viendra  pour  la  distance  cherchée 


De  même,  les  segments  D",  D'"  interceptés  sur  une  arcte  commune 
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des  cônes  par  les  plans  diamétraux  parallèles  aux  plans  tangents  aux 
surfaces  homofocales  {a"b"c"),  {a"'b"'c"')  seront  délermincs  par  les 
formules 


366.  Supposons  qiiu  les  surfsecs  liomorocsles  {a:ip,y,),  («,(3,^5) 
enveloppées  par  les  cônes  se  rédnisenl  aux  lignes  focales  réelles  de 
l'ellipsoïde  (a'b'c')  et  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

a-i  —  c'^'^h'^  —  c'^'^^'         „''  — 6'i'^c''  — fi"""^' 

On  aura  œi^  =  «'^  —  c'^,  «s' =  a'*  —  fc'*;  par  suite  la  distance  D' 
se  réduit  à  a'. 

D'où  ce  théorème  :  Si  par  un  point  M  de  l'ellipsoïde  on  mène  mie 
droite  qui  s'appuie  sur  les  lignes  focales,  le  plan  diamétral  parallèle 
au  plan  langent  en  ÎS  à  la  surface  interceptera  sur  cette  droite  une 
longueur  égale  à  l'axe  majeur  de  l'ellipsoïde. 

Les  plans  menés  par  le  centre  parallèlement  aux  plans  tangents  des 
deux  autres  surfaces  homofocales  du  point  M  détermineront  aussi  sur 
la  même  droite  des  longueurs  égales  à  a"  et  a'". 

S67.  Construction  des  aa^es,  étant  donnés  trois  diamètres  conjugués 
d'une  surface  du  second  ordre.  Soient  OA,  OB,  OC  trois  demi-diamètres 
conjugués  de  la  surface 

a'^      h'^      c'^        ' 

dont  les  demi  axes  sont  «,(»,(  Par  l'cxtrémilé  C  du  troisième  diamètre, 
menons  un  pian  paiallele  au  plan  des  deux  autres;  il  sera  langent  à  la 
surface  Connaissint  les  di  imctieb  conjugués  OA,  OB  de  la  section  centrale 
du  plan  OAB  on  peut  déterminer  les  axes  de  celle  section  et,  par  suiie, 
les  valeurs  des  différences  a  °  —  a"*,  a"  —  a'"^  (N"  262),  Le  point  C 
est  le  ccntic  de  trois  surfaces  homofocales  passant  par  le  point  0  et 
tangentes  aux  plans  principaux  de  la  surface  (a'b'c').  On  peut  construire 
les  lignes  locales  de  ce  tivsleme;  car  on  connaît  les  plans  où  elles  se 
tiouvcnl    tC:  pirins  (iml  dftcTininés  par  ta  normale  en  C  et  les  parallèles 
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menées  par  le  point  C  aux  axc5  de  la  scclion  centrale;  les  axes  des 
focales  sont  détermines  en   direction    et   les    carrés  des   longueurs  de 


se  déduisent  des  quantités  connues  a'°  ~  «'",  a'^  —  a'"^.  Les  cônes 
ayanl  pour  sommet  le  centre  0,  et  passant  par  les  lignes  focales  vnnt 
se  rencontrer  suivant  quatre  droites;  les  plans  principaux  de  ces  cônes 
étant  les  plans  tangents  aux  surfaces  homofoeaJcs  qui  passent  par  le 
sommet,  les  directions  des  axes  de  la  surface  {a'b'c')  seront  les  inter- 
sections des  six  plans  menés  par  les  arêtes  communes  et  combinés 
deux  à  deux;  les  longueurs  des  axes  seront  les  segments  déterminés 
sur  les  arêtes  communes  par  les  plans  menés  par  le  point  C  parallèle- 
ment aux  plans  principaux. 


§   3,    UGSES    FOCALES    ET    StRFACES     HOMOFOCALES    1»  fi  POURVUE  S    DE    CENTRE. 

3GS.  Considérons  d'abord   le   paryboloïde  elliptique   représente  par 
l'équation 


Si   elle  admet  un   foyer,  il  faut  que  l'équation  de  la  surface  puisse  se 
r  à  l'une  des  formes 


(2)      (X  -  aY  -*-(»/-  ^r  -*-  (^  -  7)'  ^H^-kf-*-  F  (y  -  ft)^ 

En  développant,  l'équation  (2)  devient 

(2')       (t  —  i)  a-^  -V-  {1  —  f^)  y*  +  2'  —  2  1«  —  >'f)  a:  ~  2  (j3  —  ^/i)  y  —  2'/^ 
-H  «^  H-  P'  ■+-  7^  —  Ik^  —  fi/(^  =  0. 

Si  on  la  compare  avec  (1),  on  aura  les  relations 

p{\—^)^(j^ci  —  lk,        [5  —  [,/[.  =  0. 
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On  en  lire 


■'-''  .■-P-=(.-,)-^e.  .^'-^■. 


par  suile, 


'i'-?^)—'^'-"'- 


).= 1, 


Il  en  résulte  que  le  piiraboloïde  uduiel  une  première  ligne  focnlc  dans 
le  plan  des  xy  ayant  pour  équation 

c'est  une  parabole  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  les  x  positirs  si  p  >  ^  ; 
les  foyers  correspondants  sont  de  seconde  espèce,  car  on  a 

^p  —  1 
V 
L'cquation  (5)  étant  développée  devient 

(1  _  i)  x^  +  3/^  -t-  (1  -  v)  2^  -  2x  (a  -  Ik)  ~  2p»/  ~  2è  (7  -  vg) 
^  ^^  ^  f  +  f—  ■xk'  —  v^^  =  0, 

cl,  par  la  comparaison  avec  {]),  on  trouve  les  relations 

1  _  î  =  0,       (3  =  0,       «s  +  /  =  Ifc'  +  vg% 
p  =  ^  (1  _  ■,)  =  a  _  ifc,       7  —  vy  =  0. 
D'où 

par  suite, 

7*  =  2(«y  — rt«  — /»{î  — p). 

Le  paraboloïde  admet  une  seconde  ligne  locale  dans  le  plan  principal 
xz  ;  c'est  la  parabole  représentée  par  l'équation 
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n'CsjiDiidaiits  sont  de  première  cspèet 


et  ces  coefficients  sont  de  signe  différent  si  p  >  7. 

Par  le  changement  de  q  eo  —  q  dnns  les  cqualions  piéeédenteSj  il 
viendra  pour  les  lignes  locales  du  paraboloîde  hyperbolique 

Ce  sont  deux  paraboles  et  les  foyers  sont  toujours  de  seconde  espèce. 
^69.  Lorsque  les  plans  L  et  M  sont  réels  dans  l'équation 

on  peut  appliquer  au  paraboloîde  elliptique  le  même  mode  de  génération 
qu'aux  surfaces  à  centre.  Si  les  plans  sont  imaginaires,  la  quautité  wt 
(N°  256)  a  pour  valeur 

elle  est  donc  réelle  si /)>  (/;    par  suite,  on   peut   appliquer  au  premie 
paraboloîde  le  second  mode  de  génération  des  surfaces  à  centre. 
Il  n'en  est  plus  ainsi  pour  le  second  paraboloîde,  car  on  a 


et  la  quantité  m  est  imaginaire.  Dans  ce  cas,  comptons  In  distance  d'un 
point  N  tï'fj'z')  de  la  surface  h,  la  directrice  parallèlement  au  plan  z  =  «i/. 
Le  plan 

z  —  z'^n{y  —  y') 
rencontrera  la   directrice  en   un  point  dont   les  coordonnées  sont  déter- 
minées par  les  relations 

(D)        .  =  t,,       s_*,      2-z'_n(/,-j'). 
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On  aura  pour  la  disfante  ND, 
Posons 
il  viendra 

nd'  =  {X'  —  ky  +  K  (y'  —  i^f' 

cl  l'équation  de  la  surface  peut  s'ocrii'e 

d'où 

S  F 


ND-'- 

La  quantité 

M  est  réi 

jlle  a  ég.lc  « 

-V-f^— 

=v1 

et   l'équation 

'  =  "!/ 

devient 

ou  bien, 

V       1 

clic  représente  les  plans  directeiirâ  de  la  surface. 

Donc,  le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  considéré  comme  te  lieu 
des  points  tels  que  leur  distance  à  un  foyer  est  égale  à  leur  distance 
à  la  directrice  correspondante,  cette  dernière  distance  étant  comptée 
parallèlement  à  un  flan  directeur, 

3Ï0.  Surfaces  homofocales.  Soil  le  paraboloïde 
(4)       ^-t-^ 3x  =  0; 


l'équatii 
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où  fi  csl  un  paramètre  arbilraire,  définit  un  système  de  surfaces 
qui  ont  les  méuics  lignes  locales  que  la  proposée;  on  peut  s'en 
convaincre  en  appliquant  ia  méthode  précédenle,  En  pai'dculier,  les 
sections  principales 

2^  =  2  (7  -+-  u)  ^  1-  p  (9  ■+  ft) 
ont  les  mcines  loyers   que  les  sections  principales  du  paraboloide  pro- 
posé ;  citr  la  première  a  son  sommet  sur  l'axe  des  x  une  distance  — ^de 
l'origine,  et  la  distance  du  foyer  à  l'origine  sera 


De  même,  la  distance    du   foyer   de  la  seconde  a  l'origine  est^;   les 

loyers  de  ces  lignes  coïncident  donc  avec  ceux  des  paraboles  pvincipales 
de  la  surface  proposée. 

Les  surfaces  (S)  sont  toujours  des  paraboloïdes  elliptiques  excepté 
lorsque  le  paramètre  ^  varie  entre  p  et  q.  Elles  se  coupent  orthogo- 
nalement,  car  les  plans  tangents  en  un  point  [x'y'i')  de  rinicrsection 
des  deux  surfaces  homofocales 

ayant  pour  éqiiiitions 

la  condition  de  perpendicnlarité  sera 


or,   si    on  rctranelic  membre  à  membre   les  équations   des  surfaces, 
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^__ — . — ___ — .H- H  1=0: 

■  ip  -H  i^i){p  -+-  H      (î  ■+■  Fj)  (5  -^  pî) 

la   eoQdition    de   perpendicularité    des  plans   tangents   est   satisfaite    el 
les  surfaces  sont  orthogonales. 

Les  surfaces  homofocales  dénuées  de  centre  ont  plusieurs  propriétés 
communes  avec  les  surfaces  homofocales  à  centre;  nous  croyons 
inutile  de  répéter  ici  les  démonstrations  qni  se  trouvent  au  purs- 
graphe  précèdent. 
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CHAPITRE   XII. 

SURFACES     DU    SECOND    ORDRE. 
(CoordonnéeB  tétraédri^aes  et  tangentielleE), 


SoHMÀiaE  —  Érpiatton  du  êecond  degré  snfre  les  eaordonnées  télnUdriques  ;  eetUre, 
dtamèlref  plan  tangent  c(  plan  polnirt  ;  cône  circonecric  et  cône  aiymplole;  genre 
dj-  h  surface  lepiesenlie  par  l'équation  générale. —  Equationdu  second  degré  en 
coordonnées  tangeaheltis;  pacage  de  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  en 
coordonnées  lanqenlteilea  à  l'éqnalion  de  la  mime  titrface  en  coordonnées  eariéaiennes, 
el  retiproqtiemmt  —  Formes  particulières  de  l'équation,  lorsque  la  surface  est 
mserite  ou  c%rcontcnte  à  u»  tétraèdre,  à  un  quadrilatère  gauche  ;  surface  conj'uguée 
ou  tétraèdre  de  référence. 


§    i.    ÉQUATION    IJU    SECOND    DEGBÉ    EN    COOnDONNÉES    TÉTRAÉDHEQUES, 

5T1.  L'équation  générale  et  homogène  du  second  degré  entre  les 
coordonnées  tétraédriqucs  est  de  la  forme 

(!)       «hA'  +  ttsîB^  ^-  a,sC*  -+-  «^0'  ■*-  2œ,îAB  -t-  2ai,AC  -*-  Sa^AD 
-H  âasîBG  -4-  2(iï4BD  +  2ii=*CD  =  0. 

Si  on  remplace  les  lettres  A,  B,  C,  D  par  les  polynômes 
X  cos  at  -\-  y  ces  pj  -i-  z  cos  7j  —  tti     etc., 
elle  sera  aussi  du  second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  carté- 
siennes; elle  représente  donc  une  surface  du  second  ordre  qui  peut 
être   quelconque    puisqu'elle     renferme    neuf    paramètres   arbitraires. 
Réciproquement,  les  coordonnées  d'un  point  qui    se    déplace  sur  une 
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surface  du  second    ordr-e   donnée   satisferont  a   une  équation   de    la 

forme(l};  car  si  on  dete  n  e  les  p  mire  de  léguai  on  en  e  p  mant 
que  la  surface  qu  eJîe  cf  c  e  t  s  ia  l  a  neuf  ond  ons  commu  es 
avec  la  surface  donn  e  i  eq  at  o  n  obtenue  s  a  la  I  fin  t  on 
analytique  de  celle  u  face  el  pa  s  le  cJle  se  é  fi  e  par  le 
coordonnées  lélraed    qu  s  de  1    n  quclconq  c  de  se    p    ni 

Afin  d'abréger,  no      ec     on      mplemcnl  po      lequal  on  p  ecedc  le 
F  (A,  B,  C,  D)  =  0     nou     le   g  e  on    pa     F      I       F      F     les  der    ées 
partielles  deFp     e    prrjp    ti     haq       coo  donnée     enf      le 
expressions  F  (A',  B',  C,  D'),  F'.„  F'„,,  F'c„  F'b„  indiqueront  les  valeurs 
de  ces  fondions  pour  les  coordonnées  d'un  point  (A'B'C'D')  de  l'espace. 

aia.  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  la  surfaceV  [A.,B,C,  D)  =0. 
Soient  A',  B',  C,  D'  les  coordonnées  inconnues  du  centre.  Une  droite 
menée  parce  point  sera  définie  par  des  équations  de  la  forme 

A  — A'      B  — B'C  — C\     n  — D'_. 

~^  h        ~         h        ~         ^4         ~^' 

les  coefficients  directeurs  étant  liés  par  la  relation 

(k)       ai,  +  tl2-t-c>.s'4-*i  =  0. 
On  en  déduit 

A  =  A'  -V  ïfp,     B  =  B'  +  lîp,     C  =  G'  -1-  l,p,     D  =■  D'  M-  >ip. 
Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface;  il  viendra,  en 
développant, 

F  (A',  B',  C,  D')  -1-  pPiF'.,  -1-  ÏsV'b,  -1-  ).sF'.,  -t-  >.iF'„,) 
-1- p^F  (>,,,)!,  À,,  ),i)=0. 
Cette  équation  du  second  degré  détermine  les  valeurs  de  p  qui  se 
rapportent  aux  points  d'interseelion  de  la  droite  avec  la  surface;  mais, 
toute  droite  menée  par  le  centre  y  est  divisée  en  deux  parties  égales; 
par  suite,  les  racines  de  l'équation  doivent  être  égales  et  de  signes 
contraires,  et  l'on  doit  avoir  la  relation 

quelle  que   soit   la   direction    de   la   di'oite.    En    la    comparant  avec 


y  Google 


'égalité  (a),  on  trouve  que  les   coordonnées  du  centre   vérifient    les 
:q  nations 

«  '^x^"r     d" 

Soit  k  la  viileur  commune  de  ces  rapports  ;  on  aura  les  équations 
OiiA'  -1-  aiaB'  ■+■  flisC  -f-  HuD'  —  fco  =  0, 

«î)A'  -*-  «asB'  -t-  BajC  -1-  «24^'  — kb  =  0, 

«5iA'  +  «saB'  -{-  asîC  -1-  ttjiD'  —  ic  =  0, 

fluA'  -H  a,tW  M-  «jsC  -H  fflitD'  —  fcrf  -=  0, 

aA'  +  6B'  H-  cC  -H  liD'  =  ~  3V. 

La  surface  aura  un  centre  à  une  distance  finie,  si  le  dél<irminant 

«11    Bis   (tir.   Ois  — 
"ai   Oas  Bas   Cta  — 


Bji    Ojî   «II   Bm  - 


est  plus  grand  ou  plus  petit  que  zéro;  dans  le  cas  contraire,  le  centre 
sera  à  l'infini. 

Lorsque   l'équation  représente    une  surface  conique,  le  centre  étant 

sur  la  Burfacc,  on  a  F  (A',  B',  C,  D')  =  0.   Oi-,  des  égalités  précédenles 

on  lire 

F\,_FV      r\,      F'.,  _  A'F',,  -4-  B'F',,  -t-  C'F',,  +  D'F^,_2F  (A',  B',  C,  D^)  ^ 

a        b"^   c  '^  rf  ~        «A'  -+-  6B'  +  cC  -t-  i/D'         ^  ~5V  ' 


par  suite, 


?'.,  =  0,       F'„  =  0,       F'c,  =  0,       F\,  =  0. 

e  que  la  condition  pour  que  l'équation  générale  représente 
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équation  qui  est  le  résiillat  de  Vcîiminalion  des  coordonnées  A',  B',  C,  D' 
cotre  les  relations  précédentes. 

Sï*.  Trouver  l'équation  du  plan  diamétral  conjugué  d'une  direc- 
tion donnée  (Ji  ia  h  '>■>). 

Menons  dans  In  surface  une  corde  MN  parallèle  à  la  direction  donnée, 
et  soient  A',  B',  C,  D'  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde.  On  aura 
pour  un  poinl  quelconque  de  cette  droite 

A  =  A'-i-X,p,     B  =  B'+).îp,     C  =  C'+>,p,    D  =  û'-(->ip. 
La    substiuilton    de   ces    -valeurs    dans   F{A,  B)CjD)  =  0   conduit  à 
l'équation 

F  (A',  B',  C,  D')  ■+-  p  ():,¥\,  -f-  À,F',,  -+-  >.,F%  -t-  ^F'„,} 
-»- p^F  (>i,  Is,  ;.„  l4)  =  0 
qui  doit  avoir  des  racines  égales  et  de  signes  contraires,  puisque  le 
point  (A'B'C'D')  est  le  milieu  de  la  corde  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

mF\,  -^  ^sF'b,  +  IsF'c,  +  Ï.4F'„,  =  0. 
Comme  nous  avons   considéré   une  corde  quelconque,   le   lieu   des 
milieux  de  toules  les  cordes  parallèles   à   la   direction  donnée  sera  le 
plan  déSni  par  l'équation 

hf\  -i-  ÏïF'b  -t-  lîF',  -i-  ïiF'„  .=  0. 
Les   valeurs  des  dérivées  pour  les  coordonnées  du  centre  sont  pro- 
portionnelles à  a,l>,c,d;  par  suite,  le  résultat  de  la  substitution  de 
CCS  coordonnées  dans  l'équation  précédente  sera  égal  à 

k  (tt}.i  -H  blî  ■+■  CÎ.3  -t-  dy.i)  ; 

mais  eetle  expression  est  nulle,  en  vertu  de  la  relation  qui  existe  entre 

les  coefiieients  directeurs  d'une  droite  ;  donc,  le   plan  diamétral  passe 
par  le  centre  de  la  surface. 

%7A.  Plan  tangent.  Soit  M  (A'B'C'D')  un  point  de  la  surface 
F  (A,  8,  C,  D,)=^0.  Menons  par  ce  point  une  droite  ayant  pour 
équations 

A  =  A'  -t-  l,p,     B  =  B'  -V  lîp,     C  =  C  ■»-  ).:,p,     D  =  D'  -+-  iip. 
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Les  puinls  où  clîe  L'ericdnti'e  !a  surface  sont  diiterminés  par 
F  (A',  R',  C,  D')  -V-  p  {hT\,  -h  l^l\,  -i-  ijF'.,  h-  >.,F'p,) 

mais  F  (A',  B',  C',D')  =  0  puisque  le  point  M  est  sur  la  surface;  de 
plus,  si  on  suppose  que  le  second  point  d'intersection  se  rapproche 
indéEîninicnt  du  premier,  à  la  limite,  les  deux  valeurs  de  p  sont  nulles  ; 
pHr  suite,  les  coeflîcienls  directeurs  d'une  tangente  a  la  surface  an 
point  (A'B'C'D')  doivent. satisfaire  l  la  relation 

îiF',,  -)-  >îFV  -H  lîF'c,  -t-  ).»F'„,  =  0. 
L'élimination    des   quantités   ïj,  ïj,  1b,  Ï4    au    moyen     des    équations 
de  la  droite  nous  donne  pour  le   plan  tangent  au  point  (A'B'C'D')  de 
la  surface 

(A  _  A')  F'„  +  (B  —  B')  FV  -t-  (C  —  C)  F'  ,  +  (D  —  D')  F'.,  =  0,. 
ou  bien, 

AÇ\,  +  BF'3,  ■+■  CF',,  -i-  DF'„,  =  0  ; 
car,  on  sait  que 

A'F'„  -i-  B'F'„,  -t-  C'F'o,  +  D'F'„,  =  2F (A',  B',  C,  D')  =  0. 
Si  on  identifie  celle  équation  avec  celle  d'un  plan  donné 
/A  -+-  mB  -+-  nC  +  pD  =  0, 
on  arrive  aux  égalités 

F',,__F\,_F'c,_F'„, 

en  désignant  par  k  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  il  viendra 
onA'  -4-  flisB'  ■+■  a,îC'  -4-  auD'  —  /c(  =  0, 
(f s)A'  -t-  tïîsB'  +  OïsC  -4-  osiD'  —  Ém  =  0, 
ttsiA'  -t-  nssB'  -t-  ajsC  -h  ûî*D'  —  hi  =  0, 
O41A'  +  «iîB'  -H  a43C'  -1-  aijD'  —  fcp  =  0. 

De    plus,    le    point    de   contact    devant   appartenir   au    plan    donné, 
on  a  aussi 

lA'  -t-  mB'  +  nC  +  jiD'  =  0, 
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Si    on  élimine  entre   ces    équations    les   coordonnées    du    point   de 
contact,  on  arrivera  à  la   condiiion    pour  que   le   plan   donné   touche 
la  surface  F  (A,  B,  C,  D)  =.  0;    ce  sera: 


ait   an  aiz  (ta     l   1  - 

1 
Osl   «ss   Oaj   «îi  m    1 

«31    Bîî   «35   «îi    M 

a^i   Ujs  Un  an    p 

t      m     n      p    0 


:0. 


235.  Le  plan  tanyetit  rencontre  la  surface  suivant  deux  droites 
réelles  ou  imaginaires.  Pour  le  démontrer,  supposons  que  le  sommet 
du  tétraèdre  où  aboutissent  les  faces  B,  C,  D  appartienne  à  la  surface, 
et  prenons  pour  la  face  D  le  plan  langent  en  ce  point.  L'équation 
générale  devant  être  satislailc  en  poMnt  B_-C  =  D  =  0,  le  coeffi- 
cient an  sera  nul.  Le  pian  tangent  au  point  (A',  0,  0,  0)  a  pour 
équation 

F'.  =  0,     ou     ttiiA  -t-  KiaB  +  «isC  -i-  ait\)  =  0, 

et  comme  il  doit  coïncider  avec  le  pian  D  =  0,  on  aura  «n  =  0, 
«45  =  0.  Il  en  résulte  que  la  surface  rapportée  à  ce  tétraèdre  particulier 
sera  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

assB'  -w  «sjC*  -1-  n«D'  -\-  a^AD  +  ossBC  -t-  «iiED  -+-  ti,iCD  =0. 
L'intersection  du  plan  tangent  D  avec  la  surface  se   composera  des 
droites  définies  par  les  équations 


D  =  0,     flîsB^  ■ 


ssC*^ 


îîBC  =  0. 


D'après  l'étude  que  nous  avons  faite  des  surfaces  du  second  ordre, 
ces  droites  sont  réelles  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  parabo- 
loïiie  hyperbolique  ainsi  que  dans  le  cône  et  le  cylindre  oîi  elles 
coïncident. 

276.  Plan  polaire.  Soit  M  (A'B'C'D')  un  point  de  l'espace.  Menons 
par  ce  point  une  droite  quelconque  et  désignons  par  A",  B",  C",  D" 
les  coordonnées  d'un  second  point  de   la  droite;   celles  d'un   point 
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quelconque  de  la  même  ligne  seront  données  par  les  formules 
.       A'  -H  U"  B'  -H  IB"       „      C  t-  ÏC"      „      D'  +  ÏD" 

'^=-mr'  "--m-  '"^tt'  "—rn- 

Afin  de  déterminer  les  points  où  la  droite  rencontre  la  surface 
F(A,B,  C,  D)  =  0,  substituons  ces  valeurs  dans  cette  dernière  équa- 
tion. Oo  trouvera,  en  développant, 

(A)     F(A',  B',  C,  D')  -+-  ï  (A"F\,  -i-  B"F'«,  -k-  C"F%  +  D"F'.,) 

-t-i*F(A",B",  C",D")  =  0. 

Or,   si   le  point   (A"B"C"D")   est  le  conjugue  haimoniquc  du  point 

(A'B'C'D')    par  rapport     auï     points    d'interaectiun    de    la    dtoile   avec 

la  surface,  l'équation   précédente  doit  donner  des  valeurs  égales  et  de 

signes  contraires  pour  î  ;  par  conséquent,  on  aura  la  relation 

A"F'.,  -+-  B"F'b,  -h  C"F'.,  +  D"F%  =  0. 
Comme  la    droite  considérée   est   quelconque,    le    iien   du    conjugué 
harmonique  du  point  (A'B'C'D')  ou  le   plan  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  la  surface  F  {A,  B,  C,  D)  =  0  sera  représenté  par  l'équation 

AF',,  -I-  BF'b,  -4-  CF'^,  H-  DF'„,  =  0, 
ou  bien, 

Â'F',  -4-  BT'«  +  C'F'^  -j-  D'F'n  =  0. 
Il  en  résulte  que  le  p61e  d'un  plan  ayant  pour  équation 
lA  -t-  JttB  ■*-  nC-t-  pB  =  Q 
sera  déterminé  par  les  égalités 

F'.,_F'B,_F',,_F'n, 

auxquelles  il   faut  joindre  la  relation  aA'  +  bW  -+-  cC  -v-  dD' =  —  5V. 


«ÏT.  Cône   circomcrit.  Lorsque  la  droite  menée  du  point  (A'B'C'D') 
est  tangente    à   la   surface   F  (A,  B,  C,  D)  =  0,  l'équation   (h)  doit  avoir 
des  racines  égales  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 
(A"F',,+B"F'«,-i-C"F'c,-t-D"F'B,)'— 4F(A',B',C',D')F(A",B",C",D")=0' 
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Celte  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  variable 
d'une  tangente  quelconque  issue  du  point  (A'B'C'D');  le  lieu  de  toutes 
les  tangentes  ou  le  cône  circonscrit  k  la  surface  ayant  pour  sommet 
ce  point  sera  défini  par  l'équation 

(AF'.,  +  BF'„,  +  CF'„  +  DF'„,)'  —  4F  (A,  B,  C,  D)  F  (A',  B',  C,  D')  =  0. 

Si  on  remplace  tes  quantités  A',  B',  C,  D'  par  les  coordonnées  du 
centre,  elle  représentera  le  cflne  asymplote  qui  sera  réel  ou  imagi- 
naire suivant  le  genre  de  la  surface  déterminée  par  l'équation. 

On  voit  que  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  est  la  conique 
d'intersection  du  plan  polaire  AF'., -i- BF'o, -*- CF'„, -h  DF'c,  =  0  avec 
la  surface  F  (A,  B,  C,  D)  =  0. 

278.  Pour  déterminer  l'espèce  de  surface  représentée  par  une  équa- 
tion du  second  degré  en  coordonnées  tétraédriques,  on  vérifiera  d'abord 
si  la  surface  admet  un  centre  à  une  distance  finie  ou  si  le  centre  est 
à  l'infini.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  représentera  un  ellipsoïde, 
si  le  cône  asymplote  est  imaginaire  et  l'un  des  deux  hyperboloïdes 
si  ce  cône  est  réel;  ce  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux 
nappes  suivant  que  les  droites  d'intersection  du  plan  tangent  avec  la 
surface  seront  réelles  ou  imaginaires.  Lorsque  le  centre  est  k  l'infini, 
l'équation  définit  un  paraboloïde  elliptique  ou  byperbolique  suivant 
la  nature  de  l'intersection  du  plan  tansçent. 

Si  l'équation  du  second  degré  ne  renferme  que  trois  coordonnées 
et  se  présente  sous  la  forme 

OaïB'  -t-  fflsîC  -¥■  ttstD^  -+■  «s-,BC  ■+■  «iuBD  -t-  «îsCD  =  0, 

elle  représente  un  cône  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  point  d'inter- 
section des  faces  8,  C,  D  du  tétraèdre;  car  la  condition  du   N°  272  est 
satisfaite. 
Toute  équation.^  deux  coordonnées,  par  exemple, 

assB^  +  ojsC*  -h  assBC  =  0 

représentera  deux  plans  réels  ou  imaginaires  passant  par   une  arête 
du  tétraèdre  de  référence. 
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§   2.    ÉQUATION    aV    SECOND    DEGRÉ    ES    COORBOSNÉES 

2!'9.  Considérons  d'abord  l'cqualion  générale  du  second   degré    en 
M,  iî  et  to  qu'on  peut  écrire 

('1  )      fXu,  tî,  w)  =  Am'  -1-  A'd^  -h  A'W  -h  SBuw  -1-  Wwu  h-  2B"My 

-H  2Bm  -+-  2C'u  -1-  2C"w  H-  F  =  0. 
Nous  allons  démontrer  qu'elle  définit  une   surface  à  laquelle  on  peut 
mener  deux  plans  tangents  par   une   droite   donnée.   Soient   (u'v'w'), 
(u"v"w")  deux  plans  fixes  qui  se  coupent  suivant  une  certaine  droite  D  ; 
un  plan  quelconque  passant  par  D  aura  des  coordonnées  de  la  forme 
m'  •+■  )m"  v'  ■+■  W  w'  -t-  ).w" 

"  "^    .(  ^  >     '      """   1  ^i    '      ^^    1  -+-  X 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  :  i!  viendra,  en  déve- 
loppant, 

(a)      /■(«',  V',  w')  +  ï  [u"f.-  -+.  v"t4  +  w"/«;  -t-  2  CG«'  +  C'd' 
-t-  C"w'  ■+■  F)]  -+-  \^  f(u"  v"  w")  =  0. 
Cette  équation  est  du  second  degré  en  )  et  ses  racines  correspondent 
aux  plans  tangents  à  la  surface  passant  par  l'intersection  des  plans  fixes. 
Ainsi,    par  une    droite    quelconque  D    on    peut    mener    deux    plans 
tangents.  Une  surface  qui  jouit  do  cette   propriété  est  dite  de  seconde 
classe;  l'équation  (I)  est  !a  définition  analytique  des  surfaces  de  seconde 
classe.  En  général,  la  classe  d'une  surface  est  donnée  par  le  degré  de 
son  équation  en  coordonnées  tangentielles. 

L'équation  (1)  renferme  neuf  paramètres  distincts;  il  faudra  neuf 
conditions  géométriques  simples  pour  que  la  surface  qu'elle  représente 
soit  complètement  déterminée.  Ainsi,  une  surface  de  seconde  classe 
est  déterminée  par  neuf  plans  tangents;  car  on  aura,  pour  calculer 
les  paramètres  neuf  équations  du  premier  degré  de  la  forme 

Ami^  -+-  A'fi'  -+-  A"w,^  -i-  2Btîi«j|  +  2B'»iWi  -t-  ^\i"w,V[  -h  2Cm, 

^  2C'ui  -*-  2C"m;,  -1-  F  =  0; 

elles  donneront,  en  général,  un  seul  système  de  valeurs  finies  et  déter- 

A      A' 

minées  pour  les  inconnues  —  ,     —  etc. 
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380.  Équation  du  point  de  contact.  Si,  parmi  les  deux  pkns 
{u'v'w'),{u"o"w"),\e  premier  est  tnngent  à  lii  surrace,  on  »  f(tt',v',w')^^, 
et  l'équaiion  (a)  s'abaisse  au  premier  degré  relativement  à  X;  ce  qui 
veut  dire  qu'on  ne  peut  plus  mener  par  la  droite  D  qu'on  seul  plan 
tangent  à  la  suff.icc  distinct  do  plan  {u'e'w'}.  Supposons  que  le  plan 
{u"v"w")  passe  par  le  point  de  contact  de  {it'v'w')',  leur  droite  d'inter- 
seclîon  sera  langentc  à  la  surface  et  le  second  plan  tangent  coïncidera 
avec  {u'v'w');  donc  la  seconde  racine  est  nulle,  et  on  doit  avoir  k 
relation 

u"fj,  -I-  v"f,',  +  w"fj,  +  2  (Cw'  +  C'u'  +  C'V  H-  F)  =  0. 

Cette  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  plan  quel- 
conque passant  par  le  point  de  contact  du  plan  tangent  («Vw');  l'équa- 
tion de  ce  point  sera  donc 

uf.',  -^  «/;;  +  w^:  +  2  (Cm'  -+  C'u'  -»-  C'Mî'  +  F)  =  0. 

Afin  d'introduire  plus  de  symétrie  dans  les  formules,  on  rend  souvent 
l'équation  (1)  homogène  en  remplaçant  les  variables  par  les  rapports 

-,     -,     — :   il  vient  alors,  en  mokipliant  par  r*, 
r       r       r  r  r 

f[u,  V,  w,  r)  =>  Aws  -1-  A'i>=  -+-  A"w'  +  SBum;  ■\-  SB'mî»  +  2B"Mr 

+  2C«r  ^-  âC'ur  -t-  2C"M)r  +  Fr'  =  0. 

Le  point  de  contact,  dans  cette  hypothèse,  est  représenté  par  l'cqtiation 

vfj,  H-  11/;;  +  vofj,  +  r/;;  =  o, 

ou  bien, 

De  même,  l'équation  homogène  d'un  point  ayant  pour  coordonnées 
cartésiennes  a;,  y,  z,  t  sera  de  la  forme 

Mjc  -t-  uy  +  ws  -+•  H  =  0. 

On  passe  des  équations  précédentes  aux  équations  non  homogènes  en 


981.  Trouver  la  condition  pour  qu'une  surface  de  seconde  elasse  i 
réduise  à  iine  conique  plane. 
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L'équation   du   poïnl  de   contact    d'un   plan    langent   {u'v'w'i')   &    la 
surface  f{u  c  w  r)  =  0  peut  s'écrire 

m'(Aw  -h  B"ii  +  B'tp  -.-  Ci')  ■+-  u'[H"h  -4-  A'f  -t-  Bh?  -t-  CV) 
+  tu'  (B'm  -t-  Bu  -f-  A"w  -f-  C")  h-  C  (Cm  -4-  C'y  -t-  C"w  -§-  Fr)  =  0, 

avec  la  condition  f(u',v',w',r')=^0.  Mais,   si   on    désigne  par  M),  Ui, 
Wi,  n  les  coordonnées  du  plan  de  la  conique,  on  aura  la  relation 

m'(Am,  ■i-B"vi  ■+-  B'w,  -)-Cn)  -1-  v'iW'u,  ■+■  A'i)|  -t-  Bw,  -t-  C'r,) 
+  iD^{B'u^-^-Sv,  H'A"m;i  -i- C'V,) -i- I' {Ctii  -*- C'y, -4- C"m),  -»- Fr,)=0; 

elle  sera  salisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  * 
l'équation  f{u,v,w,r)^=Q;  ce  qui  exige  qi 
quantités  soient  nuls;  par  suite,  on  aura 

Aw,  +  B"r,  -H  B'm;,  -i-  Cn  =  0, 
B"«i  -1-  A'y,  -+-  Bwi  -t-  C'r,  =  0, 
B'«,  +  Bu,  -1-  A"w,  +  C'r,  =  0, 
C«,  -h  C'v,  +  C'tu,  +  Ff,  =  0. 
En  éliminant  u,,  u,,  mïj,  n,  il  viendra,  pour  la  condiii 


,  r'  qui  vérifient 
(efficients  de  ces 


' 


B'     C 


C" 


=  0. 


383.  Trouver,  en  coordonnées  cartésiennes,  l'équation  de  la  surface 
/■(»,.,  »,r)  =  0. 

Soit   {u' ,  v' ,  V)' ,  r')    un    plan    langent  dont    le   point   de    contact   est 
représenté  par 

m/uÎ  +  vf.',  -t-  wf„/,  -t-  rf/,  =  0. 

Si   on   désigne    par    x,  y,  z,  t    les  coordonnées  cartésiennes  de  ce 
point,  on  a  aussi 
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En  identifiant  ces  cqualions,  ont  arrive 


aux  égalités 


d'où  on  tire,  en  représentant  par  k  la  valeur  commune  de  ees  rapports, 
Am'  -t-  B"i!'  +  B  V  +  Cr'  —  kx  =  (i, 
B"m'  +  k'v'  H-  Bmj'  -t-  Cr'  -  ky  =0, 
B'«'  -t-  Bu'  -H-  A"m>'  +  C'V  —  fts  =  0, 
Cm'  -i-  Cl-'  -y-  C'V  +  Fr'  —  i(  =  0. 
De  plus,  le  plan  {u'v'w'r')  pusse  par  le  poini  iix  -h  jjy  -+-  itt;  -t-  r(  =  0, 
et,  par  eonséqiieul,  on  doit  avoir 

u'x  ■+-  v'y  -H  w'z  -+-  r'f  =  0, 
Éliminons  m',  v\  w',  r',  k  ;  on  trouvera  l'équation 
A     B"    B'     C     a:     =0, 
B"    A'     B     C     y 
W     B     A"    C"    s 
C     C    C"    F      t 
oc     y     z      t      0 
qui  sera  satifaite  par  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quel- 
conque de  la   surface   de    seconde   classe;  c'est   l'équation    demandée. 
Comme  elle  est  du  second  degré,  les  surfaces  de  seconde  classe  sont 
aussi  du  second  ordre. 

11  s'ensuit  que  le  point  lu  ■+■  mv  -t-  nw  ■+■  j 
surface  f{u,  v,  ro,  r)  =  0,  si  on  a  la  condition 

B"  B'   C    ;  I  = 


appartiendra  à 


%83.  Étant  donnée  Véqvation  en  coordonnées  cartésiennes  f(3^,y,!^}t)=Q 
d'une  surface  du  second  ordre,  trouver  l'équation  de  la  même  surface  en 
coordonnées  langentielles. 
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Si  on  oxiii'ime  f|iie  ics  équiUions 

vx  -t-  VI}  -t-  wz  -i-  rt  =  0, 
iTprésynieni  lu  méinc  plan,  ou  Imuvu  l<;s  ('galitrs 


d'où  an  dfidait 

Aï-'  +  B".)/'  -1-  B's'  +  ce  —  ku  =--  0, 
Yi"r:  -+-  A'j/'  -1-  Bï'  -!-  ce  — /(ii  =  0, 
B'.t'  4-  %'  +  k"z'  ■+■  Ci'  —  Ami==  0, 
Ca;'  -t-  C'f/'  -»-  C'a'  -t-  FC  _  icr  =  0. 

On  arrive  à  l'()i[iin(ion  demandée,  en  élimiriiint  x' ,ij',  z',t' Ji  entre 
ces  équations  et  ux'  -\-  vy'  m-  wz'  -v-  ri'  =  0  ;  ee  c\m  donne 

A     B"  B'  C      « 

B"  A'  B  Cl) 

B'     B  A"  €"  w 

C     C  C"  F       1- 

V     V  w  r      iS 

Il   en   résulte   qu'nn    plan    repi'éfcnt«    par    Ix -^- my -\- nz -¥  fi  =  (i 
louchera  !.i  surface  f[x,y,  z,  t)  =0,  si  on  a  la  relation 

A     B"  B'  C      l 

B"  A'  B  Cm 

B'     B  A"  C"    n 

C     C  C"  F      i> 

l      m  n  p      0 


SS4.  Trouver  l'équation  du  pôle  d'un  plan  (u'o'w'r')  par  rapport  à 
la  surface  [{n,  o,  w,  r)  =  0. 

Soit   [u"v"w"r")    un    plan    ijui    rencontre   le    premier   suj-vant    une 
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certaine  <ii'oi(c  D.  Les  plans  tangents  à  la  surface  menés  par  celte  dpoile 
sont  déterminés  par  l'équation 

f(u;  V,  w',  V)  ^  l{u"fj,  +  V'fV,  +  i,"f../,  +  r"f/.) 

+  l'f(u",,>",w",r")^0. 

Supposons  que  lii  droite  D  soit  tangente  à  !a  courbe  d'intersection 

du   plan  {u'o'w'r')  avec  la  surface  j   les   plans  tangents  qni  passent  par 

cette  droite  vont  coïncider,  et  l'équation  précédente  admettant  des  racines 

égales,  on  aura  la  relation 

(«Y.;  *  "'Y.;  *  »■%;  + /'/■,;)■  ~4A«',  »■,»■,  r')  .«»■', ,",«,",r")_0. 
Il  en  résulte  que  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque  passant  par 
une  tangente  à  la  conique  d'intersection  du  plan   (u'v'm'r')  vérifient 
l'équation 

(w/.;  -H  vfv',  -+-  w/;;  t-  rf;,y  -  if{u,  v>,  w,  r)  ■!{»■,  v',  w-,  r')  -=  0. 

Parmi  ces  plans,  il  y  en  a  qni  sont  tangents  à  la  surface  et  pour 
Icsqncls  f{u,v,w,r)-=(};  donc,  ils  passent  par  le  point  représenté 
par  l'équation 

Ainsi,  les  plans  tangents  à  la  surface  suivant  les  points  de  la  conique 
d'intersection  du  plan  fixe  (w'u'H/r')  passent  par  un  même  point;  c'est 
le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  surface  ou  le  sommet  du  cône  cir- 
conscrit ayant  pour  base  le  plan  donné. 

Si  on  ordonne  par  rapport  à  m',  v',  w',  r',  l'équation  du  pôle  peut 
encore  s'écrire 

«T-'  + -T.' +  "■/•.■ +  >■'/■.'-«■ 

TÏSA.  Trouver  l'èqva lion  du  centre  de   la  surface  f{u,v,w,r)^0. 

Le  centre  d'une  surface  du  second  ordre  est  le  pôle  du  plan  à  l'infini  ; 

or,  si   un  plan  u'x  -i-  v'y  -v-  w'z  -i-  r't  =  0  rencontre  les  axes  à  l'in&ni, 

on  a  :  a'  =  0,  v'  =  0,  w'  =  0  ;  l'équation  du  pôle  de  ce  plan  se  réduit  k 

fr'  =  0,  ou  bien,  Cm  -h  C'v  +  C"w  H-  F  =  0. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  la  surface 
/■(m,  I),  w)  ■=.  0  sont   les   coefficients  de  w,  o  et  lo  divisés  par  —  2F, 
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Lorsque  C  =  0,  C'  =  0,  C"  =  0,  le  centre  coïncide  avec  l'origine; 
par  suite,  l'cquation  tangenticUe  des  surfaces  de  seconde  classe  rapportées 
à  leur  centre  sera  de  la  forme 

Am'  +  A't>^  -+-  A"»(î'  +  '2Gvw  +  2B'Mw;  -+-  2B"md  -v-  F  =  0. 
Si  F  =;  0,  le  centre  est  à  rinfini,  et  l'équation 
Au*  -H  A'u'  +  A"ws  +  SbwM!  -+-  2B'm>«  -»-  2B"w«  +  âC«  -t-  2C'«  ^  2C"ro -=0 
représentera  une  surface  dénuée  de  centre. 
L'équation  homogène 

A«^  -1-  A'f^  +•  k'V  -H  ^Bow  H-  2B'm,-w  -h  2B"uu  =  0 
définit  une  surface  de  seconde  classe  qui  se  réduit  à  une  conique  plane; 
car  la  condition  du  N°  281  est  satisfaite, 

386.  Considérons  mainlenaûl  l'équation  générale   du  second  degré 
entre  les  coordonnées  tangentielles  tétraédriques 

F(A,  B,  C,  D)  =  «uA*  +  «ssB'i  -h  a=sC«  ■+■  «jiD'  +  2aisAB  -i-  2ai.AC 

-1-  2a,4AD  -h  2aî;BC  -h  2aaiBD  -4-  âa^iCD  =-  0. 
On  sait  que  A,  B,  C,  D  représentent  les  distances  d'un  plan  mobile 
à  quatre  points  fixes 

U  =  0,  V  =  0,  W=-0,  T  =  0; 
elles  sont  respectivement  égales  anx  polynômes  U,  V,  W,  T  divisés 
par  (/m'  -t-  u'  -+-  w*,  U  s'ensuit  qu'en  substituant  aux  coordonnées 
leurs  valeurs,  la  fonction  F  sera  du  second  degré  en  )*,  v  et  w;  l'équa- 
tion précédente  délermine  donc  une  surfac«  de  seconde  classe  qui 
peut  être  quelconque  puisqu'elle  renferme  neuf  paramètres  arbitraires. 
En  répétant  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  verra  facilement 
que  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  (A'B'C'D')  est  réprésenté 
par  l'équation 

AF'.,  -H  BF'„,  -t-  CF'  ,  -.-  DF'„,  =  0 
ou  bien, 

A'F\  +  B'F'b  -t-  C'F'o  -t-  D'F'.  =  0. 
Lorsque   le    plan  est    quelconque,   la    même  équation    représente   le 
pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  surface. 
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987.  Étant  donnée  l'éqaalîon   langentielle  F{A,B)C,D)  =  0  d'une 

surface  de  seconde  classe,  Vouver  sow  équation  m  coordonnées  tétraé- 
driques. 

Rnppelons-nous   que   i'équation    d'un    point    dont   les  coordonnées 
distances  sont  Ao,  Bo,  Co,  Do  est  de  la  forme 

h,  /*!  hi  hi 

Exprimons  que  ce  point  coïncide  avec  le  point  de  contact  représenté 
par 

AF'„  -1-  BF'p,  +  CF%  +  DF'„,  =  0 
il  viendra  les  égalités 


D'où  on   lire,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  et  en  éga- 
lant chaque  rapport  à  k, 

aiiA'  -t-  ttisB'  -H  a^G  +  aiJi'  —  fc— =  0, 

B. 

=  0, 


0*1  A'  +  OisB'  +  ««C  -4-  UiJ)'  —  k-r~=0. 


De  plus,  on  a  aussi 


^_^r/. 


«A'+^B'^-ï^C'-t-T-^D'^O. 
ftf  fta  «s  hi 

Éliminons  A',  B',  C,  D',  ft  entre  ces  équations,  et  remplaçons  les 
coordonnées  distances  Ao,  Bo,  Co,  Do  par  A,  B,  C,  D.  On  aura  pour 
l'équation  demandée 
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h, 
_B 

C 
k-, 
D 
ht 

0 


288.  Etant  donnée  l'équation  F  (A,  B,  C,  D)  =  0  d'une  surface  du 
second  ordre  en  coordonnée^t  distances,  trouver  son  équation  en  coor- 
données tangenlieltes. 

Le  plan  langent  en  un  point  (A'B'C'D')  de  la  surface  est  représenté  par 
AF'.,  +  BF',,  -+-  CF'c  -h  DF'„,  =  0. 

D'un  autre  côté,  si  on  désigne  par  Ad,  Bo,  Co,  Do  les  coordonnées 
ta ngenii elles  de  ce  plan,  son  équation  peut  s'écrire 


-D  = 


En  identifiant,  on  trouve  les  relations 


Ao  " 


n„A'  -t-  «,sB'  +  aisC  ■+■  a„Ti' 

-'ï 

«siA'  +  assB'  H-  a,sC'  +  a,J)' 

-'"£ 

HsiA'  -t-  «jiB'  -t-  flîjC  +  «jiD' 

-*E 

OiiA'  -1-  a,sW  +  ojsC  +  ttiJ) 

-'■?= 
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Si  on  supprime  l'indice  nus  coordonnées  t.ingeniicllpp 
éliminant  A',  B',  C,  D',  k,  l'équalion 


SS9,  Trouver  l'équation  du  rentre  de  la  surface  de  seconde  classe 
F(A,B,  C,  D)  =  0. 

Soient  A',  B',  C,  D'  les  coordonnées  d'un  plan  passant  pnr  le  centre 
de  la  surface;  menons  deux  plans  tangents  parallèlement  au  plan 
(A'B'C'D').  Si  fi  est  la  distance  de  l'un  d'eux  au  cenire,  les  coordonnées 
A'  +  A,  B'  -t-  fi,  C  -+-  h,  D'  -1-  h  doivent  snlisfaii'e  à  l'éijnalion 
tangenlielle   F  (A,  B,  C,  D)  =0.    On    aura    donc 

F{A'  +  /i,     G'^fi,     C'-t-A,     D'  +  A)  =  0, 
ou  bien,  en  dévclûppanl, 

F(A',B',C',  D')-i-A(F',, -+-F'„, -i-F'., -1-  F'„,)  + '»^  F(i,  1,  1,  1)  =  0. 

Celte  é(|Uatioii  du  second  degré  délerraine  les  distances  an  centre  des 
plans  tangents  paralIfMes  a  (A'B'C'D');  or,  ces  distances  sont  égales  et  de 
signes  contraires;  par  suite,  on  doit  avoir 

F'., +  F'b, -i-F%,  H-FV  =  0. 
Le  plan  (A'B'C'D')  mené  par  le  centre  étant  quelconque,  l'éciiialion  de 


=  poi 


r  F'„ -t-  F'o  -1-  F'r,  =  0. 
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s  D.  snu. 


ISSCLlfTR    I 

gauche; 


Î90.  Surface  circonscrile  au  tétraèdre.  Si  l'équaiion  gpntiriilf 
F(A,  B,  C,  D)^=0  représenle  une  surface  passant  par  le  sommet  où 
nLoulisseiit  les  faces  B,  C,  D,  elle  doit  cire  salisrailc  en  posant  B  =  0, 
C^'O,  D^'O;  pap  siiiie,  Ig  coeffieienl  Ou  sera  mil.  De  mdme,  si 
elle  passe  par  les  autres  sommets,  on  aura  aussi  Oja  =  0,  «s5  =  0, 
au  =  0.  L'ëquatiim  Je  la  surface  circonscrite  au  Iclraèdre  ne  rcnrermcrn 
que  les  produits  des  coordonnées  et  sera  de  la  forme 

«.sAB  H-  a.îAC  +  «,4AD  +  «a-.BC  -t-  «548!)  +  n,iCD  =  0. 


L'équation    en    eoordonni 
(N"  288) 


i  (nngentielles   de   la    même   : 


■p-         —  0 


Si  on  applique  l'équation  générale  du  plan  langent,  on  trouvera 
facilement  pour  les  plans  tangents  à  la  surface  aux  sommets  du 
tétraèdre 

F'.  =  0,     K'b  =  0.     F'c  =  0,     F'„  =  0. 
On  peut  démontrer  qu'ils  rencontrent  les  faces  opposées  du  létraèdre 
suivant  quatre  dniiles  qui  apparliennent  à  un  nicuic  liypcrboloïde.  Rn 
effet,  ces  droites  sont  représentées  par  les  équiilions 

(1)         A  =  0,       «,.BH-ai5CH-o„D  =  0; 
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(2)  I!  =  0,       «aiA  -t-  UssC  -+-  auO  =  0  ; 

(3)  C  =  0,       aMA  +  H,sB-*- 05*0  =  0; 

(4)  D  =  0,       a«A -I- (uaB-t-o«(;;  =  0; 

nous  allons  voir  que  toute  droite  qui  rencontre  trois  il'entco  elles  ren- 
contre aussi  la  quatrième.  Ia-s  équations  simultanées 

Oi^B  M-  a,-S.  ^-  «liO  —  iA  =  0, 
(3) 

«ï,A  -f  a,ïG  +  aï,D  —  pli  =  0, 

où  À  et  fi  sont  lies  coisllicieiits  indéterminés,  définissent  une  droite 
quelconque  qui  reneonlic  les  deux  premières.  Exprimons  qu'elic  ren- 
contre la  troisième,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  (les  cqualiont 
(S)  et  (3);  il  viendra 

-^   «i2        Ois   flii    I  ==0,      ou       I    —  /     Ois        «14       =0. 


j  0        0  ■!       0     I  1 

Mais  cette  équation  exprime  aussi  que  la  droite  (S)  rencontre  lu 
droite  (4'),  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  égalant  à  zéro  le 
déterminant  des  équalions  (4}  et  (5).  II  en  résulte  que  l'iiyperboloïde 
engendré  par  une  droite  qui  glisse  sur  (1),  (2),  (5)  rcnlermera  la 
droite  [i). 

201.  Surface  inscrits  au  télraétlre.  Si  les  faces  du  lélracdrc  de 
référence  sont  tangentes  à  la  surlace  de  seconde  classe  F  (A,  It,  C,  D)  =  0, 
cette  équation  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  chacune  d'elles, 
c'est-à-dire,  lorsque  trois  des  quantités  A,  B,  C,  D  sont  nulles;  ce  qui 
exige  que  les  eoefficienls  an,  «ïs,  «sî,  «m  des  carrés  des  variables  soient 
égaux  à  zéro;  par  conséquent,  l'équation  tangontielle  de  la  surface 
inscrite  au  tétraèdre  sera 

ohAB  +  «uAC  +  ttuAD  -h  u.siiC  +-  «silSD  -h  «.sCD  =  0. 

La  même  surface  sera  représentée  eu  courdonuées  dislanees  par 
l'équation  (N"  287) 
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Les  poitils  de  co 

UhcI  des  fiices  sur  lii  siirCnce  . 

iiroiif  pour  éijQnlioiis 

F' 

=  n,    1 

'^  =  0,     F'.  =  0, 

■'„  =  0; 

sorte  que  les  (I 
irncdrc  soronl  d 

oiles  f|iu 
finies  pn 

joignent  ces  points 
les  (ïqualions 

ujx  snmrnets  op|)Osés  lîii 

(n 

A  =  0, 

„„BM-fr„CH-, 

^D  =  0; 

(2') 

lî  =  0, 

HsiA  •»-  Os:,C  M- 

34D  =  0  ; 

(^') 

t:  =  0, 

a,,,A-*-Hr.iB-^  fi 

ôjr)  =  0; 

('*') 

D  =  0, 

««A  H-  a^îB  -.- 

4  =  C  =  0. 

Si  on  repi-end  la  démonslrnlion  du  numéro  précédent,  on  aiTivern  n 
-.e  pésullat.  que  les  quatre  droites  {{'),  (2'),  (5'j,  (4')  appni'lionncnl  h  un 
nâmc  hypcrboloïde, 

ao*.  Svr[ar,e  circonscrite  à  un  quadrilatère.  Soit  a^yd  tinquadri- 
Intère  gauche  dont  les  plitns  des  angles  sont 
représentes  pnr 

A  =  0,  B  =  0,  C  =  0,  D  =  0. 
Ces  plans  forment  un  tétraèdre  donl  les 
arêtes  différentes  des  côtés  sont  les  diiigonales 
du  quadrilatère,  L'éqnnlion  générale  des  sur- 
faces du  second  ordre  pnssanl  |)ar  les  côtés  du 
quadrilatère  gauche  sera  de  la  forme 
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[  ):  est  un  pariinièlre  arbitraire.  En  effet,  elle  est  satisfaite  en  posant 

A  =  0,      !î  =  0  ; 

A  =  0,       0  =  0; 


par  suite,  les  droites  d'inlerscetion  de  ces  plans  ou  les  côtés  du  quadri- 
latère itppartienneiit  à  la  surface.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  arêtes 
ay,  j3(3  qui  ppoviennenl  de  l'iiitersection  des  plans  A  et  C,  B  et  D;  car 
l'équation  n'est  pas  satisfaite  en  posant 

A  =  0,       C  =  0; 

B  =  0,  D  =  0. 
D'ailleurs,  assujettir  une  surface  à  passer  par  ces  droites,  c'est  l'assu- 
jettir à  passer  par  les  sommets  du  quadrilatère  et  un  aulre  point  de 
eliaque  cdlé  afin  que  les  droites  aient  trois  points  communs  avec  clic; 
il  en  résulte  que  la  surface  satisfait  à  liuît  conditions  et  l'équation 
précédente,  qui  renferme  un  coefficient  indéterminé,  sera  l'équation 
la  plus  générale  des  surfaces  passant  par  les  côtes  du  quadrilatère. 
Les  équations  du  centre  de  la  surface  sont 

C      3.1)      A      Âlî 


Ces  deux  équations  sont  satisfaites  par  tes  coordonnées  des  milieux 
des  diagonales  et  représentent  la  droite  qui  joint  ces  points.  Donc, 

le  Hpm  des  cenlres  des  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à  vu 
(jtiadrilatére  gauche  est  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des 
diagonales. 

Si     A  =  0,    B  =  0,    C  =  0,    D  =  0     reprc:icutcnt    les    sommets     du 
quadrilatère  ^.^yà,  l'équation  langenlielle 

AC  +  ÀBD  =  0 
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défînit  un  système   de   surfaces  passant   par  les  côtes  du  qundrilalèi'e; 
car  tout  pian  mené  par  les  points    A  =  0,  B  =  0  est  un  plan  inngenl, 
et,   par   suite,   la   droiti;    a[i   est  sur    la    suiliice  ;    de   mi';nie  pour   les 
autres  côlés, 
L'équation  du  ecntre  est  de  la  ftii-nie 

C  + A-4-  X{B  +  D)  =  0; 
([uei    que   soit    /,    il    appartiendra    à    la    druile  des  )n)i[ils  C -h  A  =  0, 
li-!-D=0,    e'csl-à-dire,    à    la    ligne  qui   réunit  les  milieux  dts  diago- 
nales. 

298.  Surface  conjuguée  au  tétraèdre.  On  dit  qu'un  tétraèdre  est 
eonjugaé  à  une  surface  dti  second  ordre,  lorsque  cliaciin  de  ses  sommets 
est  le  pâle  de  In  faec  opposée  par  rapport  à  la  surface.  Supposons  que 
la  surface  représentée  par  l'équation  F  (A,  B,  C,  D)  =  0  soit  conjuguée 
au  tétraèdre  de  référence  ;  on  sait  que  l'éqiialion  du  plan  polaire  d'un 
point  (A'II'C'D')  est  de  in  l'orme 

A'F\  -+-  li'F'u  -*■  C'F',  -1-  IVF'p  =  0; 
si  le  point  coïncide  avec  le  sommet  (A',  0,  0,  0),  elle  se  rcduii  ii 
l'-',  =  0,     ou     ouA  +  o,aB  -t-  «nC  +  a,J)^0. 

Mais,  le  tétraèdre  étant  conjugué  à  la  surface,  ce  plan  doit  coïncider 
avec  la  face  A  =  0;  par  suite,  on  aura  «,3  =  0,  ais^O,  «n=0. 
En  exprimant  que  les  plans  polaires  des  autres  sommets  sont  les  faces 
opposées,  on  trouvera  aiz^=0,  ttw=*i,  «51  =  0.  Il  en  l'ésulte  que 
l'équnlion  de  la  surface  rapportée  à  un  tétraèdre  conjugué  sera  de 
la  forme 

u„A=  ^-  an\i^  +  "v.C'  -+-  «i^D'  =  0. 
I^c  plan  langent  en  un  point  (A'IÎ'C'D')  sera  représenlé  par 

oiiAA'  -+-  fla^BIi'  +  a-.-XC  -*-  ««UD'  =  0. 
Soient    pi.  jis,  p^,  }ii    les    coordonnées    tangcnliidles     de    ce    pian, 

(ip,.\  +  Vil!  +  c/)3C  +  à/uU  =  0. 
Si    on    exprime    que    ces  équations    représentent    le    même    plan,    il 
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viendra  1rs  l'içalilts 

upi         lipi         €pz  dpi 

En  y  njoiitiuit  \n  rfliUinn 

upiiV  -+-  hpS'  -+-  cpjC  -*-  f/piD'  =  0, 
et  en  éliminont  A',  B*,  C,  D',  on  trouve 

On         «îs        «3j        0i4 
Ainsi,  l'cqurition  en  enordoniiées  tangcnliellcs  de  la  surfjice  eonjngiiée 
nu  tétraèdre  de  référcnee  sera  de  la  forme 

^„.\'  ■+■  aasB'  +  asjC*  ■*-  cijiD'  =  0, 
les  cocflicients  «ji,  «as,  0:33,  «a  étant  dëlermincs  par  les  é([tralions 

S94I.  Déterminer  le  genre  de  la  surface  représentée  par  l'équation 
a„AS  +  «îïB'  -t-  «»3CSi  ■*-  fl«i)'  =  0. 

Formons  d'abord  les  cqualions  du  eentre;  ee  sont  : 
«nA  _  assB  _a33G  _  a^D 

__  _  ____; 

d'où 


Supposons  d'abord  que  l'on  ait  : 

im       Uîî      035      ««> 
la  snrfiiee  aura   un  ceulrc  à  une  dislance  finie.  Si  deux  coefiicienls  sont 
iiégaliis,  comme  dans  l'équalion, 

(i]A^  —  (>\&  -t-  alp  —  n^D^  =  0, 
on  peut  écrire 

(ftiA  -y-  (isB)  («,A  —  as!))  +  {a-S.  -4-  «»D)  (n^C  ~  o^!))  ==  0. 
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T,  =  a,A  -1-  Oïlî,         Tî  =  a,k  —  n^K, 
Ts^osC  -+-  ajD,         Ts^asC— -(liD; 
l'éijuatiim  précédente  dcviciidiM 

T,Ts.-HTaT4  =  0. 
On  y  siilisftiil  par  les  deux  sysiémcs  sm'vanrs  ; 

Ces  équiition9  définissent  deux  systèmes  de  droites  qui  appartiennent 
à  ta  surface.  H  n  e  1  e  ju  1  ef[  o  proposée  représentera  toujours 
un  liyperbofoï  le  *!  ne  appe  deu  coeRic  enl  ont  négatifs.  Les 
génératrices  sont  n  ag  na  e  lo  que  I  équa  on  e  fe  me  un  ou  trois 
termes  négatifs  la  face  e  alo  un  ell  pso  de  o  m  hyperboloïdc 
Ji  deux  nappes  u  va  q  e  le  plan  a  I  nû  lonnc  ne  eetion  imaginaire 
ou  réelle. 

La  surface  e      d         e  d         n  h— -i 1 -^0;    ce 

Û|l  du  Usa  Q^ii 

sera    un    paraboloïde    hyperbolique,    lorsque    deux    coefficients    seront 
négatifs,  et  un  paraboloïde  elliptique  dans  tous  les  autres  cas. 

Enftn,  si  l'un  des  eocIGcients  est  nul,  on  a  une  équation  de  la  forme 

oiiA»  -+-  OîsB^  +  0330»  =  0; 

la  condition  du  iV  272  est  satisfaite  et  !a  surface  sera    un   cône  dont   le 

sommet    coïncide    avec    le    point    d'intersection    des    faces    A,  B,  C   du 

tétraèdre. 

995.  Lorsque  'de,ux  lélraèdres  sonl  conjtigués  à  tme  même  surface 
(lu  second  ordre,  toute  surface  dit  second  degré  passant  par  sept  sommets 
passera  nécessairement  par  le  huitième. 

Soient  a,b,c,d;  a',b',c\d',  les  sommets  de  deux  (étracdres  cun~ 
jugués  à  la  surface 

/A'  -V-  mW  -+-  hC=  -+-  pD=  =  0, 
A  — 0,    B  =  0,   C  =  0,   D  =  0,  étant  les   faces  opposées  aux  sommets 
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a,b,c,d.   Si   (in   désigne    pKr  «i'xnxs'Xi,  ^i^t^s^t,  ysy^ysyi,  S,§îô^34  les 

cooriiimnées  des  points  a',b',c',d',  les  équations  des  faces  du  second 

tétraèdre  ou  les  plans  polaires  des  sommets  seront  de  la  forme 

A'  =  (A«i  -*-  wiBaa  -*-  «Cas  +  pïtat  =  0, 

B'  =  iAjSi  -1-  mBps  +  nCps  -i-  pD|3»  =  0, 

C  =  /A/,  -1-  «iBys  ■^-  wCj's  +  pDyi  =  0, 

D'  ==  /A3,  +  mltâî  -1-  nC(3î  -(-  pD^^  =  0, 

avec  les  conditions 

...  la,Si  +  masâî  •+■  nx^Si  +  paA  =  0, 

if3,yi  +  ni(3ï7s  -i-  npsys  -i-  )*(3*7*  =  0, 

ly,3,  H-  fftyaôa  -1-  n^^s^s  -l-  p/i^i  =  0, 
qui  expriment   que  le  plan   polaire   d'un    sommet  passe  par  les  trois 
autres. 

Considérons    une  surface    du    second  ordre    circonscrite  au  tétraèdre 
a'b'e'd'  et  représentée  par  l'équation 

a,A'B'  ■+■  asA'C  +  a,A'D'  +  aiB'C  ^-  h«B'D'  +  «aC'D'  =  0. 
En  substituant  à  A',  B',  C,  D' leurs  valeurs,  les  coefficients  des  carrés 
des  variables  A,  B,  C,  D  dans  la  nouvelle  équation  seront 

l^  (aiaiPi  -4-  a^atyi  -\-  ojHjâi  +  at^,y,  ■+■  a>(3ii3i  -+-  ueyA), 

Pour  simplifier,  nous  représenterons  par  Si,  Sa,  Ss,  Si  les  polynômes 
des  pflrcnlhèses.  Si  on  multiplie  les  équations  {k)  respectivement  par 
oi,  «s.  Os,  04,  «s,  06  et  si  on  les  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 
(k')      IS,  -t-  mSî  H-  bSj  +  pSi  =  0. 
Or,  dans  l'hypothèse  où  la   surface  circonscrite  à  a'b'e'd'  passe  par 

47 
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trois  sommets  du  premier,  trois  des  coefficients  Si,  Sa,  Ss,  S*  sont 
nuls;  la  relalioii  précédente  montre  que  le  qutitrième  sera  aussi  égyl 
à  zéro;  donc,  la  surface  renferme  le  huitième  sommet. 

Réciproquement,  si  on  a  l'identité  {k'),  c'est-à-dire,  si  toute  surface 
du  second  ordre  passant  par  sept  sommets  des  deux  tétrnèdres  abcd, 
a'b'c'd'  passe  nécessairement  par  le  huitième,  ces  tétraèdres  seront 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre;  car,  si  on  ordonne 
la  relation  (k')  par  rapport  aux  paramètres  «i,  «s,  n^,  ai,  asjOe,  les 
coefficienls  de  ces  quantités  seront  nuls,  puisqu'elle  est  satisfaite  quels 
que  soient  les  paramètres.  On  retrouve  ainsi  les  équations  (fc)  qui 
expriment  que  le  plan  polaire  de  l'un  des  sommets  a',b',c',d'  par 
rapport  à  la  surface  (A^ -t- mB' -t- hC' -+- pD^  =  0  renferme  les  trois 
autres;  donc  les  deux  tétraèdres  sont  conjugués  à  celte  surface.  Ainsi, 
lorsque  huit  points  sont  tels  que  les  surfaces  du  second  ordre  menées 
par  sept  d'entre  eux  passent  nécessairement  par  le  kuilième,  ces  points 
partagés  en  deux  groupes  abcd,  a'b'tfd'  sont  les  sommets  de  deux  tétraè- 
dres canjuguéi  à  une  même  surface  du  second  ordre  (H esse). 

S96.  Si  on  suppose  que  les  équations  précédentes  renfermenl  les 
coordonnées  langentielles,  on  arrive  aux  théorèmes  suivants  ; 

Toute  surface  du  second  ordre  tangente  à  sept  faces  de  deux  tétraèdres 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre  touche  nécessairement  ta 
huitième. 

Réciproquement,  si  huit  plans,  tels  que  toute  surface  du  second  ordre 
tangente  à  sept  d'entre  eux  touche  le  huitième,  sont  partagés  en  deux 
groupes  de  quatre  plans,  Us  formeront  deux  tétraèdres  conjugués  à  une 
même  surface  du.  second  ordre. 
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CHAPITRE  XIII. 


THÉORÈMES     ex     EXERCICES     SUR     L.ES     SURFACES 
□  U     SECONO     ORDRE;     LIEUX     QÊO  M  ET  R  I  Q  U  ES. 


§    1.    THÉORÈMES    ET    PROBLÈMES    (COORDONNÉES    CARTÉSIENNES). 

1.  Trouver  Ih  condition    pour    que    le    plan    (a; -+- ïn!f -+- «î -+- p  =  0  touche  la 
surface  — -i-^  +  — =!■ 

R.        p'  =  a'C  ■+■  6%i'  -t-  c=n». 
S.  Quelle  est  la  longueur  de  la  normale  ù  l'ellipsoïde  comprise  entre  son  pied  et  le 
plan  des  xy  ? 

Les  équations  de  la  normale  sont 


pour  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  des  xy,  î=:0  et  ^^■—d';   par  suite 


En  élevant  au  carré  et  ajoutanl,  il  vient  pour  la  longueur  cherchée 

»=?■ 

3.  Trouver  un  point  do  l'ellipsoïde  tel  que  le  plan  tangent  en  ce  point  iiUerccpte  des 
longueurs  égales  sur  les  axes, 

4.  Trouver  l'équation  du  plan  mené  par  la  normale  au  point  {n/y'z')  et  le  centre  do 
l'cllipsoide. 
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s.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  1c  plan  Ungent  h 
l'ellipsoidc. 

Soient  œ,  y,  z,  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  P.  On  aura 

ar  =  P'-,     «  =  ?»?-,    2  =  P=1,     P'  =  œ=  +  !,s  +  î'i 
o'  6'  k"  ^1 

d'ovi  on  déduit  pour  le  lïi'u  cherché 

a.  Trois  droites  rectangulaires  is^ups  d'un   même  point  restent  tangfnlcs  à  une 
surface  du  second  ordre;  trouver  le  lieu  de  leur  point  d'intersection. 

Soient 
m—  x'  _y  —  y'  _z  —  z'      a:-—iif_  y  —  y'  _z—z'      x  —  x'  _y  --  y'  __z  ~s' 
.    J       ~      p     '~       y       '         y      ~      /  /      '        )"      ~      /'     ~      v" 

trois  droites  réel  angulaires  issues  du  poinl  [x'y'i').  Si  ou  substitue  dans  l'équation 


les  expressions  x=.x' +  ip,  y  =  y'-^pp^  x=^z'-t--/p,  on  trouve 
La  condition  pour  que  la  première  droite  soit  tangente  à  la  surface  sera 


îi  pour  les  deux  autres  dro 


i  ajoutant  membre  à  membre  ces  équations,  il  viendra  pour  le  lieu  cberehé 


C'est  un  ellipsoïde  concenlrii|ue  à  l'ellipsoïde  donni 
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urface  proposée  esl  le  paraboloïde 


on  trouve  pour  le  même  lieu  un  paraboloïde  de  révolution  représenlé  par  i'équatio 
y'  +  z'  =  2(p  -t-q)x-t-  pg. 

9.  Trois  clri)ites  rectangulaires  issues  d'un  point  se  déplacent  en  s'appuyant  sur 
conique  donnée;  trouver  le  lieu  de  leur  point  commun. 
Soient 

les  équations  de  la  conique  donnée.  Si  on  esprime  que  la  droite 
a  conique,  on  trouve  l'équation 


Mais,  pour  la  rencontre  de  la  droite  et  de  la  cçurbe,     z=:0    et    p-^ Si  on 

remplace  p  par  celte  valeur,  l'équation  précédente  devient 

On  aura  aussi  pour  les  deux  autres  droites 

Si  on  ajoulï  ces  égalités  membre  à  membre,  on  arrive  à  l'équation 
ù'a"  +  n'y''  -t-  {o^  +  6')  î'*  =  h'6'. 

Le  lieu  demandé  sers  un  ellipsoïde,  si  la  conique  est  une  ellipse;  ce  sera  un  hyper- 
boMde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes,  si  la  conique  esl  une  hyperbole  ;  enfin,  quant  la 
courbe  donnée  est  la  parabole    y^  —  2pœ  =  0,     le  lieu  est  le  paraboloïde  de  révolution 


S.  Trois  plans  rectangulaires  touchent  le  périm 
leur  point  d'intersection. 


y  Google 


{X  -  ^)  cos  =  +  (y  -  V')  COS  |5  +  (s-  J')  COS  ï  =  0, 

ks  équations  de  k  conique  el  de  l'un  des  plans  passant  par  le  point  (œ'i/V|,  La  trace 
de  ce  dernier  sur  œy  ou  !a  droite 

doit  coïncider  avec  la  tangente   — ■  -t-  -j^    —  ]  =  0  ;     par  suite,  ou  aura  les  relations 

a  COS  «  =  (œ'  eoâ  «  -»-  y'cos  ^  -i-  z'cos  y)'-^,baoi^—  {x-  cos  ^  -t-  j'cos  |î  -f-  s'eos  y)  ^  - 
On  en  déduit 

On  aura  aussi  pour  les  deu\  autres  plans  reotangul aires  pasaanl  par  le  point  {x'y'î') 
eta'appuyant  sur  la  courbe 

[x-  COS  «'  + 1/'  COS  ^  4-  î'  cos'ï)'  =  a'  cos«  «'  -h  6»  ces'  ^', 
{x'  COS  b"  +  y'  COS  ^"  ■+  2-  COS  /')»  =  fl'  cos'  «"  +  6=  cos=  ^■'. 
En  ajoutant  ces  équations  membre  a  membre,  on  trouve  que  le  Hfu  demandé  est  la 
sphère  représentée  par  l'équation 


Si  la  courbe  donnée  était  la  parabole     i/  —  %px  =:  0, 
par  la  directrice  ci  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 


a.  Le  plau  polaire  d'un  point   {ic'y's'j  par  rapport  ii  la  surface    —  -t-vj  ^-  "3  —  * 

reste  tangent  à  une  autre  surface  -;j  +  T7j-t- -rs  =  *  i  trouver  le  lieu  du  pôle  (ar'j/V)- 
En  identifiant  les  équations 

œa/      TO^      !î!.— 1      '^^1       Wi       "''  — 1 

en  éliminant  iBj,yj,i,,  il  viendra  pour  le  lieu  clierehc 
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lO.  Lieu  des  canlres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre  par  les 
plans  menés  à  une  distnace;!  de  l'origine. 
Soient 


les  équations  du  plan  sécant  et  d«  la  surface.  Le  centre  de  la  sei 
et  sa  diamètre  qui  lui  est  conjugué  ;  les  équations  de  ce  dcrnici 


L'élimiostion  des  cosinus  entre  ces  égalités  et  l'équalioi 
pour  le  lieu  cherché 


(^^5)'--(m;*0- 


■  1.  Lieu  des  centres  des  sections  faites  duns  une   surface  à  centre  par  des  plan 
passant  par  an  point  fixe. 

a,  j5, 1  sonl  les  coordonnées  du  point  fixe. 

IS.  Si  on  désigne  par  a,  |3,  y  les  angles  avec  tes  axes  d'une  normale  à  un  pla 
passiint  par  le  centre  de  l'ellipsoïde,  l'aire  de   la  section  faite  par  ce  plan  aura  pou 


En  effet,  a'  et  b'  étant  les   aïes  de   la  section,  cl  P  la  perpendiculaire  abaissée  d 
centre  sur  le  plan  tangent  parallèle  au  plan  sécant,  on  aura 


Ift.  Si  par  un  point  de  rellipsoïde  on  mène  trois  droites  rectangulaires  quelconques, 
le  plan  qui  passe  par  les  points  où  les  droites  rencontrent  la  surface  coupe  la  normale 
relative  à  ce  point  en  un  point  (ixe. 

L'équation  des  surfaces  du  second  ordre,  lorsque  l'axe  des  x  coïncide  avec  la  normale 
à  l'origine,  est  de  la  forme 

li,^  ■+-my'-^-nz^  +  'ipx'j  +  qS:=Q; 
car  en  posant  E=^0,  elle  doit  représenter  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  le  plan 
des  œy  étant  tangent  a  la  surface.   Si  on  passe  \  un  autre  système  d'axes  de  même 
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origine,  l'équation  ptécédeate  deviendra 

l  {«3/  ■^-by' -Ir-  ra')'  -t-  m  {a'x'  +  '/</  -h  «'a')'  4-  n  {a"x'  -+-  b"y'  +  c"z'y 

-l-;i(«ic'-+-6j('-l-cj']  (oV-t-&'!;'  -He'a')-+-5(o'V  +  t'y-t-«"2')  =  0. 

Soient  f,  g,  h    les  longueurs  interceplécs  sur  les  axes  nouveaux  par  la  surfa 

f  (ia>  +  ma''  +  «a"^  +  »«'p)  +  «"ç  =  0, 
(a)        9  (ii'  4-  mt'*  -4-  »(<"»  -4-  6*'p)  -1-  b"q  =  0, 
A  {le'  +  me"  -H  ne""  -+-  ci/p)  -t-  c"q  -  0- 
Le  pian  mené  par  les  eïtrémités  des  longueurs  f,  g,  h  sera  représenlé  par 

ou  Ijîen,  avec  les  coordonnées  primitives,  par 


posant    ï  =  0, 

<rn)  =  —  q, 
égard  aux  relations  (a).  Donc  le  plan  rencontre  h  normale  ei 


■(7-V*î)  = 


14.  La  somme  des  carrés  des  aires  des  parallélogramnics  construits    sur  trois 
diamètres  conjugués  pris  deusà  deux  est  constante. 

Soient     (a,  (3,  y),      (a',  ^', /),     (a"./5'',  y")     lus   angles  d'un  système   de  diamètres 
eonJQgncs  [a',  b',  c')  avec  les  axes.  On  a 

sii,.  (IVl  =  lto<  f  t»  /'  -  ™  g'  tos  ïT  +  (oûs  -/  m  ."  _  to.,"  tos  «T 

Msis,  si  on  désigne  par  œ",  y",  s"  les  coordoniiéos  lie  l'extrémité  dn  disniétee  i',  en 
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ixégalUës 

Ifù'  su  (»V)P  =  tV  (».  /  coj  /'  -  « 

i./' CM  .■)■  +  • 

■<>(. 

-t-u!È»(C0Si't 

».,"-co.l"„ 

w/: 

[ftV  sin  («V)]'  =  6V  (cDS  /'  cos  V  -  c 

».,e.s/T-va^ 

wc 

-t-a'i'(MSl" 

e..,-o..,"o, 

»>!■ 

[rt'>mKl')l'-SW(.(./o...- 

CDï,  «.■)■  +  . 

W(. 

_co.,ca.l'T 

-»./to.l)> 

Si  on  ajoate  ces  équations  membre  à  membre,  on  verra  facilement  que  les  coefficients 
de  6*0',  n'e',  nt'  dans  le  second  membre  sont  les  carrés  des  sinus  des  angles  des 
directions  (1,  /i,  v)  ;  ils  ont  pour  valeiii'  l'unité  puisque  ces  directions  sont  porpondi~ 
cuUires.  Donc,  il  viendra 

[6V  sin  {h'e')f  +  [a'c'  sin  («'e')]^  +  ["'tf  sin  {a'b')f  =  iV  -h  aV  -i-  a'¥. 

«5.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  conjugués  sur  une 
ligne  tixe  est  constante. 

Représentons  par  a,  p,  ■/  les  angles  d'une  droite  fise  avec  les  axes,  et  par  ce',  y',  z' 
les  coordonnées  de  l'extrémité  du  premier  diamètre  a'.  La  projection  de  a'  sur  la  droite 


On  a 

ura  également  pour 

les  projections  de 

S'  et  c'  sur  !a 

droite  fixe 

acosi 

/cosa  +  ùcosp' 

cos^-t-ocos 

v'  eosï, 

a  cos  'li 

''cos«  +  6co5/' 

eosp  +  ecos 

.v"e«Sï. 

Élevons  ces  expressions  i 

lu  carré  et  faisons 

ensuite  leur 

somme  :  il  viendra 

«'cos'«H-6^co; 

^^^-+-^cos- 

quanti 

té  constante. 

«e.  La  somme  des  car 
plan  est  constante. 

Soient  A,  B,  C  les  proji 
et  A„  B„  C„  leurs  projeeli 

rés  des  projections   de  trois   diamètres  c( 

.■étions  de  a' ,1' ,e'   sur  une   perpeudiculai 
onssurce  plani  il  viendra 

mjugue 
re  au 

a'=  =  A* 

+  A,^,    i'=  =  B* 

+B.S  e^^ 

^C^-i-C^i 

par  suite, 

a'S-)-6'S-|-c"^ 

:.«.^  +  i^-+-C"  = 

A^  -1-  B=  +  C^ 

+  A,'  -t-  Bii- 

■-+-C,' 

Ou 

eu  déduit 

A.'-t-B,»  +  C,' 

^(■«sin'^-ht'i 

-{a'cos'a  + 
iin'^  +  o^sii 

l=ï; 

" cos' ï 

«.l^'i 

{  sont  les  angles  de  la  normale  au  plan 

,  avec  les  a:(es 
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1>.  Lieu  du  poÎDt  d'ÎDtr 
de  trois  diamètres  conjugué 


R.      :-  +  i.+_=j. 


lO.  Les  cônes  qui  ont  pour  sommets  les  extrémités  des  aies  de  l'ellipaeide,  et  qui 
s'appuient  sur  les  sections  principales  sont  représentés  par  les  équations 

!^-S-S=».  ^-s-s-».  ^'-S-g=«- 

>•   Trouver  l'équation  du  cône  qui  a  son  sommet  au  ceutre  de  l'ellipsoïde,  et,  pour 
base,  Is  courbe  d'intersection  du  plan  polaire  du  point  (x',  y',  x')  avec  la  surface. 

Si  <m  désigne  pur  Xg,  yi,  Ht,  les   coordonnées  d'un   point  de  la  courbe   d'intersection 
du  plan  polaire  avec  la  surface,  il  faudra  éliminer  ces  quantités  entre  les  équations 
f._^_l  a,!B'      y^y'      ;.;'_ 

^,      y.      z:  a^         6*   ^  c=  ■ 

On  trouvera  pour  l'équation  du  cône 


v-    >•    "J 


•1.  Les  surfaces 

Aœ» -i- Bï'  -+- Cî=  =  t ,        (\-i-  k)a:^  +  {B  +  k)y^  +  (C-i- k)z^  =  1 

ont  les  mêmes  plans  cycliques. 

Ces  surfaces  sont  représentées  en  coordonnées  polaires  par  les  équations 


-  =  A  cos^  fl  -i- Bcoss  ,9  -4-  C  ( 

:os'7,      ^  =  Aeos^.  +  BcosVÊ-HC 

Or,  pour  les  points  d'une  sectio 

n  circulaire  de  la  première,  la  quantité 

Aeos 

ïa  +  Bcos^^  +  CcosS-y 

it   constante   puisque   .■   conscr 

■ve   la   même  valeur;   par   eoiisequeiit 

nnstant,  et  le  plan  cyclique  est  t 

ommun  aux  deux  surfaces. 

»».  Deux  cercles  appartenant   aux  deux  systèmes  de  plans  cycliques  se  trouvent 
Dans  l'ellipsoïde,  dou.'i    plans  parallèles   aux  sections  circulaires  ont  des  équations 
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en  muUEpliaiit  membre  à  membre,  on  trouve 

,/i      i\      ,/i      A     ,         .■    .•    .•    ,'     , 


Mais,  d'après  réquatioii  de  la  surface,  on 
précédente  devient 

at°  -t-  gs  -v~  £■ 


=  l+9ft. 


et  les  sections  circulaires  se  trouvent  sur  cette  sphère. 

ts.  Par  le  centre  de  l'ellipsoîile;  on  mène  des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant 
des  ellipses  d'aire  consCanle;  trouver  le  lieu  des  normales  à  ces  plans  menées  par 
l'origine. 

On  sait  qne  l'aire  d'une  section  centrale  a  pour  expression 


I/o'  cos*  x-t-b^  cos^  |3  +  c'  cos^  y 
i,|î,  vêtant  les   angles   directeurs  de  la  normale  au  plan  de  la  section.  Si  l'aire  est 

o*  cos*  «  -1- 6'  cos'  |3  +  c-  cos'  y  =  f^  (const.) 
coté,  les  équations  de  la  normale  sont 


le  lieu  cherché  sera   déDni   par  l'équation   obtenue   en   éliminant   les   cosinus.  On 
trouvera 

(„s  _  ^î)  0,^  ^.  (64  _ /^)  yî -H  (c=  _ /^)  ^s  =  0. 

B4.  La  somme  des  carrés  des  réciproques  des  aires  des  sections  faites  dans  l'ellip- 
soïde psr  trois  plans  diamétraux  rectangulaires  est  constante. 
tn  effet,  on  a 
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En  faisant  la  somme  de  ces  équations,  on  trouve 

2&.  Trouver  le  lieu  dea  intcvscclions,  avec  le   plan  des  ïy,  des  normales 
jux  points  où  le  plan  2:=k  rencontre  l'ellipsoïde. 
Il  faut  éliminer  x'  et  y'  entre  les  équations 


Le  lieu  sera  l'ellipse  représentée  par 

90.  Lieu  du  point  d'intarsection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents  aux  surfaces 

R.        a^  -1-  y°  -+-  î'  =  n'  '1-  fi'  -f-  e'  -4-  ft'  ■+■  h'. 

«9.  Lieu  des  points  d'intersection  des  sphères  décrites  sar  trois  demi-diaraètrcs 
ïonjugués. 

Soient  a^iïiîi,  ^aïs^a,  ajjyjSî  les  coordonnées  des  extrémités  des  diamètres  ;  la 
première  sphire  sera  définie  par  l'équation 


Les  équations  des  deux  autres  sphères  seront  aussi 

œ'  +  ï'  + 1°  =  "  cos  1,  ■  œ  +  6  cos  ,.s  ■  j(  +  c  ces  ys  ■  *, 
x'  ~h  y' -h  x'  =  awsl,  ■  x  +  0  cos  ;is ■  y  +  e  cos  vj  ■  z. 

Si  on  élève  ces  égalités  au  earré,  it  viendi'a,  en  les   ajoutant  membre  à  membre, 

»S.  Trouver  la  distance  entre  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  et  son   pôle 
par  rapport  à  une  surface  homofocale. 
Considéron»  les  surfaces  homofoeales 
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cl  ideiilifioiu'  les  équations 

os        6*         c'         '       tt'  +  k       t'  + 
On  aura  les  égalités 

fl— _ïi_     y'  _   y_'       '' . 

a'      a'-t-i'    b'      6'-t-J      c'' 
On  en  déduit 

d'où  on  tire  pour  la  distance  cherchée  D  =  -  • 
»».  Trouver  l'équation  de  la  surface 


rapportée   aux  trois   normales  des  surfaces   bomofocales  qui   passent  par  un   point 
Si  on  transporte  d'abord  l'origine  au  point  {œ'y'z'y,  et  si  on  pose 

l'équation  proposée  deviendra 

a'       (,3       ^ï         y^„i        js        ft   I 

Afin   de   passer  au  système  d'axes   formés  par  tus  normales,  remplaçons  <e,  y,  z 
par  les  expressions 


En  substituant  et  tenant  compte  des  relations 
n'a"      b'b"      eV 


X"         s"         ^"  __         S  1 


yGoosle 
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SO.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à  un  système  de  surfaces 
homofocales  et  parallèles  à  un  plan  flxe  est  une  hyperbole, 

St.  Les  sections  d'un  ellipsoïde  par  les  plans  tangents  du  «fine  asymptote  d'un 
byperboloïde  homofoca)  ont  même  aire. 

a«.  Les  lignes  focales  du  cône  asymptote  d'un  hyperhoioide  sont  les  asymptotes 
de  l'hyperbole  focale. 

sa.  La  somme  des  angles  d'une  génératrice  quelconque  d'un  cône  avec  les  lignes 
focales 


34,  Les  plans  menés  par  les  ligues  focales  d'un  cSne  et  une  génératrice  quelconque 
sont  également  inclines  sur  le  pian  tangent  suivant  cette  génératrico. 

39.  La  diflférence  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  focale  à  deux 
points  fixes  d'une  autre  conique  focale  est  constante. 

SO.  Si  par  une  droite  on  mène  des  plans  tangents  à  un  système  de  surfaces  homo- 
focales,  le  lieu  des  normales  correspondantes  est  an  paraboloïde  hyperbolique. 

39.  On  peut  mener  deux  surfaces  homofocatcs  tangentes  à  une  droite  et  les  deux 
plans  tangents  aux  points  de  contact  sont  rectangulaires. 

SS.  Etaiit  données  deux  surfaces  homofoeales  («,  6,  e),  [a',  b',  c'j,  on  dit  que  deux 
points  (lE,  y,  a),  {te',  y',  a')  de  ces  surfaces  sont  correspondants,  si  on  a  les  égalités 


Cela  étant,  1°  La  différence  des  carrés  des  rayons  qui  joignent  le  centre  à  deux 
points  correspondants  est  constante  ;  2°  La  distance  de  deux  points  situés  sar  les  deux 
ellipsoïdes  est  égale  à  la  distance  des  points  correspondants. 


%  2.  THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES  (COORDONNÉES  TÉTRAÉDRlQtES  ET  TANGEtiTlGLLEs). 
1,  Trouver  les  équations  en  ii,v  et  w  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées 
Soit  d'abord  l'ellipsoïde 


Le  plan  tangent  en  un  point  (œ'»)'a't  est  représenté  par  l'équation 
Désignons  par  u,  v  elm  les  coordonnées  tangenlieKes  de  ce  plan  :  o 
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en  élevant  au   cai'ré  el   ajoutant,  il  viendra  jiour   l'équalion  de  relli)isoï(ic  eu  toor- 
ijonnées  tangent ielles 

On  trouverait  semblablement,  pour  l'hypeibolaîde  à  une  nappe  et  l'hyporlioloîde 
à  denx  nappes,  les  équations 


a.  Trouver  les  équations  en  cooi'données  tangeiitielles  des  deux  pui'aboloïdes. 
Le  paraboloïde  elliptique  ayant  pour  cquatbn 


celle  du  plan  tangent  sera 


,     1  {y"     '"\ 

fliiï  4-  mu*  =  -r_  I 1 I  — 


l'équation  demandée  sera 

pu^  -i-  i/iu'  =  —  2«. 
Le  paraboloïde  bjperliolique  sera  représenté  en  coordonnées  w,  ti  et  lo  par  l'équalion 

pu"  —  giu»^:  —  2u. 
a.  Équation  d'un   point  quelconque  de  la  normale  relative  au  point  de  contact  d'un 
plun  Mngent  (li'u'io')  à  la  surlace  o'u*  -\-  ft'tjs  +  e°m'  ;=  1 

R.     a'im'  +  fuj/  -(-  eww'  -\-  1  («u'  +  m>-  -\-  hjm.')  =  0, 
oà  X  est  un  paramètre  arbitraire. 

4.  Condition   pour   que   trois   pians   {u^v^w^,   («,iiiWij,   (WjUstUj)   soient  parallèles 
à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface  n^u' -v- 6V -t- c'iu' =  \. 
R.         «•«,«»  + *'''i''î  +  '''"'iWa;=0, 

0°Mo«l  -«-  hH^x  -1-  C^MIqUI,  =  0, 

o'u„u,  -H  È%|,t>(  -\-  c'aiitoj  =  0, 
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s.  Trouver  l'expression  de  la  distance  entre  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  cenlrc  sur  le  plan  tangent  de  la  surface 


Au'  -H  A'«'  •+-  A"w°  +  2 


et  le  point  de  contact  de  ce  plan. 

En  appelant  »',  y',  z'  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  i 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  contre  sur  le  plan 
évidemment 


Mais,  le  point  de  contact  est  représenté  par  l'équatian 
par  suite,  il  viendra  en  posant  i  =;  "Vu,  "<-  "T^,  -+"  ^'fw,t 

A  A  A 

Substituons   ces   valeurs    dans   l'expression  de  D''  ;   on   trouvera,   en   supprina 
les  accents, 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  à  centre  serait  l'ellipsoide  —-(-  —  -(-—=: 
celte  expression  se  réduit  à 

^^  ^  j„.  ^  b^l*^.,.  ^  (j.  _  ,~)i^.^.  ^  (g- ,  „=|.„^^.  ^ 

S.  Trouver  l'équation  qui  détermine  les  axes  de  la  surface 

Au''  +  AV-i-A"iu''  +  2B)>w-t-2Bt«u+   B   uw  =  H 

Lorsqu'une  droite  menée  du  centre  au  pu  t  de  o  t  t  d  un  plan  tangen 
perpendiculaire  à  ce  plan,  elle  coîneide  avec  1  u  d  a  es  de  la  u  face  Du  e 
les  coordonnées  du  plan  tangent  satisferont  aux  equat  ons 

puisque  D   est  égal  à  zéro.  Soit  r  la  longueur  de  l'axe  ou  la   droite  qui  joiiit  le  cen 
au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent.  On  aura 

/'„=ûio'  =  2tti',        ^'=:rcoil,,        cosJ  =  ™, 
1  étant  l'angle  d'inclinaison  de  r  sur   l'axe  des  a-,  on  en  déduit  /'k  =  2Hi^u. 
aura  aussi  /'„  =  2Hî-'»,  f^  =  iUr^w. 
Si  on  égale  ces  quantités  aux  dérivées  du  premier  membre  de  l'équation  propos 
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(A  -  1=11)  H  +  \i"v  +  U'w  -  0, 
(*)        B"tt  +  (A'  -  rHi)  iJ  +  fi»  =  0, 
B'„+-B«-i-  (A"  -  l'H)  h;  =  0. 
Eu  éliminant  les  rai'iablcs,  on  obtient  liiidlemi^Lit  pour  déler 
du  iroisième  degré  relalivcment  à  r' 

l  A  — r=II,     B",     I)'  1=0, 

fi",     A'-.  r^H,    B 
i  B'      B,     A"  — »»H  1 


Alin  de  déterminer  les  angles  des  directions  principales   avec   les  axes  coorduiinés, 
posons  r'H  =:  s  ;  il  viendra,  en  développant, 

(!)  (A  -  .)  (A'  -  s)  (A"-  s)  -  B'  (A  -  s|  -  B"  (A'  -  s)  -  B"'  (A"  -  s)  +  2BB'B"  =  0 

Désignons  par  s,,  s,,  «a  les  racines  de  l'équation,  et  posons 


mu.  V- 

=  »«;    les  équations 

[k]  peuvent  s'i 

■crire 

n-l-B" 

«-V-B'n 

.  =  0, 

B"-v-(. 

•n  +  B« 

1  =  0, 

B'  +  B«  +<."« 

1  =  0. 

BB'~-a"B" 

-,      m. 

BB" 

—  a'B' 

"  -  a'a"  -  W 

~  a'a- 

'-W 

,  compta 

■  de  l'équation  (s)  qu 

i  peut  s' 

écrire 

M'a"  -  aW  -  a'W 

'  -  i"B 

;"'-1-2BB'B"  = 

=  0, 

pourlV 

^spression  Bi'-i>-ii'+  1, 

«=  +  1      ^'*'-"'"" 

■)  +.  IB" 

■—"a'' 

■]  +  {W" 

-an') 

D'un  autre  côté,  les  égalités   w  =  mu,   «  =  nu   donnent 


pur  suite,  il  vîcndi'a  linalement 


yGoosle 


j B'"  —  no'       

Ce  sont  les   cosinus  des  angles  que   fait  l'un   des   axes  de  la  surface  a' 
coordanoés.  On  aarait  des  expressions  analogues  pour  les  autres  axes. 

Les  valeurs  précédentes  sont  indélerminées.  si  on  a 

B'  — oV'  =  0      B"  — aa"r=0,       B"s  — an'  =  0; 
et  la  surface  est  alors  de  révolution. 

».  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  «  point  fixes  sur  un  plan 
constante  et  égale  à  nt  ;  trouver  !a  surface  enveloppe  du  plan. 


Si  les  points  sont  représente'"  pa 

p  des  équation 

s  de  la  forme 

p,W  +  lllV +1-110  ~i: 

=  0,      p,«  + 

■  IjiV  -h  l-iV 

)-l^( 

l'équation  de  la  surface  sera 

Pim-îiu-+-r.«.  — 1 

Pau  -è-  qio 

-\-riW~- 

1 

!/„=  +  „' H- «,* 

y-;^ 

n'-t-vfl 

En  appelant,  a,  b,  c  les  eoordoni 

lées  du  centre  de  gravilé 

dûs  n  po 

se  ramener  à  la  forme 

{k'  -  a')  11= 

-*-(S:'-i')« 

=  +  (4'-. 

=')"-' 

—  2«6«!«  —  2<ict™  —  a&cuw  + 

2au  +  20« 

-i-2c!U  = 

C'est  l'équation  tangentiolle  d'une  sphère. 

8.  Si   la  somme  des   carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  n  points   fixes  sur  un 
plan  variable  est  constante,  ce  plan  enveloppe  une  surface  du  second  ordre. 

O.  Un  pkn   variable   détermine  sur  trais   axes  rectangulaires  des  segments  dont  la 
ilumc  du   tétraèdre  formé  par 
ne  surlace  du  second  ordre. 
,   le  volune   du  tétraèdre  sera 

'équation  tangentielle  de  la  surface  enveloppe  sera 


e  aire  constante  est  égale  au 

;e  plan;  ce  dernier  enveloppa 

En   effet,  «,  ii  et  w)  él 

e^^^o- 


ou  bien 


60''  (MU  -i-i)v>-i-wu)  =  t. 
ma.  Un  plan  variable  retranche  du  cûne  représenté  par  l'équation 


y  Google 


—    38S   — 

un  volume  constuEt;   moiilier   que   ce   plan   reste  Ungent  à  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

Ou  sait  que  l'aire  d'une  ellipse  est  égale  à  a-ufi,  a  et  6  étant  ses  axes  ;  de  plus,  lorsque 
la   courbe   est   représentée   par  l'équation  Ax^ -t- ^Bxij  +  Cy^  =  i ,   le   produit  06   a 

pour  valeur  j-^ —  ■    Si  elle  était  définie  par  l'équation  générale 

Ait'  +  myx  +  Cy"  +  211a;  +  SEj/  =  1, 
on  transporterait  les  axes  au  centre,  et  on  trouverait  avec  l'équatiou   transformée  que 
l'aire  de  la  conique  a  pour  expression 

,      ^  [|A  -t-  D°)  |C  +  E°l  -  (B  +  DE)'] 
~  [AC  -  E»)| 

Soit    maintenant     wa; -i- uy -t- wî  =  1    l'équation    du    plan    sécant;   éliminons   la 
variable  î  entre  cette  équation  et  celli:  du  cône  ;  il  viendra 


e?-)-c?-)»^ 


-  ^uvxy  -i-  2wa;  +  fvy  = 


C'est   l'équation  de  la  projection  de  l'iilturseclion   sur  le  plan   des  xy.   l'ar   l'appli- 
cation de  la  formule  précédente,  l'aire  de  cette  conique  sera 
xabcvi 
~[;cstrf'  — oV  — ÈV]|' 
Désignons  par  11  la  pcrpendieulatre  abaissée  du  centre  sur  le  plan  sécant,  par  ^ 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  s,  et  par  S'  l'aire  de  la  section  sur  le  cône.  On  aura 

S  =  S'ï05fl,    ]i^~; 
d'où— ^^  S'y;  mais  S'p  est  le  triple  du  volume  du  cône  retranché  par  le  plan  sécant; 
ce  volume  est  constant,  ei  on  peut  supposer  — égal  à  ^u'jc.  Si  on  remplace,  dans  l'équa- 
tion précédente,  -pai'iT'(i6c,  on  trouve 

cV  — «%'■  — i^us^l 
qui  délinit  un  byperboloïde  îi  deux  nappes. 
tt.  Que  représente  l'équation 

Un  système  de  surfaces  qui  ont  les  mêmes  plans  cycliques;   car  l'équation  de  ces 
surfaces  en  coordonnées  cartésiennes  est  de  la  forme 

(a» -f- Ij  a;' +  (6» -Hj  ï»  ^.  (c' + 1)  J'i  =  1 , 
et  elle  représente  des  surfaces  qui  admettent  les  mêmes  sections  circulaires. 

Ou  les  appelle  aurfacea  conut/diques. 
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I».  Trois  surfaces  con cycliques  sont  tangentes  à  un  même  plan  de  l'espace,  et  les 
droites  qui  joignent  le  centre  uux  points  de  contact  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

En  effet,  soient  «',  ti',  )(/ les  coordonnées  d'un  plan.  Exprimons  que  l'équation  des 
surfaces  concycliques  est  satisfaite  par  ces  coopdonnévs ;  on  aura 

En   chassant   les  dénominateurs,    on   arrivera   à  une  équolion   du   troisième  degré 
en  )t  qui  a  toujours  ses  racines  réelles. 
Soient  11,  ).s  deux  racines  de  cette  équation  -,  les  surfaces 

louchent  lc"p!an  (uVw').  Les  équations  des  points  de  contact  seront 


Les  coordonnées 


les  cosinus  directeurs  des  rayons  r'  et  r''  qui  joignent  ces  pointa  au  centre  auront  pour 
expressions 


Or,  si   on  retianche  membre  a  membre  les   équations  des  deux   surfaces,  on  verra 
que  le  second  inenibre  est  nul,  donc  les  rayons  r'  et  r"  sont  perpendiculaires, 

13.  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par   rapport  aux  surfaces  conjuguées 
à  un  tétraèdre  et  passant  par  un  point  fixe  (A,B,C(D,). 
Soit  iA  +  mB-i-nC^-pD  =  0  le  plan  donné,  et 
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l'ëquiition  des   surfaces   eonjugaées  au    letraùdpt   de   référence.   Si  on   identifie   !es 
H„AA'  +  OasBti'  -H  nssCC  +  ««DD'  =  0,      (A  -+-  inB  -1-  «C  +  pD  ^  0, 

i     ~^     «     ^     m    ^     p     ' 
En  éliminant  li^s  coefficients  o,i,  aja,  «55,  ««,  on  trouve  pour  le  lieu  demandé 


C'est  une  surface  du  troisième  ordre. 

14.  Le  plan   polaire  d'un   point  fixe,  par  rapport   aux  surfaces  conjuguées  à  ua 
tétraèdre  et  rangentes  k  un  plan  donné,  enveloppe  une  snrface  de  Iroisième  classe, 

15.  Le  lieu  du  pôle  d'un   plan   fixe   par  rapport  aux   surfaces  circonscrites  à  un 
quadrilatère  gauche  est  une  ligne  droite. 

L'équation  lange ntielle  de  ces  surfaces  étant  ÂG4-)BD  =  0,   celle  du  pôle  d'un 
plan  (A'B'C'D')  est  de  ia  forme 

AC  +  CA'  +  J  (BD'  +  OB')  =:  0. 
Quelle  que  soit  la  valeur  de  ),  le  pôle  se  trouve  sur  la  droite  des  points 
AC  +  CA'  ^  0,       BD'  -+■  DB'  =  0. 

le.  Le   plan   polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  aux   surfaces  circonscrites  à  un 
qnadrilatèie  gauciie  tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

19.  Trouver  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  tangente  aux  arêtes  d'un 
tétraèdre. 

Si  on  puso    C  =  D  =  0  dans    l'équation    générale   F(A,  B,  C,  D)  =  0,  on  trouve 
qu'elle  se  réduit  à 

«uA»  -h  OmB'  ■+■  2a„AB  =  0  ; 
celle-ci  représente  deux  plans  passant  par  t'aréle  A  —  R  =  0  et  les   points  où  l'arêle 
C  =  D  =  0  rencontre  la  surface.  Mais,  si  elle  est  tangente  à  !a  droite  C:=D^^O, 
on  doit  avoir  a*iî  =  niiUsî.  On  trouverait  semblablement  les  relations 


Posons  o„:=jj'*,     ass  =  1^,     !'m  =  '''i 
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En  substituant,  l'équatian  demandée  sera 
p!A2-l-qSB'-»-ï-'C»-i-iïDS±  2pq&.&  ±:  iprAC  ±  2psAD  ±  2î/«C  ±  agsBD  ±  h-sCD  =  0. 

li  est  facile  de  vérifier,  en  formant  les  équalions  du  centre,  que  l'équalion  précc- 
dento  ne  représente  qu'un  cas  particulier  d'une  sm'face  du  second  ordre,  si  on  prend 
le  signe  -y-  ;  de  sorte  que  les  suiTaces  du  second  degré  proprement  dilos  qui  touchent 
les  arêtes  du  tétraèdre  seront  déiinies  par  l'équalion 
pîA'-t-g'B^-t-i-'CS-wSDî— 2pîAB  — 2ÎÎJ-AC  — VAD-  Sï'-BC—  Sï-BD  -  2™CD  =  0. 

18.  Montrer  que  les  droites  suivantes 

A~S--— 
A.  —  —  --.^ 

appartiennent  à  un   même  hyperboloïde,  ainsi   que  les   droites   reprcsentéea   par   les 


(V) 

a3,B  =  o«C  =  B5sD, 

&) 

a4jA  =  auG  =  a,5D, 

(3') 

OsiA  — a„B  =  Ki,D, 

(4') 

aa3A  =  o,iB  =  aaiC. 

une 

surface   du   second  degré   ou 

\x   différents  tétraèdres 

nemê 

me  surface  du  serand  ordre,  1d 

i  somme  des  coefficients 

■9.  Quand  on   rapporte   i 
conjugués  par  rapport  à 
des  carrés  des  variables  est  constante. 

Considérons  la  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'cquation 

A^^-B'^-C'-^-D3=o 

et   conjuguée   au   tétraèdre  ABCD=:0.   Si  elle  est  conjuguée  à  un   second  tétraèdre 
A'B'C'D'=0,   on  aura  aussi 

A'3-HB'^-i-C'5-t-D'S^O 
où  les  variables  A',  B',  C,  W  sont  des  espressions  de  la  forme 

A'  =  oiA  -s-  ojB  ■+■  05C  +  «,D, 

B'  =  61A  +  M  -H  63C  -V-  6(0, 
*"'         C  =  CiA  +  csB  -H  C3C  +  tiD, 

U'  =  ii,A  -\-  dsB  +  d^C  -H  d(D. 
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expressions  dans  l'équation  précédente,  oi 

oj' +  62=  +  V -I- ■*«' =  1) 
a4'-hV  +  c/  +  ii'  =  li 

"(«a  1-  Èj^î  H- Cl Cj  -hd,d^  =  0, 
aia^-}-b,bt  +  c,Ct+d,di  =  0, 

Osra4  +  'ij6j  H-  Cjc^  +  rfjrf^  i=  0, 
O;»,  +  fijftj  +  C5C4  -t-  djdj  =  0. 


((3}        iii,A,=  -H  DsiB»  -I-  ajsC'  +  a^iD'  -i-  2o,jAB  -t 


..  =  0 


l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  rapportée  au  premier  tétraèdre  ;  cherchons 
l'équation  de  la  même  surface  par  rapport  au  second.  Si  on  niulliplie  les  équations  (a) 
respectivement  par  n„  il,  Cl,  d,,  et  si  on  les  ajoute,  il  viendra  en  vertu  des  relations 
ptécédontes, 

A  =  a,k'  ■+■  6,B'  -1-  c,C'  +  d,D'. 
On  aura  de  même 

B  =  QiA'  -t-  b,W  +  rsC  -t-  dj)% 
C  =  a^A'  +  t5B'H-C3C'+(J5D', 
D  =  ajA'  +  64B'  -t-  C(C'  -h  d,V'. 
Ea  substituant,  l'équation  (jS)  devient 

(a„<t,'  ■+■  aajOj' -h Oss^s'  +  "4*''4°  +  2n,ai(ins4- ■  ■■  ■)  A" 

■i-  ("ufti'  +  «a»*»'  +  «3363'  +  o^i'-f'  -1-  2uia6i6s  H )  B'" 

-+■  («iiC,"  -H  an«a°  -l-  «ssi'î'  ■*-  Oji'^f'  -t-  SOijCiCj  -) ■)  C" 

-i-  ('iii<'i°  -1-  aiidï'  4-  053^3'  +  a^^dt^  4-2a„ii,diH )  D'« 


Si  on  fait  la  somme  des  coefficienis  des  carrés  des  variables  on  trouïe 

c'est-à-dire,  la  somme  des  coefficients  analogues  de  l'équatiou  (^)  ;  donc,  etc. 

3o.  Les  arêtes  d'un  tétraèdre  rencontrent  une  surface  du  second  ordre  en  douze 
points;  on  mène  des  plans  par  les  points  d'intersection  situés  sur  les  arêtes  d'un 
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même   sommet;   les   quatre   pl»ns   ainsi   obtenus    i-enconli'ent  les  faces  opposées  du 
tétraèdre  suivant  quatre  droites  d'un  lu^mc  lijpcvboloïde  (Chasles). 
On  le  démontre  faeileinent,  en  considérant  l'équation  parliculiÈre  du  second  degré 

A= -4- B' -f- C=  +  D' —  (  «„  +  — ]  AB  —  (  a,3 -(- ~  ]  AC  —  (  «„-t-~  )  AC 

_  U„  + -L  j  BC  -  U,i -i- 1  j  BD  -  U; , -t- i- j  CD  =  0. 

On  trouvera  pour  les  équations  des  quatre  plans 

(1)  A  =  ajsB-v-a,3C-t-»,4D, 

(2)  .  B  =  a5,A  +  aî5C-i-«î4D, 

(3)  C  =  «3,  A  +  033B  +  «5iD, 

{i)  D=K4,A  +  043B-l-«ijC. 

On  a  vu  précédemment  que  les  droites  représentées  par  les  équations 
A  =  0,  Oi2B-i-a,5C-t-a,4D=:0. 
B  =  0,  a^,A.  +  a^.C  +  a^iï)  —  (l, 
C  ^  0,  oa,  A  -1-  OîaB  4-  o„D  =  0, 
D  =  0,  rtiiA-t-fl^^B -+-01^^  =  0, 
appartiennent  à  un  même  hyperboloïde. 

21.  Far  les  arêtes  d'un  tétraèdre  quelconque  on  mène  douze  plans  tangents  à  une 
surface  du  second  ordre;  ces  plans  se  rencontrent  trois  h  trois  en  quatre  points;  si  l'on 
combine  ceux  qui  passent  par  les  cfilés  d'une  même  face  du  tétraèdre,  les  droites  qui 
réunissent  ces  points  aux  sommets  du  tétraèdre  opposés  aux  faces  sont  quatre  généra- 
trices d'un  même  hyperboloïde, 

§    3.    LIEUX    GÉOMÉTniQllES. 

t.  Une  droite  se  déplace  en  ayant  toujours  les  trois  mêmes  pointa  dans  trois 
plans  fixes  et  perpendiculaires  entre  eux  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  de  celte 
droite. 

Les  plans  fixes  étant  pris  pour  les  plans  coordonnés,  soient  A,  B,  C  les  points  de  la 
droite  mobile  qui  sont  dans  les  plans  yx,  xz  et  œy.  Prenons  sur  la  droite  un  point 
M  (œ,  î^,  î),  et  posons  MA  =  n,  MB  =  t,  MC  =  c.  On  aura 

x  =  atos«,        y  =  btos^,        î  =  ecosï, 
H,  0,  y  étant   les   angles   de  la  droite   avec   les  axes.   Par   réliraiiiatioii  de  ces  angles 
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Tariables,  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu 

9.  Étant  doances  deux  droites  Uses,  tou ver  k  lieu  de  1»   ligne  d'intersection  de 
deux  plans  rectangulaires  passant  respectivement  pat  ces  droites. 
Les  équations  des  plans  sont  de  la  forme 

x  —  az  —  p  =  i{>/  —  bz  —  q),       x  —  a'g  —  p'  =  p  (y  —  h'i  —  q'), 
avec  la  condition 

1  4-  V  +  ('■i'  -  a)  {i^b'"—  a')  =  0, 

14-        _   bf,,—     i   +{i  +  bb)   y  =  0 

Si  on  pi        I      p  m  bl  t  /^  p      I  I  à  un 

.    équation  d  d  dcg 

Afin  dm         dét    m         1     n  t        d     1      n  1  pp    t        1      dr   tes  à  ud 

système  d  p    t      1  S       A&  =  M   1     plus  d  d      dro  U    (i 

Plaçons  I      g  m  I    Q  d     \8       p  I    pi      d         /  p    p     d   ul  AB 

Enfin,  no         pp  q  I         d  d  I    b        t         d    I      gl     d 

projection   ddt  /Lqul         dlgfi  nt 


{y  =  ^;  (!/  =  — ma?; 

par  suite,  celle  des  plans  passant  par  ces  droites  peuvent  s'écrire 

z  — d  =  i(j^  — mat),       z-i-d  =  y.(i/-i-m3!), 
et  on  aura  la  condition 

qui  exprime  que  les  plans  sont  perpendiculaires.  En  éliminant  i  et/j,  il  vient  pour 
le  lieu  cherché 

j,î  _  mV  +  (1  —  m»)  î^  =  d'  (1  -  m')  : 
équation  qui  représente  toujours  un  liyperboloïde  à  une  nappe. 

3.  Trouver  le  lien  des  points  à  égale  distance  de  deuï  droites  fixes. 

Avec  le  même  système  d'axes  et  les  mËmes  notations  que  dans  l'exemple  précédent, 
on  trouvera 

micy-i-(\  +  m})èz  =  0. 
C'est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

4.  Trouver  le  lieu  d'un  point  dont  la  distance  à   un  point  Une   est  égal  à  n  fois 
sa  distance  à  une  droite  donnée. 

Soit  H  le  point  fixe;  prenons,  pour  axe  des  i,  la  perpendiculaire   abaissée   de  ce 
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point  sur  I»  droite  D  ;  plaçons  l'origine  eu  un  point  O,  à  une  distance  a  du  point  H  ; 
enfin,  prenons  l'axe  des  s  pacaltète  a  D.  L'équation  du  lieu  sera  de  la  forme 

(„  _  a).  ^- y- +  ï»  =  „»  [y' +  (d  _  a^).], 
il  désigne  la  distance  de  la  droite  D  à  l'origine.  En  développant  elle  devient 
{)  —  n')  »*  +  (1  ~  »')  y»  -(-  î'  — .  2rM;  -+-  in'dx  =:  n'd'  —  o', 

et  représente  une  surface  de  révolution, 

s.  Trouver  le  lieu  d'an  point,  tel  que  le  produit  de  ses  distances  aux  faces  d'un 
parallclipipède  qui  aboutissent  à  un  sommet  soit  égal  à  celui  de  ses  distances  aux 
faces  qui  passent  par  le  sommet  opposé. 

Soient  2o,  26,  2c  les  longueurs  des  arêtes  du  parallélipipùde  oblique.  Plaçons 
l'origine  au  centre  et  prenons  les  axes  parallèles  aux  arêtes.  Les  équations  des  faces 
seront 


Désignons  par  J,  y-,  v  les  cosinus  des  angles  des  a 


i  =  K 1 -I- 2  V^  -  ).' -  ^.>  —  ï". 
Les  distances  du  point  mobile  aux  faces  du  parallélipipcde  seront  : 

L'équation  du  lieu  s'en  déduit  immédiatement  ;  on  trouvera 

te-«l(»~l)("--)  =  (•  +  .)  to  +  i)(»  +  -), 

ayz  +  6tî  ■+■  cxy  +  abc  =  0  ; 
elle  définit  un  hyperboloïde  à  une  nappe  dont  le  centre  est  l'origine  des  coordonnées. 


6.  Trouver  le  lieu  des  soninjcts   des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  une  surface 
à  centre  du  second  ordre. 
Considérons  l'ellipsoïde 

On  sait  que  le  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  le  peint  (a^'iyV)  est  représenté 
par  l'équation 
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s(ç.ç_.)^i;(s^î-)^s(ï^s-) 


Pour  que  h  surfaiio  soit  de  révolution,  il  faut  que  l'on  ait 


Or,  si  on  remplace  les  coelFicienls  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

égalités  impossibles  et,  pour  que  la   surface  soil  de  révolution,  l'une  <tes  coordonnées 
x',y',3'  devra  être  nulle   afin  que  deux  des  trois  coelDcients  B,  B',  B'' soient  égaux 

Supposons  d'abord   z'^=0;  dans  celle  bypothèse,  l'équation  du  eône  circonscrit  se 

Puisque  B  et  B'  sont  nuls,  il  faut  et  il  suffit  pour  que  k  surface  soit  de  révolution 

(A  — A")(A'  — A")^B"S    ou    A"(A"~A  — A')  +  AA'  =  B"s. 
Si  on   substitue   aux   coefficients   leurs  valeurs   et   si   on  pose  *  =  —  -+-—  —1, 


Enfin,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur   et  faisant  les  réductions,  on  trouve,  pour 
lieu  du  sommet  du  eSne  de  révolution  dans  m/,  l'équation 


Si  on   pose  sueeessivement  y'=0,  x' :=0,   on  arrive,  par  des  calculs  semblables, 
aux  équations 
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On  voit  doae  que  le  lieu  des  sommels   des  cônes  circonscrits  et  de  révolution  se 
compose  des  trois  coniques  focales. 
Si  la  surface  donnée  est  le  paraboloïde  elliptique 

p     1 

le  cfine  circonscrit  est  représente  par  l'équation 

^  (ç^^-)(^^0-(f-T-"-J-■ 

p  \i         J     <i\P  J      Pi  1  V 

On  verra  que  le  cane  ii«  pant  élre  de  révolution  &  moins  que  son  sommet  ne  se 
trouve  dans  l'un  des  plans  principaux.  En  posant  y  =:  D  et  appliquant  la  condition 

A"  (A"  —  A'  —  A)  +  AA'  =  B'", 
on  arrive  à  l'équation 

Enfin,  dans  le  cas  où  !/'  =  0,  on  trouvera 

Ce  sont  les  lignes  focales  du  paraboloïdc. 

».  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans 
donnés. 
Soient 

Ai=:;,œ-l-«!,y +  «iî  —  pi  =  0,         Al  =  îiiB -I- nta^ -t- %s  —  ji2  =  0, 
A,  =  0,      Aj  =  0,      As  =  0,      As  =  0,      A,=:0, 

les  plans  donnés  ;  x,  ^,  z  les   coordonnées  du  centre  et  a,  h,  e  les   demi-axes  de  la 
surface.  On  sait  que  le  carré  do  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 

tangent  &  l'ellipsoïde      "^  +  7"a  +  —j  =  '      ^  pour  expression 


it  les  angles  de  la  normale  au  plan  avec  les  axes. 

désigne  par  ui^iji,  anSsïs,  Bj^iya  les  angles  direoleufs  des  axes  de  la  surface 

aux  plans  donné»,  on  aura 
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la  perpendiculaire   abaissée  du   tenive  s 


premier  plan 

De  sorte  que  les  coordantiées  du  centre  derront  vérifier  les  éga 


Ihw-i 


-l-c'(;i«5-+-m,3i>-i-n,v,)', 


II  faut  éliminer  a,  b,  > 

ment  en  désignant  p:ir 
par  les  équations 


i=(i,Bj-l-»H 


4-n,ï,)' 


-t-eM',»* 
t  les  neuf  ce 


us  directeurs  des  axes.  On  y  parvient  facile- 
oeSicients  dont  les  rapports  sont  déterminés 


Wt»i  -^ 


Si  on  multiplie  les  équations  précEd«nlos 
les  Bjoulo  membre  s  membre,  il  viendra  une  i 
le  lieu  des  centres  des  surfaces  tangentes 
donc  un  plan. 


.  -^-U. 


=  0, 


■spectivement  par  )i^  Xs i^,,  et  si  on 

lation  du  premier  degré  qui  représente 
i  plans  donnés.  Le  lieu  cherché   est 


S.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  langenfca  à  sis  plans  et  dont  la  somme 
des  carrés  des  dcini-ascs  est  constante. 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  Texemple  précédent,  il  faudra  éliminer 
a,  b,  c  et  les  cosinus  directeurs  des  axes  entre  les  équations 


(iiï4 


,~p,Y  =  a>(kc 


H  mijit  +  n,ïs)' 
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Wim,+      ....     -hWsMe^O, 

J,U. -4- =0, 

).,m,Mi+    .......     =0, 

les  équations  prénédeiiles,   multipliées    respectivement  par   }i,)g i^  et  ajoutées 

membre  à  membre,  eonduisent  à  une  égalité  où  le  premier  membre  est  une  fonction 
du  seeond  degré  ne  renfermant  pas  les  rectangles  yi,  a;t,  xy;  de  plus,  les  coefficients 
des  carrés  œ',  j/',  n  sont  égaux  et  le  second  membre  se  réduit  à  a' -t- 6^-+- c°  =^  A^ 
Le  lieu  des  centres  est  donc  une  sphère. 
».  Le  lieu  des  sommets  des  trièdres  dont  les  faces  sont  parallèles  à  un  syslcmc  de 

plans  diamétraux  conjugués  d'un  ellipsoïde  (a,  b,  c)  et  tangentes  à  on  autre  ellipsoïde 

(a\  b',  c')  est  la  surface  représentée  par  l'équalion 

10.  Tfouver  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  deux  droites  lî\es  non  situées  dans 
un  même  plan  sont  dans  un  rapport  constant. 

*•.  Trouver  le  lieu  d'une  droite  qui  reste  tangente  \  une  surface  du  second  ordre  et 
qui  glisse  sur  deux  autres  droites  lixes  tangentes  à  la  même  surface. 

1 2.  Étant  donnés  un  point  et  deux  plans  rectangulaires,  trouver  le  lieu  des  points  tels 
que  la  distance  de  chacun  d'eux  au  point  tixe  soit  moyenne  proportionnelle  entre  ses 
distances  aux  plans  fixes. 

ta.  Trois  droites  rectangulaires  issues  d'un  mémo  point  rencontrent  une  surface  du 
second  degré  en  trois  points  ;  le  phn  qui  passe  par  ces  points  enveloppe  une  surface  de 
révolution  lorsque  les  droites  tournent  autour  du  point  fixe. 

14.  Par  un  point  fixe  on  mène  trois  droites  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  d'une  surface  à  centre,  et,  aux  points  oii  elles  rencontrent  une  autre  surface 
du  second  ordre,  des  plans  tangents  à  cette  surface;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersec- 
tion de  ces  plans. 
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t&.  Trouver  l'enseloppe  du  plan  passant  par  les  exlrémités  de  trois  diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde. 

IS.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  i'équatïon 

œ*  -4-  ï=  —  î*  +  âpiEj  -1-  2çi/!  —  2ua  —  %y  H-  2cï  =  0 

dans  laquelle  a,  b,  c  sont  des  constantes  données,  p  et  9  des  paramètres  arbitraires. 

<*.  Quel  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre 
aniïunt  deus  génératrices  rectangulaires  ? 

19.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  plans  tangents  à  un  cSne  du  second  ordre 
et  perpendiculaires  entre  eux. 

«O,  On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  C  ;  trouver  le  lieu  d'un  point  P  de  l'espace  tel 
que  l'on  ait  Vk^+V?fi  —  ¥C?. 

S*.  Une  sphère  mobile  reste  tangente  à  deux  lignes  droites  rectangulaires  qn!  ne 
se  rencontrent  pas;  montrer  que  le  centre  de  la  sphère  décrit  un  paraboloïde  hyper- 

««.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  canes  circonscrits  à  l'ellipsoïde  suivant  des 
ellipses  d'aire  constante. 

»«.  On  mène  un  plan  par  les  exlrémités  d'un  système  de  diamètres  conjugués  d'une 
surface  à  centre;  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  dn  centre  sur 
„  pl.n. 

33.  Montrer  que  le  lieu  des  diamètres  de  l'ellipsoïde 


qui  sont  parallèles  aux  cordes  divisées  en  deux  parties  égales  par  les  plans  tangents 
du  edne  —â-^~ ï^"'   est  le  cène  représenté  par  l'équation 

«1.  Trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  tangents 

3S.  Sur  chaque  rayon  d'un  ellipsoïde  de  centre  C,  on  prend  un  point  M  tel  que 
n£CM  est  l'aire  de  la  section  centrale  perpendiculaire  à  QM;  montrer  que  le  lieu  du 
point  M  est  représenté  par  l'équation 
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CHAPITRE  XIV. 


PROPRIÉTÉS     GÉNÉRALES     DES     SURFACES 
DU      SECOND     ORDRE. 


Méthode  âe  la  notatisn  abrégée  (coordoniiées  cartésiennes). 


SoMUHRE.  —  Surfaces  da  «eoond  oJvJra  a»siif'etl{e>  à  cerlainss  cùndilîoni  ;  mrfacei 
paumit  par  ImitpoinU,  par  seyl  points  ;  «ur/ÎMes  àovhleiaetit  tangentes  el  circonscriles  ; 
Ihêorèmes  divers.  —  Cônes  passant  par  t'inieraection  de  dewe  surfaces  du  second  ordre  ; 
propriété  d'une  coarbe  gauthe  du  troisième  ordre. — Relation  imalj/tigue  entre  dix 
points  d'une  stirface  du  second  ordre,  entre  dix  couples  depoinls  conjugué!  à  une  telle 


%    l,    StlHFACBS    DU    SECOND    ORDRE    ASSDJBTTIES   A   CERTAINES    CDNDITIOMâ. 

aOÎ.  L'équation  générale  du  second  degré  renfermant  neuf  paramètres, 

il  faut  en  général  neuf  conditions  géométriques  pour  qu'une  surface  du 
second  ordre  soit  complètement  déterminée,  en  admettant  que  chaque 
condition  donne  lieu  îi  une  relation  unique  entre  les  paramètres.  Lorsqu'il 
s'agit  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde,  ces  neuf  conditions  sont 
indispensables;  mais  ce  nombre  se. réduit  d'une  unité  pour  un  parabo- 
loïde,  puisque  les  paramètres  de  l'équation  satisfont  à  la  condition 
A    B"  B'     1  =0. 


B    A"  I 
n est  de  même  pour  une  surface  conique;  car,  dans  ce  i 
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coefficients  vôi'ifient  la  relation 


B     A" 

C     C" 

Un  cylindre  pllîpliqiie  ou  hyperbolique  esl  détermine  par  sept  ci 
lions.  En  effel,  si  on  exprime  que  les  plans  du  centre  passent  par 
même  droite  en  identifiant  les  équations 

f.'-^if.;-i),     f.'_o, 

on  arrive  aux  égalités 

A  -*-  ).W  _  B"  -t-  /A'  _  11'  -4-  iB  _  C  +  IC  _ 
b'  B       ^  ~Â^^  "  C"      ' 

par  l'élimination  de  >,  on  trouvera  deux  relations  dïslinctes  entri 
coefficients. 

Dans  le  cas  où  l'équation  générale  représente  un  cylindre  parabnl 
les  plans  du  centre  sont  parallèles  et  doivent  se  rencontrer  siiivan 
droite  à  l'infini;  mais  pour  que  les  plans 

/■,'=o,    /;  =  o,   f.'—O 

soient  parallèles,  il  faut  que  l'on  ail  les  égalités 

A        B"       I!'       A       B"       B' 


il'où  on  tire  les  trois  relations  distinctes 

AA'  =  B%       AA"  =  B'S       AB  =  B'B". 
Ainsi,  nn  cylindre  parabolique  exige  six  conditions  pour  cire  cumplé- 
tcinent  déterminé. 

999.  Parmi  les  condilions  diverses  auxquelles  on  peut  assujettir 
une  surface  du  second  ordre,  nous  citerons  les  suivantes  : 

1"  Un  point  ou  un  plan  tangent  vaut  une  condition  simple  donnant 
lieu  i  une  relation  de  la  forme 

«!'■  5',  =')  -  ».      /(»■.•'."■)=<). 
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2°  Une  dpoiUi  équivimi  à  Irois  condiiîons;  p.nr  elle  ne  peiil,  élro  cniière- 
inent  silude  sur  la  sni-fncc  snns  avoir  trois  potnis  Rommuns  avec  elle. 
Aiitremcnl,  si  on  comljînft  les  wniations 


avec  /"(a:,  t/,  e)  =  0  pour  éliminer  ^  H  y,  on  arrivera  à  une  équation 
du  second  degré  en  2,  par  exemple, 

P^^  ^-  2Qe  +  R  =  0 

(|tii  doit  être  vérifiée  quoi  que  soilj;  ee  qui  exige  que  l'on  ait  P  =  0, 
Q  =  0,  R  =  0.  et,  par  eonscquent,  on  n  Irois  équations  disirneles 
entre  les  eoefiicienis  de  l'équation  du  seeond  degré. 

3"  Si  Iii  surface  est  assujettie  à  avoir  pour  centre  le  point  (ri,  y,,  zi), 
on  aura 

f.'(xuy,,z,)^0,       /■/(E„y,,î,)  =  0,       f/(:r,,v„i,)  =  0; 

paV  suite,  le  centre  éqvtivnnt  à  trois  eondilions  simples. 

4"  Un  plan  tangent  en  un  point  donné,  un  plan  .ivee  son  pôle  équi- 
vaut à  trois  eondilions  ;  car,  en  idcnlifianl  les  équations 

ux  -+-  ht/  -t-  cz  -i-  <i  =3  0.     xf/,  -h  i/f,;,  -t-  zf,;  -*-  tf,:  =  o, 

il  vient  les  égnlités 

a     '  b         e        rf' 

elles  donneront  trois  relations  dislinrlcs  entre  les  paramètres. 

îi"  Asstijetfîi"  une  surrace  à  pas-ser  par  une. conique  équivaut  à  cinq 
conditions,  puisqu'il  faut  cinq  points  pour  déterminer  eeile  courbe,  II  en 
est  de  même,  si  la  conique  est  un  cercle.  En  effet,  soit 

z  =  0,     a{x^  -h-  1)^)  -hbx-i-  cy  -+-  /"=--  0 
les  équations  du   cercle;   colle   d'une  surface  quelconque  qui  liasse  par 
celle  ligne  peut  s'écrire 

k  [a{x^  -i-  y^)  +  fia:  +  cy  -+-  /]  +  A"e'  -^  Wxz  -t-  ]hjz  -h  C"z  =  0  ; 
elle  ne  renferme  plus  que  quatre  coefficients  indélcrniinés, 

fi"  Une  surface  qui  passe  par  deux  coniques  qui  ont  une  corde  com- 
mune salisfail  à  liuil  eondilions;    car   clinque  conique  est  déterminée  par 
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les  points  comniuns  et  (rois  aiiti-es  points;  in  surfiice  passe  ilonc  pni'  liiiit 
poiiiis  distincis.  En  génériil,  il  n'est  pas  possible  de  mener  une  surfiice 
du  second  ordre  par  deux  coniques  qui  ne  se  reneonlrent  pas,  puisque 
einq  points  étant  nécessaires  à  la  délermînalion  de  cliacunc  d'elles, 
la  surface  devrait  passer  par  dix  points  distincis  eliuisis  k  volonté  sur  les 
coniques  ;  ce  qui  est  impossible. 

a»9.  Surfaces  passant  par  huit  poiiils.  Lorsque  la  surfiice  du  second 
ordre  représentée  par  l'équation  génériile  f{x,  i/,  ï)  =  0  est  assujetlie  h 
passer  par  huit  points,  on  »  huit  relations  linéaires  entre  les  paramètres 
de  la  forme /'(xi,»/4,  Zi)^Q;  elles  permeiironl  d'exprimer  tous  les  para- 
mètres moins  un  en  fonction  du  neuvième.  Soient  a  -t-  ).b,  a'  -t-  '/h', 
a"  -\-  Ib"  etc.,  ces  fonctions,  où  a,  b,  a'....  sont  des  quantiiés  connues 
et  X  un  coefficient  indéterminé:  l'équation  de  la  surl'ace  qui  passe  par 
les  huit  poinls  pourra  s'écrire 

{a-i-lb)x'-^{i,'^-W)>f^ =0, 

ou  bien 

(1)  S-+-ÀS'  =  0, 
S  et  S'  étant  deux  polynômes  du  second  degi-é  en  x,  y,  &.  Cette  équation 
définit  un  système  de  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  de  passer  par 
les  huit  points;  elle  est  salisfaiie  quel  que  soit  À  en  posant  S^^O, 
S' =  0,  et  les  poinls  communs  à  ces  deux  surfaces  déterminées  appar- 
tiennent aussi  à  une  surface  quelconque  du  système.  Comme  deux 
surfaces  du  second  degré  se  rcneonlreiil  suivant  une  courbe  gauclic  du 
quatrième  ordre,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

routes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  huit  points  donnés 
ont  en  commun  une  même  courbe  gauche  du  4'  ordre  passant  par  ces 
points. 

Les  surfaces  S  =  0,  S'  =  0  correspondent  aux  valeurs  i  =  0,  >.  =  oe, 
et  passent  par  les  huit  pointa  donnés.  Il  en  résulte  qu'une  courbe  gauclie 
du  4'  ordre  sera  complètement  déterminée,  si  elle  est  assujettie  à  passer 
par  huit  points  de  l'espace;  car  on  pourra  trouver  deux  surfaces  dn 
second  ordre  qui  passent  par  celle  ligne  et  qui  la  déierminent  de  forme 
et  de  position. 

Nous  avons  vu  (N"  137)  que  neuf  points  de  l'espace  déierminent  en 
général  une  surface  du  second  ordre  cl  une  seule.  Cependant,  si  Icn 
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points  appiilennient  d  une  incmo  couibc  gauclie  liu  qualuème  oidre, 
toute  suiincc  menée  pu  hmt  Ue  ces  points  passen  nccessaitemcnt  pii 
le  nemieme  il  >  dunit  une  miiuite  de  surfnces  du  second  oïdie  qui 
satiblertu-iil  a  h  condition  de  rcnicimei  It&  neuf  points  donnes  II 
en  est  encoïc  iiii'>!,  loisque  -iix  points  appartiennent  a  une  mâmt 
conique  plane,  car  ils  ne  lormtnt  que  cinq  points  distmct'i,  nombic 
Buftisant  poui  dLltrmmei  la  tonique,  par  suile,  lu  surFicc  mencc  i  ni 
les  neuf  points  nt  sHiafLiait  plus  qu  a  huit  conditions 

TnÉonÈUE  1.  Les  plans  polaii-es  d'un  point  fixe  p'ir  lapparl  aus:  surfaces  qui  ont 
huit  points  (xmtnuns  passent  par  une  droite  fixe, 

Ëa  effet,  soient  P  =  0,  Q  =  0  les  équations  des  plans  polaires  d'un  point  (x',  y',  3') 
pav  mpprt  aux  auffaces  S  et  S'  qui  passent  par  les  huit  points.  D'après  la  manière 
do  former  les  équations  P  =  0,^  =  0,  lo  plan  polaire  du  même  point  pelai îveraenl 
h  une  surface  quelconque  du  système  S  -i-  JS'  =  0  sera  représenté  par  l'équation 

P-+-jy=:Oi 
elle  ost  satisfaite  en  posant  P=0,Q  =  O  quel  que  soit  ),  et  tous  les  pinns  qu'elle 
dé&nit  passeront  par  la  droite  d'iutcrsevUoa  des  plans  P  etQ. 

Ou  sait  que  si  lo  pôle  (ir',  y',  3')  s'éloigna  à  l'influi  sur  une  droite  D,  le  plan  polaire 
devient  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction.  On  eu  déduit  ce  théorème  : 

Les  pians  diamétrawe  oonjnguis  d'une  mime  droite  dans  les  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  huit  points  se  coupent  suiwint  une  droite  fixe  (Lamé). 

».  Les  droites  conjuguées  d'uni  droîle  fixe  par  rapport  «lu:  surfaces  du  sœond  ordre 
qui  ont  en  commun  une  même  courbe  gauche  du  qualriéma  ordre  appartiennent  à  un 
même  lii/perbolofde  à  une  nappe. 

l>-t-JQ  =  0,      R-i-)S  — 0 
les  équations  des  plans  polaires  de  deux  points  de  la  droite  fixe;  l'intersection  de  ces 
plans  est  la  droite  conjuguée   de  la  précédente;  mais,  si  on  élimine  le  paramètre),  il 
vient  l'équation  du  second  dïgré 

PS  -  QH  =  0 
qui  représentera  le  lieu  des  diverses  positions  de  la  droite  conjuguée;  c'est  un  hyperbo' 
lol'de  à  une  nappe. 

S.  Le  pâle  d'un  plan  fim  par  rapport  aux  surfaces  qiù  patseal  par  huit  points  décrit 
une  courbe  du  troisième  ordre,  inlerseotion  de  deum  kypeiboloïdes  à  une  nappe  qui  ont 
une  gènérati'ice  commune. 

Considérons  les  équations 

P-HQ  =  0,       R  +  1S  =  0,      T-t-)U  =  0 
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des  plana  polaire»  de  trois  points  choisis  dans  le  plati  fixe  ;  ces  plans  se  coupent  en  un 
point  qui  sera  le  pôle  du  plan  donné.  Le  lieu  du  pôle  s'obtiendra  en  éliminant  l;  ce 
qui  donne  les  équations 

PS  —  KQ  =  0,  PU  -  QT  =  0,  nu  -  ST  =  0 
qui  représentent  trois  hj'perboloines  à  une  nappe  ;  les  deux  premiers  ont  une  génératrice 
commune,  la  droite  d'intersection  des  plans  F  et  Q;  comme  l'interseetiou  do  deux 
surfaces  du  second  degré  est  une  courbe  du  j^  ordre,  tous  les  autres  points  eouimuiis 
aux  deux  byperboloïJes  devront  appartenir  à  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre: 
ce  sera  le  lieu  du  pôle  du  plan  fixe,  en  négligeant  la  génératrice  commune  qui  no  se  trouve 
pas  sur  le  troisième  byperboloïde. 

Si  le  plan  fixe  s'éloigne  à  l'Inliui,  son  pôle  eoiiicide  avec  le  centre  de  la  surlacc,  et 
le  théorËme  précodent  devient  : 

Les  centras  des  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  huit  points  ei'mmims  sont  svr  une 
eourbt  gawhe  du  Iroisième  ordre. 

300,  Surfaces  passant  par  sept  points.  Si  on  cxpritne  que  l;i  surface 
/"{x,  y,  a)  =  0  passe  par  sept  points  donnés,  on  obtient  un  nombi'u 
d'équations  suffisaDles  pour  exprimer  sept  paramètres  en  foni;lion  des 
deux  autres,  et  mettre  leurs  valeurs  sous  la  forme  a  -t-  bl  -t-  Cft, 
o'  -»-  Î>'A  -I-  e'fi  etc.  où  X  et  /a  sont  deux  coeffieients  indéterminés  et 
a,b,c...  des  nombres  connus.  11  en  réstilte  que  l'équation  générale  des 
surfaces  qui  passent  par  sept  points  sera  de  la  forme 

S  -1-  /S'  -i-  t!-S"  =  0, 
S,  S',  S"  étant  des  fonetions   du  second  degré  en  x,y,z.    Or  elle  est 
toujours  satisfaite  par  les   valeurs   des  variabJcs   déterminées   par  les 
équations 

8  =  0,    S'  =  0,     S"  =  0 
qui  ont  en  générai  huit  solutions  communes.  Donc,  toules  les  nirfaees 
du  second  ordre  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un  huitième 
point  fixe. 

D'après  un  théorème  démontre  précédemment  (N"  295),  les  huit 
points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second  ordre  étant  partagés 
en  deux  groupes  seront  les  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugues  à 
une  même  surface  du  second  degré. 

TiiËOKÉME  *.  Les  plans  polaifcs  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  surfaces  du  second 
ordre  qui  passeiil  par  sept  pointa  donnes  paseenf  par  un  point  /iae. 
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Soient  P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0  les  plans  polaires  d'uu  point  {x',y',x'j  par  rapport 
aux  surfaces  S  =  0,  S'=0,  S"  =  0.  L'équation  du  plan  polaire  du  même  poiul 
par  rapport  à  une  surface  du  svsième  S  +  IS'  H-  jjS"  =:  0   sera  de  la  forme 


rjnpis  que  soient  i  et  j,,  elle 

dcfiiiit  des   piaiis  qui   pjsseiit  par  le  point  d'iiiterseclion 

de  P,  y,  U. 

Si  le  point  Oïe  s'éloigne 

à  l'inBni  sur  une  droite  D,  las  plans  polaires  deviennent 

les   plans  diamétraux  =o..jut 

;uB5  de  eetle  droite.  Donc,  (es  pians  diomélraux  cuii^ugut'a 

d'une  di-uilB  fixe  dans  les  sj 

trfaces  da  lecoJVi  ordre  qui  passent  par  sept  points  dun'ièii 

pùssenC  par  un  poinl  fia^  (Lan 

lé). 

»,  te  pôle  d'un  lilan  /ise  par  rapport  nuœ  surfaces  du  second  ordre  qui  passait  pur 
sept  points  déaril  utte  surface  du  Iroisième  ordre. 

Prenons  dans  le  plan  lixe  les  points  {x',  y',  2'),  {x",  y",  s"),  (*'",  y'",  s'"),  el  soient 

P'  +  IQ'  -1-  pU'  =  0,      P"  +  IQ"  +  pR"  =  0,      P'"  +  iQ'"  -t-  ,'R'"  =  0 
leurs  plans  polaires  qui  se  renooiitrenl  suivant  le  pôle  du  plan  donné.  Si  on  élimine 
les  paramèlres,  on  trouve,  pour  le  U^u  du  pâle,  l'équation  du  Iroisiènie  degré 
I  F    ,    Q'        R'   1=0. 


1  i^'"     Q'"    R'"  1 
Quand  le  plan  li\e  est  à  l'iniini,  le  p6k  devient  le  cenlre  de  la  surface  ;   donc,  les 
centres  des  surfaces  du  second  ardre  qui  passent  par  sept  peints  appurlienncnt  ù  une 
surface  du  Iroiaiènie  ordre, 

SOI.  (JonstruGtion  du  huitième  piimf.  Celle  construction  découle  du 
ihéofèrae  suivani  :  Étant  donnés  huit  points  a,  b,  c,  d  el  a',  b',  c',  d' 
tels  que  toute  surface  du  second  ordre  qui  renferme  les  sept  premiers 
passe  par  le  huitième,  si  on  mène  par  les  points  d  et  d' les  droites  eE 
IV,yG  et  e'E',  p¥',g'G'  qui  s'appuient  sur  les  côtés  opposés  de  l'hexu- 
gone  abca'b'c',  elles  détermineronl  les  sommets  de  deux  hexagones 

e/jEFG,      eTg-R-F'G' 
dont  les  côtés  sont  les  génératrices  d'un  même  hyperboloïde. 

Les  diagonales  des  deux  hexagones  se  eoupant  en  un  même  point, 
les  côlés  opposés  sonV  dans  un  niénie  plan;  par  suite,  une  droite 
qui  glisse  sur  les  côtés  pairs  de  l'un  d'eux  engendrera  un  liyperbuloïdc 
passant  par  les  côtés  impairs,  puisque  cluicun  de  ees  derniers  rencontre 
les  trois  autres.  Les  eôtés  du  premier  hexagone  sont  donc  sur  un  certain 
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hyperboloïde  ([[)  et  les  côlés  ilii  sccoui!  sur  un  liyperboloïde  (If).  Nous 
allons  voipque  nés  deux  surfaces 
coïncident, en  pi'ouvant  que  cha- 
que eôté  de  l'un  des  polygones 
rencontre  les  côlés  pairs  de 
î'amreoH  sescdios  impairs.  Con- 
sidérons d'abord  le  calé  e'f  du 

qu'il  rencontre  les  côlés  impairs 
ef,  gV.,  FG  du  premier.  Il  est 
visible  qtic  les  droites  ef,  e'p 
se  rencontrent  dans  le  plan  de 
l'angle  6;  le  côté  e'f  rencontre 
aussi  FG  comme  nous  allons  l'élabli 
F,  G  som  dans  un  mâme  plan. 
Soit 

lA^  -t-  mH^  +  «C^  -+-  j)D'  -=  0 
l'éqnation  de  la  snrfare  conjognée  au\  deux  léiraèdres  abcd,  a'b'c'd', 
A  =  0,  B  =  0,  C  =  0,  D  =  0  étant  les  équations  des  faces  opposées 
aux  sommels  a,  b,  c,  d.  Désignons  par  aiœsaïaa,  {3ip5(3sp4,  yr/aysyi, 
àiSiSsài  les  coordonnées  des  sommets  du  second  tétraèdre;  les  équations 
des  faces  respectivement  opposées  à  a',  h',  c',  d' seront  (N"  295) 

A'  =  la^X  -I-  maiB  -+-  na,C  -+•  paj)  ==  0, 
Tf  -=  ;(3.,A  +  ™PiR  -H  «p^C  -.-  ppiD  =  0, 
C  -=  /y, A  -1-  myS  -+-  ny^C  -t-  pyj)  =  0, 
T)'  =  ;a,A+  md^B-^nS^C-t-p5,T)  =  0, 
avec  les  conditions 

(«)         /aiyi  -I-  ma,yi  -+■  ma:,-/:,  -i-  pc^yi  ^=  0, 


Le  plan  polaire  du  point  e'  qui  se  trouve  sur  l'arête  ab  passera  par  cd; 
déplus,  ce  point  est  sur  une   droite  du   plan  a'b'd'    et  le  plan  polaire 
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devra  renfermer  le  point  c',  pôle  de  la  face  a'b'd'.  Avec  ces  conditions, 
l'équalion  du  plûn  polntrc  du  point  e'  par  rapport  à  Ift  surface  sera 
(C)       ysA— 7iB  =  0. 
On  trouvera  de  mAmn,  pour  le  plan  polaire  du  point  /',  l'équation 

(/')        a,li  — aîC  =  0. 
Le  point  V  étant  suf  l'nrÉte  h'c' ,  le  pliin  polaire  coirespondant  aura 
une  équation  de  la  forme 

B'  — ÎC'  =  0; 
mais  ce  point  est  dans  le  plan  hcd,  et  le  plan  polaire  doit  passer  par  le 
point  «;   cette    condition  donne    >  :^  !— ;    pap  suite,   l'équation   précé- 
dente devient 
(F)      m  (|3,):,  -  P,-/.)  B  +  n  ((3,,.  -  p,-/.)  C,  +  p  (P.y,  -  P,rt  D  =  0. 

Eufinj  le  plan  polaire  du  point  G  renferme  la  droite  d'intersection 
des  plans  A  =  0,  C  =  0,  et  son  équation  peut  s'écrire 

A  —  XC  =  0. 

En  exprimant  qu'il  passe  par  le  pôle  du  plan  da'c  qui  renferme  le 
point  G,  l'équation  précédente  se  présente  sous  la  forme 
(G)       la,yiA  h-  «s  (mytB  -+■  nyiC  -t-  pyj))  =  fl. 

Les  quatre  plans  {c')<  (D- (P)' {*^)  P^*^™"^  V""  ""  même  point;  car 
si  on  substitue  dans  les  équations  (F)  et  (G)  les  valeurs  de  A  et  C  tirées 
des  égalités  (e')  et  (f  ),  on  trouve 

(/ajïi  +  IHMsïa  -I-  n«57s)  B  ■+■  pa^yil)  =  0  ; 
mais,  en  éliminant  /  entre  les  relations  {ce),  on  obtient 

maîiPi-,,  —  p,'/i)  +  n«s (pJ7J  —  Ptl')  -^  V" (P'7i  —  l^iVO  =  "J. 
et  les  équations  précédenles  peuvent  s'écrire 

—  a^B  -4-  «îD  =-  0,       a^li  —  "sU  =--  0  ; 
on  voit  qu'elles  sont  identiques. 


y  Google 


—  403    - 

Puisque  les  plans  polaires  passent  pnr  un  même  point,  les  pôles 
e',f,V,G  sont  dans  un  même  plan,  et  la  drnitc  e'/*  rencontre  FG.  On 

verrait  semblablcmcnf  qu'elle  rencontre  nuspî  le  côté  gJi  du  second 
hexagone.  On  pcnt  donc  considérer  comme  établi  que  les  deus  hyper- 
boloïdes  coïncident,  puisqu'un  côlé  quelconque  du  second  liesagonc 
rencontre  les  côtés  pairs  du  premier. 

De  là  cette  construction  :  étant  donnés  Ips  sopf  poinis  a,  b,  <;,  (7, 
tt',  b',  c',  on  mènera  par  i'nn  d'eux  d  des  droites  qui  rencontrent 
les  côtés  opposés  de  l'hexagone  gnnche  formé  pur  les  autres  ;  on 
trouvera  ninsi  l'Iicxngone  e/oEFG  dont   les  côtés  iîonl  les  génératriees 

A  A 
de  r  hyper  no  loïde  H;  les  plans   des  angles  a,  6,...  détermineront  par 
leur  intersection  avec  la  surface  les  différenls  côtés  du  second  hexa- 
gone c'fg'WF'G'  dont  les  dingonales  se  couperont  suivant  le  huitième 
point  cherché. 

30S.  Celle  construction  duo  à  M.  Hcsse  est  en  défaut  lorsque 
l'hexagone  e/grEFG  est  plan,  car  Fhyperboloïde  se  réduil  alors  à  dens 
plans,  le  plan  du  polygone  et  «n  autre  qui  est  inconnu.  Celle  circon- 
stance se  présente  lorsque  le  point  d  est  le  sommet  d'un  cône  du  second 
ordre  qui  passe  par  les  autres  points  a,b,c,  a',b',c'.  Imaginons,  en 
effet,  un  tel  cône  et  coupoos-lo  par  un  plan  P;  les  arêtes  qui  aboutissent 
aux  sommets  de  l'hexagone  abm'b'c'  vont  déterminer  sur  ce  plan  un 
hexagone  ajBya'jî'j''  inscrit  dans  la  coniqne  d'intersection  ;  le  point  de 
conconrs  des  côtés  a|3,  a'[3'  doit  appartenir  à  la'  droite  d'inlerseeiion  des 
plans  dah,  da'b',  et,  par  conséquent,  il  se  trouve  sur  la  ligne  eE,  Ainsi, 
les  trois  droites  êE, /"F,  jrG  aboulissenl  aux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  l'hexagone  a^a'^'y'  et  seront  situées  dans  un  môme  plan 
avec  rhexagone  e/jEFG. 

11  y  a  une  inlïnité  de  cônes  dn  second  ordre  qui  jouissent  de  la 
propriété  de  passer  par  les  six  points  a,  b,  c,  a',  b',  c',  et  leurs  sommets 
sont  sur  une  surface  du  quatrième  ordre.  En  effet,  soient  R  =  0, 
S  =  0,  T  =  0,  U  =  0  les  équations  de  quatre  surfaces  du  second 
ordre  qui  passent  pnr  ces  points  :  l'équation 

m  +  f^S  -t-  vT  -H  pU  =  0 
définit  une   surface  quelconque  du  second  degré  jouissant  de  In   même 
propriété.    Si    elle    représente    un    cône,    les    coordonnées    du    sommet 
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doivent  vcrifier  les  éf[U.itions 


-  «S'.  ■ 


vT'.-f-pU'.  =  0, 


)>R\ 


h  ijS',j  -+-  vT'„ 

ÎR',  -+-  i>S\  -4-  vT'i  - 
Par  l'élimîn.ition  tJes  pMpamèlres,  on 


pU',  =  0. 


R'.     S',     1-,     U'. 


lï'ï 


T'j     ll\ 


U', 


qui  représente  le  lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  les  points 
u,b,e,a',b',c'.  Chaque  fois  que  le  septième  point  se  trouve  sur  celte 
snrface,  la  construction  de  M.  Hesse  n'est  plus  applicable.  M.  P.  Serhet, 
Géométrie   de  direction,    p.    352,    complèle   le  théorème   du  géomètre 

303.    Surfaces    douhtement     laiigetiles.    Considérons    deux   surfaces 

S  =  0,  S'  =  0 
i|ui  se  louchent  en  deux  points  m  et  n.  Menons  un  plan  par  la  droite  mn 
ei  un  troisième  point  p  de  l'intersection  dei  surfaces  :  il  coupera  celles-ci 
suivant  deux  coniques  doublement  langentes  en  m  et  h,  et  passant 
par  un  autre  point  p;  ces  courbes  satisfont  à  cinq  conditions  idenliques 
et  doivent  coïncider.  Mais,  deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  en 
commun  une  même  conique,  ne  peuvent  plus  se  rencontrer  que  suivant 
une  courbe  du  second  degré  puisque  leur  interscclion  est  une  courbe 
du  4^  ordre.  Par  eonséquenl,  les  deux  surfaces  doublement  langentes 
se  rencontrent  suivant  deux  courbes  planes.  Si  on  représente  par 
A==0,    R=0    ics    équations   des    plans   des     coniques    d'inlcrseciion, 


I  équation 


h  ÏAB  =  0, 


où  ï  est  un   paramèlrc  arbitraire,  di^linit  un  sysiènio  de  surfilées  du 
second  ordre  doublement  tangentes  à  S  =  0. 
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Nuus  avons  vu,  en  géomélric  plane,  que  <1cuil  coniques  sont  liomo- 
théliqucs  lorsque  les  coellicicnis  des  carres  des  variables  soni  propor- 
tionnels j  on  pcul  élendre  i'acilcnient  ce  rësuliat  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Cela  étant,  si  S  =  0  reprcsenlc  une  surface  du  second  di-gi-é, 
l'équation 

S  -t-  AA  "=  0 

définit  un  sjslùmc  de  surfaces  homotliéliques  ii  la  proposce  :  c'usl  un 
cas  particulier  do  l'équaiion  S -t- iAU  =  0,  celui  où  Je  polynôme  It 
se  i-cduit  ^  une  conslanlc.  Les  surfaces  homoiliéliques  se  reiicuntroiit 
donc  suivant  deux  coniques  planes,  l'une  située  à  une  distance  finie 
dans  le  plan  A  =jO,  l'autre  à  l'infini  dans  le  pitiii  k^O.  En  parti- 
culier, deux  sphères  quelcoiiqucs  doivent  être  considérées  comme  ayant 
en  commun  un  cercle  imaginaire  à  l'inlini. 

Théouème  1.  iorsgiie  Iroia  surfaces  dit  second  ordre  jinssenl  par  mte  même  coitii/ue, 
les  p/ima  des  autres  c<miques  d'inlerseclioii  da  tes  surfaces  piïses  deux  à  deum  j)n,iseiii 
par  WI0  droite  fii:e. 

Ce  llicoicmc  découle  des  cqualious 


en  les  coiuljîiiaut  [lar  soaslradioa,  on  verra  que  les  «oiiiquus  d'iiilci'scclioa  se  liouvciit 
dans  les  plaiii 

11=0,      C=0,      /B  — ^C  =  0. 

S.  Élaiil  donnée  une  curface  du  second  ordre  doubkmml  langente  à  vue  tpliére,  lo 
carré  de  la  tangente  à  la  tpkère  ntenée  d\iu  point  de  la  surface  est  dans  un  rapport 
comlaHt  avce  le  produit  des  distances  du  même  point  aur  plana  des  coniques  d'inter- 
aeelion. 

Ce  théorème  «st  lu  traductiou  de  l'équalion  S  -H) Ait  =^0,  lorsqui;  S  ifpiésoiUe  lo 
premier  membre  de  l'équiilioii  d'une  spliérc. 

a.  Le  lieu  d'un  point  tel  que  h  carré  de  la  tangente  menée  par  ee  point  à  une  sphère 
cil  daa*  un  rapport  constant  avec  te  produit  de  ees  distaneea  à  deux  plans  litccs  A  =:  0, 
1)  =  0 «9l  une  surface  du  secoiut  oMi-e ayant  un  douille  contact  «ufc  la  splièie. 

En  effet,  l'éiiuation  du  lieu  aura  de  la  toriiie 


Ali 


k  (coLisl.),   ou  S  -  i-AB  =  0. 


Si  la  splière  se  réduit  à  un  point,  on  a  eo  tliéorème  :  le  lieu  d'un  point  tel  que  le  carré 
ie  sa  distance  à  un  jtoiiif  ftxe  est  dans  un  rapj'orl  constant  Boea  le  proituil  de  «se  distances 
i  deuar  plans  A^O,  il  =  0  est  mie  lurf ace  du  second  ordre  ayant  un  doaOle  contact 
aaec  le  point  fixe. 

Ce  poiiit-splière  nuiû  deuï  sections  planes  communes  avec  la  suiLee  ;  «'est  te  point 
que  nous  uvous  appelé  foyer  d'une  surface  dn  second  oïdii.'. 
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aOJI.  Surfaces  circonscriles.  Si,  dans  l'i^quatiori  S+)AB  =  0,  on 
[losi;  A^li,   cll(!  devient 

S  H-1A*=0. 

Celle-ci  représenlern  un  système  de  surfucts   du   second  ordre  doni 

les  sections  planes  communes  coïncident;  elles  se   louchent  en  tous  les 

points  de  In  conique  du  plan   A  =  0;  cnr  l'cqiinlion   du  plan  langent 

à  la  surfaces  en  un  point  [x',  y',z')  de  cette  courbe  est  de  ia  forme 

P  -1-  ),AA'  =  0, 

p  =  0  ùtanl  1(!  plan  tangeot  à  S,  et  A' la  valeur  du  polynôme  A  pour 
les  coordonnées  x',  y',  z';  mais  le  point  de  contact  étant  dans  le  plan  A, 
on  a  A'  =  0,  et  le  plan  tangciit  P^^O  sera  commun  à  toutes  les 
surfaces  de  la  série.  On  dit  alors  que  les  surfaces  se  raeeordent  tout 
le  long  de    celte  conique   ou  qu'elles  sont  circonacriles  l'une  à  l'autre. 

Les  siirraces  liomo  thé  tiques  cl  eonceniriqucs  k  une  surface  du  second 
ordre  S  =  0  sont  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

S  -+•  A  =  0; 
c'est    un  cas  parliculiei'    de    la    précédente,    celui  où    le   polynôme  A 
se  réduit  à    une  conslanle.   Il  en   résulte  que  l'on   doit  considérer  les 
surfaces  Iiomoihéliques  et  eonceniriqucs,  comme  se  raccordant  suivant 
une  conique  dans  le  plan  à  l'infini  /i  =  0. 

Il  faut  remarquer  qu'un  plan  sécant  renconlre  les  sui-races  circon- 
scrites suivant  des  coniques  qui  ont  un  double  contact.  En  particulier, 
lorsqu'un  plan  sera  langent  en  un  point  ombilic  de  la  surface  S  =  0, 
il  rencontrera  la  surface  S -i- iA^  =  0  suivant  une  conique  qui  aura 
un  double  contact  avec  ce  point,  et,  par  conséqucnl,  l'ombilic  sera  l'un 
des  foyers  de  cette  conique. 

Donc,  si  deux  surfaces  du  second  ordre  soitt  eircoiiscriles  l'um  à 
Vautre,  les  plans  tangents  aux  ombilics  de  l'vne  des  surfaces  renco7itre 
l'autre  suiviint  des  coniques  qui  ont  ces  points  pour  foyers. 

Lorsque  l'une  des  deux  surfaces  est  une  sphère,  tout  plan  (angmi 
à  la  sphère  déterminera  par  son  intersection  avec  la  surface  du-  second 
ordre  une  conique  dont  l'wi  des  foyers  sera  te  point  de  contact, 

THÉonÈMB  «.  Dbu3^  surfwt:s  du  snunil  ordre.  i:irco«sc,-iies  à  uiiù  Iroisiimi:  st  coupml 
tttivanl  dmx  courbes  planes. 
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En  retraiiiiliaiil  membre  à  mcmlipe  les  équations 

S-|-1A'=0,        SH-^B=  =  0 
il  vient  SA'  —  /iB' =  0  qui  définit  deux  plans   passant  par  les  points  communs  au 
surfaces. 

a.  Quand  (l'Ois  suifuCEi  du  second  ordre  son/  circonseriles  à  une  qualriiiiie,  cil 
>e coupent  suivanl  dm  courbes  plaiirs  el  k»  lix  plans  de  ces  Eouibes  pnnsml  huis  à  Iro 
par  une  mime  droite, 

liCS  liquatjons  des  surfaces  circonscrites  à  S  étant 

S  +  A'  =  0,        S-hB>  =  0        S-l-C'  =  0, 
les  six  |]lsns  des  coniques  d'iiitersuclioii  seront  rcprésealcs  par 

As~B'  =  0,        A*  — C'  =  0,        11'  — C'  =  0; 
ils  formcfont  quatre  groupes  Je  (rois  plans  passant  pav  une  mÉme  droite. 

S.  Lorsqu^vne  surface  du  setoud  ordre  ai  eii-comerite  à  une  splibre,  le  rappvrl  de 
tangente  à  la  iphère  issue  d'un  point  de  la  surface  à  la  distance  de  ce  poiitl  au  plan 
nuxordcmcnt  est  conalanl. 

Ce  Ihcorènie  est  la  tiailuctioii  de  l'équation  de  S  -t-)A^^O,  quand  S  =  0  représer 
une  surface  spliérique. 

4.  Le  lieu  d'un  point,  tel  que  le  rapport  de  la  laugcnte  issue  de  ce  poifil  à  » 
sphère  S  à  sa  diaCaiice  à  un  plan  fixe  A=;0  est  constant,  est  vae  surface  du  seco 
ordre  circowcrite  à  la  sphère  suivant  le  plan  fixe. 

En  effet,  l'équation  du  lieu  est  de  la  forme  7-  =  *,    ou  S  —  W  —  0. 


nos.  Quand  vue  surface  du  second  ordre  esl  circonscrite  à  un  quadri- 
latère, toute  transversale  rencontre  la  surface  et  les  plans  des  angles 
opposés  du  quadrilatère  en  six  points  en  involution.  {Folie,  Mémoires 
de  l'AcadémiK  de  Belgique,  loinu  XXXIX). 

Suieni   A  =  0   et  C=0,     B=0   et    D  =  0   les   plans   des  angles 
opposés  d'tin  quatlri litière  gniiclie.  L'équalion  d'une  surface  quelconque 
(lu  second  oi'iii'c  circonscrileà  ce  polygone  est  de  \n  forme 
AC  -  IBD  =  0. 

des   plans  A,  B,  C,  D  soioiU  famciiécs 


Supposons 

;  (|iic  les 

éqiiaùoiis  des   pi 

ta  forme 

(A) 

z  M-  UiX  -h  Uîy 

(B) 

z  +  h,x  ■+■  Ihy 

(tO 

z  +  c,x  +  e,y 

(D) 

z.^d,x-^d,y 
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a,  b,  c,  d  désigiiuiil  les  distances  à  l'origiLH!  u  Ues  puiiils  où  les  plai 
venconlrcnl  l'axe  des  z.  Aupelrtiis  a,  P,  a',  ^'  ces  poinis,  m  et  m'  eeu 
où  le  même  uxe  perce  lu  surCiiee,  Si  on  (lose  x^y  =  0  dans  l'éiiiifilio 
AC  — >IiD--0,  elle  se  réduit  à 

{z~,i){z~c}-^y.{z-~b)(z-d). 

Eti  rcmpljiçiinl  suctcssivcmenl  s  par  les  segments  ow,  ont'  il  vienit; 
les  égaillés 

(»,,.  - ..)  („„,  -  »)  _     (""■'  -  ■■)  (»»■'  -  <■) 

(,„„  _  6|  („,„  -  ,1)       ■      (o,,/ -6) („,„■-, ()• 


el,  par  eoiiséqiicnt,  les  six  poinis   «  el  a',    p  cl  [5',    m  et  m'  forment  tine 
invoiulioc). 

306.  Si  un  hexagone  gauche  inscrit  à  une  surface  du  second  ordre 
est  formé  de  six  génératrices  dont  trois  apparlieitnent  à  mt  Même 
système,  tes  }}luns  des  ongles  opposés  se  coupent  suivant  trois  droites 
situées  dans  un  même  plan  (Folie). 

Soit  un  hexagone  gauche  125436  inscrit  k  nue   surface   du  second 
;  dont  les  côléslâ,  54,  "bC  sont  des  génè- 
res  d'nn    inème   sjstèmc   cl   les  côliîs  iiS, 
;on(!  système. 

A4  =  U, 

AA 
sont  les  équations  des  plans  des  angles  1,2,  clc, 

i''s  SB-  les  pîans  opposés  seront  Ai  et  A*,   Aj  et  Ab, 

Aj  et  Ae.    Soit  a   le   point  de  rencontre  des  côtés  45  et  12;  les  deux 

quadrilatères   IGSa,    254((  sont  inscrits    dans  la  surface  et  ont  une  face 

commune  A  =  0.   Il  en  résulte  que  la  surface  peut  être  représentée  par 

l'une  ou  l'autre  des  équations 

>AAfi  —  «A,As  =  0,     J.fAAs  —  WiA,A(  -=  0  ; 


61    des  géiiéralric 

es  du   se 

A,  =  0,    A.==0, 

A,  =  0, 

As  ==  1), 

A6-=-0 
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d'où  on  tléiliiit  l'iiîcntité 

UAc  —  f/A,As  ~  ï, AAî  —  fAïAaA.  ; 
pnr  suite,  les  équations  équivalentes 

A  {Iko  —  Ms)  =  0,     p.A,A=  —  (i.!hîhi  -=  0 
représentent  le  même  lieu.  Ln  sernnde  esl  satisfaite  en  posant 
A,  =  0,       Aî  =  0; 
As  =  0,       Ai  =  0; 

CCS  équations  donnent  les  droites  12,  45  qui  dflcrniint'nt  le  |il;in  A, 

De  plus,  elle  est  encore  satisfaite  on  posant 

A,  =-n,       A4  =  0; 

A=  =  0,  As  =  0; 

{■t  les  droites  d'intersection  de  ees  plans  opposés  devront  appartenir  au 
plan  XAa  — îtAs  =  0  donné  par  l'autre  équation;  comme  ce  dernicp 
passe  par  l'intersection  dos  plans  Ae  et  As,  le  théorème  est  domontré, 

307.  On  a  Irais  surfaces  dv  sncond  nrdre  S,Si,Ss;  on  mène  deux 
surfaces  d»  second  det/rè  s,  et  sa,  la  première  par  l'intersection  de  S  et 
S),  la  seconde  par  l'inlerseetion  de  S  et  Ss;  (a  courbe  d'intersection  des 
surfaces  s,  et  ss  se  trouve  sur  une  même  surfane  du  second  degré  avec 
la  ligne  d'intersection  de  Si  et  Sa- 

En  effet,  les  équations  des  surfaces  (s,)  et  (sa)  étant  de  la  forme 
S  — fciS,  =  0,  S—  fraSî  =  0, 

on  trouve,  en  les  retranchant  membre  à  membre, 
kSi  —  kS,  =  0. 

Cette  équation  du  second  degré  représente  une  surface  dn  second 
ordre  passant  par  la  ligne  d'intersection  de  Si  et  S)  ;  comme  elle  provient 
des  précédentes,  elle  renfermera  aussi  la  courbe  gauche  du  4*  ordre 
suivant  laquelle  les  surfaces  si  et  sa  se  rencontrent, 

39S.  Étant  données  trois  surfaces  du  second  ordre  S,  S,  e(  S — kSi 
qui  passent  par  la  même  courbe  gauche  du  4'  ordre,  et  vne  autre 
surface  déte7'minée  s,  on  mène  par  les  lignes  d'intersection  de  s  et  S, 
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s  et  Si  deux  surfaces  Hi  et  Ss;  la  courbe  d'intersection  de  8i  et  St  ainsi 
(jue  l'intersection  de  s  é(  S  —  kSi  appartiennent  à  une  même  surface 
dît  second  ordre. 

En  effet,  si  on  retranche  membre  à  memhrc  les  éqiialions 

{s,)         S  —  /f,s  =  0,       S,  —  hs  =  0, 
.Tprèi  iivoir  multiplié  In  seconde  par  k,  on  trouve 

S  — /cSj  — (ftd  — Mi)s  =  0; 
('■qualion  qui  définit  une  surface  dn  second  ordre  passant  par  l'inler- 
spction  de  s  el  S  —  kS,  ainsi  que  par  i'interscctioM  de  s,  et  Sî. 

309.  Etant  données  deux  sphères  Ci,  Cs  et  une  surface  du  second 
ordre  S,  par  les  lignes  d'intersection  de  S  et  Ci,  S  et  Cs  oh  mène  deux 
surfaces  du  second  degré  Si  et  s,;  la  courbe  d'intersection  de  St  et  Si 
se  trouve  sur  une  sphère  passant  par  le  cercle  d'intersection  des  sphères 
Ci  e(Cs. 

Les  équations  des  surfaces  Si  et  ss  sont  de  la  fni-me 

(Si)       S  — A-,C,=0,         (Sa)       S  — /(:sCs  =  0; 
on  en  déduit  pnr  soustractinn 

k,C,  —  hC^^(S. 

Cette  dernière  équation  reprësente  une  sphère  passant  par  l'inler- 
section  de  Ci  et  Cs  ainsi  que  par  la  courbe  gauche  du  4"  ordre  suivant 
laquelle  se  rencontrent  les  surfaces  si  et  sj. 


§  2.  ratEnsECTiON  de  deux  siîrfaces   du  second  oudue. 

310.  Considérons  dcijK  surfaces  du  second  ordre  représentées  par  les 
équations 
R=:A3:^-»-A'(/*+A"j*-4-2B.Vî  -1-  2B'xï  -*-  2I)"r!/+  ^Cxt  +  2C'f/(  -t-  2C"ît  +  Fl^ 
^''S  =  n3;^+  «'.(/'-+-  a"s=-i-  ^hyz-h  %'xz -^^  26"ti/ -t-  2cjri-t-  2c't/( -^  ^c"sl-f-ft^ 
Elles  se  rencontrent  suivant  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
et  nous  avons  vu  qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre 
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définies  par  l'cqiintinr 


(2)        VI  —  ÏS  =  0 


Jouissant  de  In  prnpriùlé  de  passer  par  ceU.e  ligne.  Nous  niions  démontrer 
que,  pHrmi  ces  surfaces,  il  existe  en  général  quatre  surfaces  coniques. 
Si  l'équalien  (2)  reprcsenlc  un  c6ne,  les  coordonnées  du  sommet  Térî- 
Itent  les  égaillés 

R',  —  fS',  =.  0,       R'„  ~  Î,S',  -=  0,        lî'.  —  IS\  =  0,       R',  —  AS',  =  0. 
En  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  viileiirs  et  éiiminanl  x,  y,  z, 
on  arrive  à  l'équalion 


->«',        B  — 1&,       C'—lc' 
-l(i,  A"  — ï(i"     C"— ic" 

—  le',        C"  —  le",   V—lf 

À,  et,  par  conséquent,  il  y  a  en  général 


Elle  est  du  quatrième  degré  e 
quatre  cônes  passant  par  i'iiilersection  des  surfaces  R  et  S.  Si  on  désigue 
par  >!  l'une  des  racines  de  cette  équation,  le  sommet  du  cône  correspon- 
dant sera  déterminé  par 

R'x  —  >iS',  =  0,  R',  —  J,S'„  =  0,  R',  —  ).,S'=  =  0,  R'i  —  iiS'i  =  0; 
ce  sont  les  équations  de  quatre  plans  qui  se  rencontrent  en  un  même 
point, 


311.  Le  tétraèdre  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  sommets  dts 
cônes  passant  par  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est 
conjugué  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  qui  passent  par  cette 
courbe. 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  [x',  y',  z' ,  t')  par  rapport  à  la 
surface  R  — iS  =  0  est  représenté  par  l'équation 


(P)  iK(R'.,  — IS'.O+ylRV- 
Mais,  si  le  pôle  coïncide  a 
racine  li,  on  a  les  relations 


-  >'S'„, 


+  s  {R':,  —  )S',,}-+-  (  (R',,  —  1S',,)= 
sommet  du  cône  qui  correspond  à 


=  ),S'«„       R'„  =  î.,S'î,„      R'=,= 
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par  suite,  J'ni|iiafion  pr^cédenlc  se  réduit  à 

(î,  —  l)  (xS\,  -h  yS',j,  +  sS',,  -i-  (S',,)  =  0, 
ou 

xS'^,  -+-  yS',j,  +  sS',,  -+-  *S',,  =  0. 

Cette  dernière  équation  définit  un  plan  fixe;  c'est  le  plan  polaire 
du  sommet  du  cône  par  rapport  à  la  surface  S;  ce  sera  en  même 
temps  le  plsn  polaire  du  même  point  par  rapport  à  toutes  les  surfaces 
du  système.  Les  autres  sommets  des  «ôiies  joiiipont  évidemment  de  la 
même  propriété. 

Réciproquement,  si  un  point  de  l'espace  a  le  même  plan  polaire 
relativement  aus  surfaces  R  —  >S  =  0,  il  doit  coïncider  avec  l'un 
des  sommets  des  quatre  cônes  passant  par  l'intersection  de  R  et  S.  Car, 
pour  que  l'équation  (P)  représente  le  même  plan  quel  que  soit  î,,  on 
doit  avoir 

R'„  =  kS:,      R',,  =  kS'.j„      R'„  =  kS,':,,      R',,  =  A-S'„. 

Mais,  si  on  élimine  x',  y',  s',  ('  entre  ces  équations,  on  trouve  que 
la  quantité  k  doit  vérifier  l'équation  du  quatrième  degré  en  î.,  et,  par 
suite,  le  pomt  (a;',  y%  %' ,  (')  sera  l'un  des  sommets  des  quatre  cônes 
dont  on  a  démontre  I  existence. 

Enfin,  nous  allons  voir  que  le  plan  polaire  du  point  [x' ,  y',  s',  (') 
est  celui  qui  pitse  pu  les  sommets  des  autres  cônes.  En  effet,  multi- 
plions les  egalitcs 

par  a;",  ?/",  z",  ("  et  faisons  leur  somme;  multiplions  de  même  les 
équations 

R',„  =  \S.'^„       R'^,,  =  lîS'j,,,        R'=„  =  IS':„,       ïl'^,  =  ïaS''„ 

par  x',  y',  z' ,  i'  et  ajoutons-les  memlirc  à  membre;  en  retranchant  les 
s  ainsi  obtenues,  il  viendra 


0  =  (X,  —  M  {x"%\,  +  y"^\j,  1-  z"S'„  ■+■  ("S',,), 
en  observant  que  l'on  a  toujours  la  relation 
x"R\,  +  y"W,j,  -^  z"R\,  -^  ("R'i  =  x'R\„  -^  y'R',j„  -i-  e'R'.„  h 
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par  suite,  si  1,  et  ia  sont  des  racines  différentes,  le  sommet  {x"y"z"t") 
se  trouve  dans  le  plan  polaire  du  point  {x'y'z't').  On  verrait  de  la 
même  manière  que  les  deux  autres  sommcis  des  canes  appartiennent 
au  même  plan.  Donc  le  sommet  (x'y'z'f)  a  pour  plan  polaire  la  face 
opposée  du  tétraèdre  et  ce  dernier  est  conjugué  à  toutes  les  surfaces 
du  système. 

31S.  Si  on  désigne  par 

A=0,      B  =  0,      C  =  0,      D  =  0 
les  équations  des  faces  du   tétraèdre   conjugué   à   toutes  les  surfaces 
R  —  )S,   celles   des  deux  surfaces  R   et  S  rapportées  à  ce  tétraèdre 
seront  de  la  forme 

(s) 

l'h?  -1-  m'B'  -1-  «'C*  -*-  p'D'= 0. 

On  peut  d'ailleurs  se  convaincre  facilement  qu'il  est  toujours  possible 
de  ramener  les  équations  des  surfaces  R  et  S  à  la  forme  précédente. 
En  effet,  les  poynômes  A,  B,  C,  D  renferment  chacun  trois  constantes 
indéterminées  de  sorte  que  les  équations  (s)  contiennent  dix-huit  para- 
mètres arbitraires,  autant  qu'il  y  en  n  dans  les  équations  R  et  S;  d'où 
résultent  la  possilibité  de  ramener  celles-ci  à  la  forme  (s)  et  l'existcnee 
d'un  tétraèdre  conjugue  aux  deux  surfaces.  De  plus,  l'équation 

fA=-t-mB'  -hhC^  ■+ pV^ —  1{1' h?  -i-m'B^  -*-  k'C^  -h  p'D^)=^0, 
ou 

[l  —  II')  A^  -4-  (m  —  îw'}  B^  -1-  (w  —  !«')  C^-\-[p  —  Ip')  D^  ^  0, 
qui   représente  toutes  les  surfaces  qui   passent  par  la   courbe  d'inter- 
section des  deux  premières,  montre  que  le  même  tétraèdre  est  conjugué 
à  chacune  d'elles. 

Enfin,  si  on  élimine  A  entre  les  équations  (s),  il  viendra 

(ml'  —  Im')  B^  +  {ni'  —  lu')  G^  -t-  {pi'  —  Ip')  D^  =  0  : 
équation  qui  représente  un  cône  passant  par  les  points  communs  aux 
deux  surfaces  et  dont  le  sommet  coïncide  avec  celui  du  tétraèdre  où 
aboutissent  les  faces  B,  C,  D.  Il  est  évident  que  les  autres  sommets  du 
tétraèdre  jouiront  de  la  même  propriété. 
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313.  Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  une  génératrice  com- 
mune se  renrontrent  suivant  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre  et 
se  toucheyit  en  deux  points  de  celle  génératrice. 

Lorsque  deus  surriices  ont  une  génératrice  commune,  un  plan  qui 
rencontre  cette  droite  en  un  point,  ne  peut  plus  renconircp  leur  courbe 
d'intersection  qu'en  trois  points;  donc  celle-ei  sera  du  iroiaième  ordre. 
On  donne  souvent  le  nom  de  cubique  gauche  à  lu  courbe  d'intersection 
des  surraces  qui  ont  une  génératrice  commune. 

Suient  A  =  0,  B  =  0  les  équations  d'une  droite.  Deux  surfaces 
passant  par  cette  lijrne  auront  des  équations  de  !a  forme 

AC  -  iliD  =  0, 

A  ((A  H-  tnB  +  (iC  H-  pU)  —  jiB  (CA  -+-  m'IÎ  +  n'C  -^  p'D)  =  U  ; 

par  suite,  celles  des  plans  tangents  en  un  point  (0,  0,  C,  D')  de  la  gêné- 
trice  commune  peuvent  s'écrire 

ÂC  —  ïBD'  =  0, 
A  (wC  4-  pD'}  —  pB  {n'C  -t-  p'D')  =  0. 
Pour  qu'ils  coïncident,  il  faut  que  l'on  ait  l'égalilé 
C        _  iD' 

nC  +-  pD'  "  7("'C'  ■+  p'D')' 
Cette  équalion  étant  du  second   degré,  il  existe  deu\   points  de  la 
génératrice  où  les  surfaces  auront  même  plan  tangent. 

Une  cubique  gauche  provient  de  l'interseciion  de  deux  liyperboloïdcs, 
de  deux  paraboloïdes,  etc.,  qui  ont  une  génératrice  commune.  Elle  sera 
représentée  d'une  manière  générale  par  deux  équations  du  second 
degré  qui  renferment  six  paramètres;  car  les  surfaces  du  second 
ordre  qui  passent  par  une  droile  satisfont  à  trois  conditions  distincics 
et  elles  ne  peuvent  plus  être  assujetties  qu'i  six  conditions  nouvelles. 
Il  s'ensuit  qu'une  cubique  gauche  es(  complètement  définie  par  six  de 
ses  points. 

Deux  plans  ou  toute  surface  du  second  ordre  ne  peuvent  rencontrer 
une  cubique  gauche  en  plus  de  six  points;  par  suite,  une  surface  dn 
second  degré  qui  passe  par  sept  points  de  celte  courbe  doit  la  renfermer 
cnlièrement.  Kous  avons  vu  précédemment  que   les   surfaces  du  second 
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ordre  menées  par  sept  points  de  lespaee  pasbcot  pir  un  liiiitieine 
point  fixe;  mais  si  les  points  appiptiennent  a  une  cubique  gauche, 
le  huitième  point  sera  indéterminé  et  pouna  oecupei  une  posilion 
quelconque  sur  celte  courbe.  Il  lesulte  de  cette  remaïque  que  kuil 
points  d'une  cubique  gauche  sont  teU,  que  toute  surface  passant  pm 
les  sept  premiers  passera  par  [le  huitième,  et  deux  tetiaidres  tnscrtls 
dans  une  cubique  guvche  seront  conjugiits  a  une  même  •^uifuti.  du 
second  ordre. 


§  5.  UELATION  ANALYTIQUE  ENTRE  DIX  POINTS  d'UNE  SURFACE  DV  SECOND  ORDtlE, 
ENTRE    DIX    POLNTS    CONJUGUÉS    A    UNE    HÈSIE    SURFACE.    APPLICATIONS. 


314.  Lorsque  dix  points  représentés  par  les  équations 

P,  =  M,  M-  vy,  ^.  m,  —  1  =  ô,         Ps  =  0, ,   PiO  =  0 

appartiennent  à  une  même  surfuce  du  ser.ond  ordre,  on  peut  déterminer 
des  constantes  >■,  > ^lo  de  manière  à  avoir  l'identité 

s;n.p/=o. 

Réciproquement,  si  dix  poiiils  de  l'espace  donnent  lieu  à  celte  relation 
identique,  ils  seront  situés  sur  une  même  surface  du  second  ordre. 

Supposons  que   les  dix   points  {xii/iZi),  {r^y^Zo), appartiennent 

k  la  surface 

ax^  ■+■  a'y^  -t-  a"z^  -t-  26yz  -t- 2c"î  ^=  \  ; 

on  aura  les  dix  égalités 

axi^  -t-  a'tji^  ■+■  a"zi^  -t-  2byiz\  -+- -i-  2c"zi  =:  i, 

axi^  -t-  a'yi^  -w  a"sï'  -t-  26!/ïSî  -t- -+-  2c"sa  =  i, 

(h)  axs^  +  a'yi^  -t-  ii"2s'  ■+■  âbyjSj  -+■■--■.     -^  2i;"jî;  ;=  1 , 


ax,o^  -V  a'i/,0^  -V  a"3,o'  -t-  2by,aZio  ^  .     .     ■      ■  +  2c"zio  =  1. 
Pour  que  ces  équations  admettent  un  système  de  valeurs  déterminées 
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pour  les  paramètres,  on  doit  avoir 


Xin'  yio' 


y,z,  ■  ■  ■  ■ 

....    I,    1 

5,z,  .  ■  ■  ■ 

....   2,    1 

ysSs    '     ■     ■     ■ 

....    2,   1 

1 

•    ...    ï,.  1 

D'un  autre  cote,  si  on  a  l'identité 

2|%  (mxi  -h  v%jK  -t-  wzi  —  1)^  =  0, 
il  faut  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  des  variables  m,  i 
soient  nuls  séparément  ainsi  que  le  terme  indépendant;  on  aura  a 

les  dix  conditions 

>ia;i^ -t- ïsj;^^ -H  >3J'3^ -I- >jo3Tji,5  =  0. 

^.y.^-^ =0, 


Ïl3l*  -t-  .  .  .  . 
ïi^il/l  -î-  îaZsJ/a  +  ■ 
llXiZi-V--  •  ■  - 
li^iaii  -H       .       -       ■ 

1,J,  -H  .  .  .  . 
î.lZi  -(--.■■ 

1,  -t-  ia  -1-    .      ■      ■ 


■  =0, 


■  .     ■  =  0, 

-  >ioXio  =  0, 

-  .       =0, 

-  .    .  =  0, 
.  .     .=0. 


Ces  équations  admettront  un  système  de  valeurs  déterminées  pour  le: 
rapports  \  :  Xs 


.  avec  la  condition 


yê   y-J 
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Cela   étant,  si  les  dix  points  appartiennent  à  une   surface  du  second 

ordre,  la  uondition  (s)  est  satifatle  puisque  les  équations  {h)  sont 
vérifiées  par  un  seul  système  de  valeurs  des  paramétres  ;  mais,  3a  condi- 
lion  {s)  est  la  même  que  (s'),  et,  par  conséquent,  il  sera  possible  de  déter- 
miner des  coefficients  îj,  la qui  donnent  l'indentité  S'/iiPi'sO. 

Réciproquement,  si  l'identité  précédente  exisle,  la  condition  (s')  sera 
vérifiée  ainsi  que  la  condition  (s);  donc  les  équations  (h)  donneront 
un  seul  système  de  valeurs  pour  les  paramètres  et  il  existera  une  surface 
du  second  ordre  passant  par  les  dix  points. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  de  l'équation  d'un  point, 
le  théorème  précédent  revient  à  dire  que  ta  condilion  nécessaire  et  suffi,' 
santé  pour  que  dix  points  de  l'espace  appartiennent  à  une  même  surface 
du  second  ordre,  c'est  que  les  carrés  de  leur  distance  à  un  plan  quel' 
.conque  soient  liés  par  une  relation  linéaire  el  homogène  2Î%Pi'=0 
(P.  Sebret). 

315.  L'identité 

exprimera  que  toute  surface  du  second  ordre  passant  par  les  huit 
premiers  points  passera  par  le  neuvième.  En  effet,  on  a  les  dix  conditions 

hyi'-^ ^0, 

(«)         l,y,Z,  -+-       ■ ïgJsCg  =  0, 

il  +  la  -t- -»-  ia  =  0. 

Si  on  exprime  que  la  surface  renferme  les  neuf  points,  on   a   les 
neuf  égalités 

ttXi^  +  a'yi^  + —1=0, 

ax^^-i-        —1=0, 

(«') 

«xs^  -H  a'i/fl'  + — 1=0. 
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Multiplions  les  éqiin(joiis(û:)  respcolivement  par  a,  o',a",  2f),.---i  —  ^! 
cl  ajoiitons-los  membre  à  membre;  il  viendra 
(P)    l,(oKi*  -I-  «'î/a'  •+•  ■  ■  -— 1)  +  lî(ar3^  +  n'!/î^-4-  ■  ■ ■!)-+-  •■  ■ 

+  ).9(aS9*  +  tt'î/g'   +     ■    ■    -■— 1)=^0. 

En   supposant  que   les  quantités  a,  a' soient  les   coefficients  de 

l'équation  d'iTne  surface  du  second  ordre  quelconque  qui  passe  par  les 
huit  premiers  points,  la  relation  précédente  montre  qu'elle  passera 
aussi  par  le  neuvième;  donc,  etc. 

Réciproquement,  si  neuf  points  de  l'espace  sont  tels  que  toute  surface 
du  second  ordre  menée  par  les  huit  premiers  passe  par  le  neuvième, 
on  anra  les  équalions  («')  et  aussi  la  relation  ((3)  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  paramètres;  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  «, 
a'  etc.,  on  retrouve  les  conditions  {a.)  qui  expriment  que  l'identité 
2ÏJPi*  =  0  a  lieu. 

On  démontrera  de  ia  même  manière  que,  si  on  a  l'identité 

entre  huit  poinis  de  l'espace,  toute  surfflcc  du  second  ordre  menée  par 
sept  de  ces  points  passera  par  le  huitième;  réciproquement,  si  huit 
points  sont  tels  que  toute  surface  du  second  ordre  menée  par  sept  d'entre 
eux  passe  par  le  dernier,  on  aura  Tidentité  précédente. 

316.  Lorsque  dix  couples  de  points 

P,P',  =  0,  PsP's  =0, ,  PloP'iO  =  0 

sont  conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre,  il  est  toujours 

possible  de  déterminer  des  constantes  li,  \ de  manière  à   avoir 

l'identité  21')iP,P'i=0. 

Réciproquement,  si  on  a  IHdentité  précédente  entre  dix  couples  de 
points  de  l'espace,  ils  seront  conjugués  à  une  même  surface  du  second 
ordre  (P.  Serret). 

En  effet,  si  on  exprime  que  dix  couples  de  points  (x,yiZi],  (a^'iJ/'iS'i), 
etc.,  sont  conjugués  par  rapport  à  la  surface 

ax^  4-  a'y*  ■+-  a"z^  -t-  2byz  ■+- =  1 , 

il  vient  les  dix  égalités 
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c  {xj  -4-  a;'i)  -+-  •  •  =  ■! , 


D'un  autre  côlé,  pour  que  l'idcntitc 

2J"i!  {ax{  ■+■  vtj,  -H  wz,  —  1)  (wx'i  -I-  i!!/'i  -1-  jœ'i  —  1}  s  0 
csiste,  on  doit  avoir 

llXiX'i  -l-l^X^X'î  -I- -i-XioXtfiX'ti,:=0, 

lojiy',  ■+■  Myiy\  -t- hay,oy',a  =  0, 

XiZiz'i  -f-  îsZas'a  -4- iiorioï'io  =0, 

[d')    \{y,z%*z,y\)^ =0, 


n  n  la  condition 


1  1        1 

le  système  d'éqiialions  {d)  donnera  des  valeurs  dëtermindes  pour  les 
cORfflcients  a,  a',  a"  etc.,  et  le  système  {d')  admettra  aussi  une  sohUion 

eommune  pour  les  constanles  ij  :  îj  :  1, H  en   résulte  que  si    les 

points  sont  eonjugués  è  une  même  surface,  it  exisicra  un  système  de 
\-aIeurs  pour  ï.j  :  Xj.,.,  :  ï.jo  donnant  l'idenlilé  2JH,PiP'i=0,  et  réci- 
proquement. 


y  Google 


-  422  - 

317.  Les  Ihëorèmes  qui  précèdent  conduisent  à   des  conséquences 

nombreuses  et  importantes;  elles  ont  élé  développées  par  M.  P.  Serret 
dans  un  ouvrage  remarquable  :  Géométrie  de  direclio7%.  Nous  allons 
en  donner  quelques  applications,  afin  de  montrer  avec  quelle  facilité 
on  peut  déduire  plusieurs  théorèmes  des  identités  fondamentales. 
D'abord,  si  on  dceompose  la  relation  identique  S?^iPi^  =  0  en  deux 
équations  équivalentes 

elles  doivent  représenter  la  même  surface  du  second  ordre  qui  sera 
conjuguée  à  la  fois  aux  deux  tétraèdres  P)PaP!Pi  =  0,  PbPbPtPs^O. 
Donc,  huit  points  de  l'espace,  tels  que  toute  surface  dit  second  ordre 
menée  par  sept  de  ces  points  passe  par  le  huitième,  étant  partagés  en 
deux  groupes  de  quatre  points,  seront  les  sommets  de  deux  tétraèdres 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

Réciproquement,  étant  données  les  deux  dernières  équations,  on  en 
déduit  l'identilé  primitive;  par  suite,  si  deux  tétraèdres  sont  cortjuguès 
à  Htie  même  surface  du  second  ordre,  toute  surface  menée  par  sept 
sommets  passera  par  le  huitième. 

Si  les  sommets  1  et  5  des  deux  tétraèdres  1254,  5678  coïncident, 
on  aura  sis  droites  12,  13,  14,  16,  17,  18  issues  d'un  même  point; 
cinq  d'entre  elles  suffisent  à  la  détermination  d'un  ciinc  du  second 
ordre  ayant  pour  sommet  le  point  i.  car  un  plan  rencontrera  ces 
droites  en  cinq  points  qui  déterminent  une  conique  appartenant  au 
cône  mené  par  les  cinq  droites.  Il  en  résulte  qae  si  deux  tétraèdres 
ont  un  sommet  commun  et  sont  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre,  les  six  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet  commun  appar- 
tiennent à  un  même  cône  du  second  ordre. 

Ce  dernier  théorème  a  lieu  si  le  sommet  commun  est  au  centre 
de  la  surface,  et  si  les  six  arêtes  forment  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués.  Quand  la  surface  est  une  sphère,  trois  droites  rectangulaires 
quelconques  issues  du  centre  forment  un  système  de  diamètres  con- 
jugués. Donc,  deux  systèmes  de  droites  rectangulaires  issues  d'un 
même  point  appartiennent  toujours  à  un  cône  du  second  ordre. 

31 8.  L'identité  2^).,P,^  =  0  conduit  encore  aux  équations 
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qui  définissent  le  même  lieu.  La  seconde  représenfe  une  conique 
dans  le  plan  678  et  conjuguée  au  triangle  qui  a  ces  points  pour 
sommets;  la  première  indique  que  cette  même  courbe  doit  être  con- 
juguée au  pentagone  plan  formé  par  les  traces  du  plan  678  snr  les 
plans  des  angles  du  polygone  gauche  12343.  D'après  une  propriété 
d'une  cubique  gauche,  huit  points  de  cette  courbe  donnant  lieu 
k  l'identité 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  :  Le  triangle  ayant  pour  som- 
mets les  traces  d'un  plan  sur  une  cubique  gauche  et  le  pentagone 
formé  par  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans  des  angles  d'un 
pentagone  gauche  inscrit  dans  la  courbe  sont  conjugués  à  une  même 
conique. 

La  conique  étant  déterminée  par  la  condition  d'être  conjuguée  à 
un  pentagone,  Ja  troisième  trace  d'un  plan  qui  passe  par  deux  points 
a  et  b  d'une  cubique  gauche  s'obtiendra  en  déterminant  le  pôle  de 
la  droite  ab  par  rapport  à  la  conique. 


319.  Les  sommets  des  douze  cônes  passant  par  les  intersections 
de  trois  surfaces  du  second  degré  appartiennent  à  une  même  surface 
du  second  ordre. 

Soient  S,  S',  S"  les  trois  surfaces  ;  PiPaPiP*  =  0,  les  sommets 
des  cônes  passant  par  la  courbe  d'intersection  de  S  et  S'  ;  PiPoPïPk  =^  0, 
PflPittPuPiï  =  0,   les   sommets    des  cônes    passant    par    l'intersection 


de  S  et  S",  S'  et  S" 

.  La  surface  S  étant   conjuguée 

tétraèdres,  on  aura 

(d)      s^UV^o. 

De    même,  la  su 

rfacc  S'    étant  conjuguée  au  prei 

tétraèdre,  on  peut  i 

Jcrire  i'identîlé 

(e)        :LÎF-iPi"  +  2Vp-sV^0. 

EiiUn,  on  aura  a 

usai  la  relation 

(/)      2:'>p.^  =  o, 

qui  exprime  que 

la   surl'acc   S"    est  conjuguée    au 

i  deux 


prer 
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ËÎèmc  tétraèdre.  Eliminons  Pa  et  Pia  enti'c  (d),  (e),  (f)  :  i!  viendra 
une  nouvelle  identilé  renfermant  les  points  1254,  567,  9,  10  el  11  ; 
donc  ces  dix  points  sont  sur  une  même  surface  du  second  ordre. 
Mais  toute  sarface  qui  passe  par  les  sommets  1234567,  1234,  9,  10,  H 
de  lieux  tétraèdres  respeclivement  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre  renferme  le  huitième  ;  par  suite,  les  points  S  et  12 
doivent  appartenir  à  la  même  surface  du  second  ordre  que  les  autres 
sommets. 


y  Google 


CHAPITRE  XV, 


PROPRIETES    GENERALES     DES    SURFACES 
DU    SECOND    ORDRE,   (snïe) 


Méthode  de  la  notation  abrégée  (coordonnées  tangentielles). 


Sohhmue.  Surfaces  de  seconde  classe  laiigenles  à  huil  plans,  à  sept  plans;  surfaces 
doulilimtenl  laiigenies  cl  circonscrites  ;  théorèmes  divers.  —  Coniques  inecriles  dans 
la  dévelappahle  circonscrite  à  deux  surfaces  de  seconds  classe,  —  Aclation  analytique 
entre  dite  plans  tangents,  diasplans  conjugués  à  une  surface  de  seconde  classe. 


%    1.    SURFACES    DE    SECOND!!    CLASSE    ASSUJETTIES    A    CERTAINES    CONDITIONS. 

330.  Considérons  deux  surfaces  de  seconde  classe  définies  par  les 
équalions  tangent ielics 

S  =  0,       S'  =  0. 

Les  plans  langenls  communs  à  ces  surfaces  se  rencontrent  successive- 
ment suivant  des  droites  dont  le  lieu  est  une  nouvelle  surface  qui  les 
enveloppe  complètement  et  qu'on  appelle  surface  développabU  circon- 
scrite aux  premières.  Nous  étudierons  plus  loin  les  propriétés  des 
surfaces  dÉveloppables  ;  il  uous  sufliij  pour  le  moment,  de  savoir  que 
la  classe  d'une  telie  surface  se  désigne  par  te  nombre  de  plans  tangents 
qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  de  l'espace.  Or,  si  on  élimine  enlre 
les  équations  S  ci  S'  et  telle  d'un  point  A^O,  les  variables  m  et  o, 
ou  arrivera  à  une  équation  du  4'  degré  en  i«  dont  les  racines  corres- 
pondent aux  plans  taujjents  communs  passant  par  le  point  A.  Donc, 
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ta  développable  circonscrite  à  deux  surfaces  du  secotid  ordre  est  géné- 
ralement de  la  quatrième  classe. 

Nous  verrons  bientôt  que  In  classe  de  la  déveioppabSe  peut  s'abaisser 
d'une  nnitd  dans  certains  cas;  c'est  ce  qui  arrive  quand  les  surfaces  de 
seconde  classe  sont  des  hypcrboloïdes,  des  paraboloïdes  ou  des  cônes 
qui  ont  une  génératrice  c 


aai.  Surfaces  tangentes  d  huit  plans.  Si  on  désigne  par  S  =  0, 
S' 1=0  les  équations  de  deux  surfaces  déterminées  et  tangentes  à  huit 
plans  donnés,  l'equation  du  second  degré 

S  +  ^S'  =  0, 
où  X  est  un  paramètre  arbitraire,  définit  une  surface  quelconque  de 
seconde  classe  jouissant  de  la  même  propriété  de  toucher  les  plans 
donnés;  cap  les  coordonnées  de  ces  plans  annulent  S  et  S' et  vérifient 
l'équation.  De  plus,  les  surfaces  S  et  S'  sont  tangentes  à  une  même 
développablc  de  la  4«  classe  et  tout  plan  tangent  commun  à  S  et  S' 
touchera  aussi  une  surface  quelconque  du  système.  Donc,  toutes  les 
surfaces  de  seconde  classe  tangentes  à  huit  plans  sont  inscrites  dans 
une  même  développablc. 

Nous  a\oos  vu  (N"279)qu  en  général  neuf  plans  tangents  déterminent 
une  surface  de  seconde  classe  et  une  seule.  Cependant,  si  les  plans 
donnes  étaient  tangents  à  une  même  développable  de  la  4°  classe, 
cnconscrite  à  deux  suifitts  S  et  S  ,  il  y  aurait  une  infinité  du  surfaces 
de  seconde  classe  (cnfeimees  dans  1  équation  S -i- IS' =  0  qui  satis- 
feiaient  à  la  condition  dt,  touchei  les  neuf  plans  donnés;  on  dit  alors 
que  ces  plans  ne  sont  pas  distmclA 


Theobèub  4     Le  pôle  d  un  plan  fixe  ]  a 

rapport   a 

;i!3!  surfaces   de  seeonde  elasse 

tangentes  a  huit  plans  lecrii  um  ligne  droit 

Car    lequRton  du  pôle  d  in  piai  p5[ 

rapport  k  1 

a  surface  S-h1S':^0   est  de 

la  forme 

P  +  iP'  ^  0, 
et,  quel  que  soit  >.,  il  se  trouvera  sur  la  ligne  qui  joint  les  points  P  =  0,  1"  =^  0. 

Si  le  plan  fixe  est  à  l'ialini,  son  pôle  coïncide  avec  lu  centre  de  la  surface;  donc, 
les  centres  des  surfaces  de  seconde  classe  tangentes  à  littil  plana  sont  sur  une  même  droite, 

Z,   Les  droites  eonj-uguées  d'nne  droite  (îioe  par  rapport  a«x  surfaces  de  seconde 
ctaiSB  tangentes  à  huit  plans  sont  sui-  un  mCmn  hgperboloïde. 
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En  pilBt,  les  pi\Ifs  ilc  deux  plans  passant  par  la  droite  donnée  ayant  pour  équations 
P-i-JP'  =  0,      Q-4-JQ'=0, 
la  droits  qui  les  joint  engendi'efa  la  surface  PQ'  —  QP'  =  0. 

S,  Le  plan  polaire  d'un  point  /î*e  par  rapport  aux  >tirfoci:s  langciiles  à  huit  plans 
enveloppe  une  surface  développable  ielaZ'  classe. 

4.  Les  plans  diamélraunt  canjuguét  <Vime  même  direction  dam  les  surfaces  litngentei 
à  huit  plana  enveloppent  une  surface  développable  de  la  3°  classe. 

899.  Surfaces  tange7ites  à  sept  plans.  Soient 

S  =  0,      S'  =  0,      S"  =  0 

les  équations  de  trois  surfaces  laiigentes  à  sept  plans  donnés.  L'équation 

S  +  iS'  -t-  ^S"  =  0 

où  X  et  fi  sont  des  cnefiicienis  indélerminés  représentera  d'une  manière 
générale  tontes  les  surfaces  de  seconde  classe  tangentes  aux  mêmes 
pians,  puisque  leurs  coordonnées  annulent  les  polynômes  S,  S'  et  S" 
quels  que  soient  1  el  fj..  Mais  les  équations  du  second  degré 

S=0,       S'=0,       S"  =  0 
donnent  en  général  huit  solutions  communes;  il  en  résulte  que  toutes 
les  surfaces  du  système  ne  touchent  pas  seulement  les  sept  plans  donnés, 
mais  encore  un  huitième  plan  fixe.  Donc,  loulen  les  surfaces  de  seconde 
classe  tangentes  à  sept  plans  touchent  un  huitième  plan  fixe. 

D'après  un  théorème  démontré  précédemment  {N"  296),  les  huit 
plans  étant  partagés  en  deux  groupes  seront  les  faces  de  deux  tétraèdres 
conjugués  it  une  même  surface  du  second  ordre. 

Théorème  1.   Le  pôle  d'vn  plan  fixe  par  rapport  aux  surfaces   de  seconde   classe 
tangentes  à  sept  plans  décrit  un  plan  fixe. 
Car  l'équation  du  pote  est  de  la  forme 


et,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramèlves,  ce  point  rcst«  dans   le  plan 
par  les  points  P  =  0,  Q  =  0,  R  =  0. 

9.  Les  centres  des  surfaces  de  seconde  dusse  tangentes  à  sept  plans  sont 
même  plan. 
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3.    Le  plnn  potnhv  d'an  point  fij:f  pap    rappfirt    aux    surfacss    (le   secoii 
iangenles  à  sept  plans  enveloppe  une  surface  de  ô'  classe . 
En  effet,  si  on  climine  )  et  /i  entre  les  équations 

P'  +  iQ'  +  ^R'  ~  0,      P"  -(-  IQ"  -H  i,.W  —  0,      P'"  -t-  JQ'"  -I-  ^R'" 

qui  représentent  tes  pâles  de  ti'oîs  plans  passant  par  le  point  fixe,  on   iimvc 
tion  àa  Iroisitme  degré 

Q'        R'   1=0, 


4.  Les  plans  dîamélraux  onjusués  d'isne  même  direction  dans  les  surfaces  de  seconde 
ctaiic  tangentes  à  sept  plana  enveloppent  une  surface  de  IroUtème  classe. 

3%S.  Si  dans  Ptiqiiation  S -4-'aS'^0,  la  surface  S'  se  réduit  .'i 
rcnsemblc  de  deux  points  AB  =  0,  il  vient 

S  +UB=-0, 
Dans  cette  hypolhcse,  la  développable  circonscrite  à  S  et  S'  se  réduit 
au  système  de  deux  cônes  circonscrits  et  ayant  leurs  sommets  aux  points 
A  =  0,  1!  =  0.  L'équation  précédente  est  satisfaite  quel  que  soit  >  par 
les  coordonnées  des  plans  tangents  à  S  passant  par  les  deux  points  A  etB; 
elle  définit  une  série  de  surfaces  de  seconde  classe  inscrites  dans  les  deux 
cônes.  Les  plans  tangents  à  S  et  passant  par  les  sommets  A  et  B  seront 
communs  ans  deux  cônes  et  toucheront  toutes  les  surl'aces  du  système. 
Celles-ci  sont  donc  doublement  tangentes  et  devront  se  couper  suivant 
deux  courbes  planes;  chacune  d'elles  satisfait  à  huit  conditions,  et,  par 
conséquent,  on  doit  regarder  l'équation  précédente  comme  représentant 
en  coordonnées  taiigentielles  une  surface  quelconque  de  seconde  classe 
doublement  tangente  à  S.  Les  surfaces  représentées  par  les  équations 

S  =  0,     S-+.)AB  =  0,     S  +  ^C  =  0 

sont  inscrites  dans  un  même  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est 
A  =  0  ;  en  les  retranchant  membre  à  membre,  il  viendra  pour  les  sommets 
des  autres  cônes  circonscrits  aux  surfaces  prises  deux  à  deux, 


B  =  0,     C  =  0,     ?.B  —  p,C  = 
t  que  ces  tfois  points  sont  sur  une  même 
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3S4.  Lorsque  les  sommets  lio.s  cônts  cicconsci'iCs  ;i[t\  siirraccs 
S  -t-ÏAB  =  n  eoÏLiciilcnt,  on  a  riiquiUion 

S  +  ÀA^  =  0  ; 
cHc  rcpi'csenterii  une  i-éi-ii;  (le  sm*riices  f|iii  SI!   loiielicnl  tont  le  long  (ie 
la   courbe  de   eontiict  du   eônc  avec  S;   e'esl  l'éqiialioa  générale  en 
coordonnées  langeniiclles  des  surfaces  de  seconde  classe  circonscriies  à  S, 
A  =■  0  étnnt  le  pôle  du  plan  de  raecordemenl. 
Les  équations 

S  -t-  >,A^  =  0,         S  -v-  .Lili^  =  0 

définissent  deus  surfaces  cireonsci'iles  îi  S  suivant  les  coniqocs  d'inter- 
section avec  celte  surface  des  plans  polaires  des  points  A  =  U,  lî  =  0. 
En  les  retranchant  membre  à  membre,  on  trouve 
Ï.A*  ~  [tB«  =  0. 
Celte  équalion  représente  les  sommets  de  deux  cflnes  circonscrits 
aux  deux  surfaces;  ces  sommets  jouissent  de  la  propriété  de  se  trouver 
sur  In  droite  des  points  A  et  3!,  et  de  former  avec  eux  un  système 
liarmonique, 

33d.  Loriqu'mif  surface  de  seconde  classe  est  circonscrite  à  vn 
guadritatère,  les  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  la  surface  et  les 
plans  passant  par  cette  droite  et  les  sommets  opposés  forment  un  faisceau 
de  six  plans  en  involution  (Folie), 

Soit  0125  un  quadrilatère  gauche  dont  les  sommets  ont  pour  équalions 

A,.  =  0,       Ai  =  0,      As-^O,       A3  =  0. 
La  surface  circonscrite  est  représentée  en  coordonnées  (angenfielles  par 
l'équation 

AoAï  — J.A.A-,  =  11. 

Menons   p.ir   une   droite  ti  nu   plan  P  tangent  à  la  surface;  désignons 

par  po  la   perpendiculaire  abaissée  du   sommet  0  sur  la  droite  d,  el 

A 
par  0,P  l'angle  d'un   plan   mené  par  d  el  le  point  0  avec  le  plan  P. 

On  aura 

A„  A 

/"'  -^-  ^-^  +  "'' 
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Dft  même, 

A,                      .     A                   A. 

-,,.si„/'p            -    *■            , 

l/u^-t-v^+w^                            l/u^^v'-t-w^ 

En  siibstUuatil  dans  l'équiilion  de 

la  siii'l'ace,  il  vicmii'a 

A 

ï>„,..sinO.Ps 

A 
i"2,P 

A 

A 
;in3,P 

On  aarii  anssi  ponr  le  seciind  plan 

tangent  P'pMssan(,wHacl,-oi 

A 
popi  sin  0,P'  s 

A 
in  2,P'       . 

A 
p,^.sinl,P'. 

A 
:in  3,P' 

On  on  clfldiiit 

A        A 
sinO,Psin2,P 

A         A 
sinO,P'sin2,P' 

A        A 
sln  l,Psm5,P 

A          A  ' 
sinl,P'sinô,P' 

et,  par  conséqiienl,  les  six  plans  foi'i 

lient  une  involulion. 

336.  Si  un  hexagone  gauche  formé  de  six  gémratricen  appartenant 
trois  à  trois  aux  deux  systèmes  est  inscrit  dans  une  surface  de  seconde 
classe,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  opposés  concourent  en  un 
même  point  (Folle). 

Soit  123436  (Fig.  56)  l'hexagone  gauche,  et 

A,  =  0,     Aï  =  0,     A5  =  0,     Ai  =  0,     A3==0,     Ab  =  0 

les  équations  des  sommets.  Si  on  prolonge  le  côté  4S  jusqu'à  sa  rencontre 
en  a  avec  le  côté  12,  on  obtient  deux  quadrilatères  inscrits  156a,  234a 
qui  ont  un  sommet  commun  A  ^  0.  L'équation  tangcntielle  de  la  surface 
sera 

>AAii  —  ;iA,As  =  0     ou     )iAA;  —  (jiAsA*  --=0; 
d'où  on  déduit  l'identité 

/lAAc  —  pAïAs^  /lAA;  —  piAâAi. 
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Il  en  i-ésulie  que  les  équations 

A[l.\^  —  hA^)  =  0,     r^AiAr.  -p.,AoA4  =  0 

A,=0,     A.  =  0; 

A5  —  O,     A4  =  0; 
ces    f!([uatioi!!i  délei-mineiil    le    point  a,    inicrseeiion    des    ligues  AtAs, 
AjAs  ;  liUii  esi  cncoro  vérifiée  on  pesant 

A,  =  0,     Ai-=0; 

As  =  0,     As  =  0; 
CCS  équiilions  définissent  le  point  d'intersection  des  diagonales  14,  35,  et 
comme  il  doit  coïncider  avec  le  point  IAb  —  ).iA3  =  0  de  la  première 
équation,  on  voit  que  les  diagonales  ont  tm  même  point  commun. 

397.  Ea       In  ois  surfaces  de  seconde  classe  S,  St,  Sa,  ou 

mène  «ne       f  n      te  dans  ta  développabte  circonscrite  «  S  e(  Si; 

nne  surfi  es     n  dam  la  développable  circonscrite  à  S   et  Sj; 

les  détwlopj  ab  s  S?  ivement  circonscrites  aux  surfaces  Si  et  Ss, 
Si  et  Sî  sont  tangenles  à  une  même  surface  de  seconde  classe. 

En  effet,  les  équations  tangentielles  de  si  et  Sj  sont  de  la  forme 
S  — i,S,  =  0,     S  —  kS^^O; 
on  en  lire  pav  soiislraction 

équation  qni  représente  une  suifiicc  de  seconde  ihi^sc  inscrite  dans  la 
développable  circonserîle  a  b  et  S»  imsi  que  dins  la  développable  cir- 
conserile  à  s,  el  s,,  puisqii  lIIl.  est  sitisiutc  m  mime  temps  que  les 
précédentes. 

828.  Etant  données  trots  sw  faces  de  inonde  classe  S,  Si,  S — ItSi 
inscrites  dans  une  même  deieloppabk,  et  une  autre  surface  déterminée 
s  =  0,  OH  mène  deux  surfaces  st  el  s,,  l'une  inscrite  dans  la  dévelop- 
pable circonscrite  à  s  et  S,  l'autre  dans  la  développable  circonscrite  à 
s  et  Si,  les  développables  respectivement  circonscrites  à  Si  et  ss,  s  et 
S  —  kSi,  lonchml  une  même  sm-face  du  second  ordre. 
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En  effet,   si  on    rctinnclK!   membre  à  miimbix  los  ôcumlions  des  siir- 
Taces  Si  el  Ss 

S~it,s  =  0,       S,  —  fc.s  =  0, 
fi[)ràs  avoii'  miiUi[iiic  lii  sucoiide  par  /r,  il  vîfiit 

S  — ^S,  —  (;t,  — A-/c.)s  =  0. 
Donc,  otc. 


§    2.    CO.SlftUES    iKSCHITES    DANS    LA    UliVIÎLOl'PAill.L    tJIlCOSSLUl 
î    DE   SECONDE    Cl.ASSË. 


surfaces  éc  secomie  classe  li  et  S  i'e|irescnlécs  p.ic 


2li'H(t!+  2I{"hi>-i-  5Cirr+  2f:'i'f+  2C"!(;r-+-  l'c^=0 


329.  Soi( 

ft  =  Aji=  +  AV-t-A"«î"-+2ISi 

S-=o((=  -t-  (t't)^  -V-  (("w°  +  26t 

L'cqLintioLi 

It  _  iS  =  0 
déftiiit  toutes  les  siirfiices  lie  seconde  cliisse  insei'ifes  diius  la  d(:velopt)iil)l(i 
eirconscrite  à  R  et  S.  Si  l'iiiie   d'elles  se  réduit  k  une  conique  pluue,  les 
coordonnées  du  plim  de  cette  courbe  vénfienl  les  égalités  {N"  281). 

R',.  — >S',.  =  0,     R'„  — iS'„  =  0,     R',„  — >S'„  =  0,     RV~1S',.  =  0, 
et,  en  climiiianl  les  variables,  on  arrive   à   l'éqiinliou   (!ii    4°  degré  en  â 
\V  ~W,       C-)c         j=0. 
lî  — 16,        C  —  k'      I 
A"  — )a"     C"  — îc"    1 
C"  -)(^",    F  — 1/         I 
les  ciiuotioiis  précédentes  iiienl  une  solu- 
irracc  se  réduise  il  une  conique.  On  aiirn 
done  quatre  valeurs  réelles  ou  imaginaires  pour  /.  ;  par  suite,  il  exisleen 
général  qtiatre  coniques  tiisi-cife»  daits  la  déoeloiipablc.  circonscrite  à  deux 
fiirrfuces  de  seconde  clause. 


A-)a, 

R"  —  Ih 

Ë"  —  Ib" 

A'  —  W 

W—W, 

lï  —  ).'», 

C— Je, 

C'~lc 

C'est  la  coiidifio 

pour  qu 

tion  con 

mune  ou  p 

nr  que  la 
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Si  on  désigne  par  }.,  l'une  des  racines  de  l'équation  du  4=  degré, 
les  coordonnées  du  plan  de  ïn  conii^ne  qui  correspond  à  celte  ratine 
seront  déterminées  par  les  équations 

R'k  —  >.fS'„  =  0,      R'„  —  ljS'„  =  0,     U'^  — ).,S'™  =  0,     R',  —  JiS'r  =  0 
elles  définissent  quatre  points  situés  dans  un  même  plan. 

330.  Les  plans  des  coniques  inscrites  dans  la  dévoloppable  forment 
un  tétraèdre  conjugué  à  toutes  les  surfaces  du  système. 

L'équalion   du    pille  d'un    plan    (m'd'wjV)    par   rapport  à  la  surface 
R_),S  =  0  est  de  la  forme 
(p)     «{R'„,—  1S'„,)  +  «(R'„,—  ).S'„,)  H-  m;{R'^,-- JSV,)  +  r(R'r,—  lS'r,}=0. 
Or,  si  le  plan  {n'v'w'r')  coïncide  avec  celui  <le  la  conique  qui  corres- 

R'„^  =  ï,S'„,     R'  ,  =  l,S\-„     RV-,  =  l.S'„,„     R',.,  =  liS'.„ 
et  l'équation  (p)  se  réduit  à 

!(S'„,  -+-  uS'  ,  +  ?«?',„,  ■+■  rS'r,  =  0. 

On  voit  qu'elle  est  indépendante  de  ï  et  qu'elle  définit  un  point  fixe. 

Réciproquement,  si  un  plan  a    pour  pôle    un    point  fixe   par  rapport 

à  toutes  les  surfaces  du  système  R  —  ÏS,  il  coïncidera  avec  l'un  des 

plans  des  coniques  inscriles  dans  la  développabic;  car,  si  l'équation  {p) 

représente  le  même  poini  quel  que  soli  i,  on  doit  avoir 

R'u,  =  *S'h„     R.\,  =  kS\„     W^,^kS'^„     RV,  =  ftSV; 
en  éliminant  w',  v',  w/,  r'  entre  ces  égalités,  on  trouve  que  la  quiintité  k 
sera  l'une  des  racines  de  l'équation  du  4=  degré  en  1. 
Enfin,  si  on  multiplie  les  égalités 

R'„,  =3  ijS'u,,     R'„,  =  liS'„„     R',,,  =  /iS',„„     R',.,  =  JiS  , 
par  u",  d",  lo",  r",  et  les  égalités 

R'„„  =  ),aS'„,„     R',„  =  >sS'„,„     R'„,„  =  hS'^;„     R',-„  =  >îS',.„ 
par  m',  »',ir',r',  il   viendra,  en    retriineliMil  ks  deux  siiinmcs  de  tes 
deux  systèmes  d'équations, 

0  =  (>,  _),)(„"S'„,  +  tî"S'„  +  w"SV.,  +  r"S'0; 
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cai'  on  n  toujours  Ja  rcinlion 

w"R'„,  +  i)"R'.,  +  iu"R'„,,  -V-  r"]\',.,  =  w'R^,  +  c'R'.,,  -+-  w'It'„v,  -f-  r']\%„. 
Eli  admetlant  que  les  racines  1  sont  diiîêrcnles,  il  viendra 
k'S'    +  ii"S'    +  w"S'    +  r"S' .  ■ 0 

cl,  pav  suite,  le  pôle  du  plan  {u'v'w'r')  se  trouve  dans  le  plan  iu"v"w"r"). 
On  verrait  de  mcme  qu'il  appartient  aux  autres  plans  des  coniques; 
par  coitscqucnl,  la  l'ace  {u'v'w'r')  du  tétraèdre  formé  par  ces  plans  a 
pour  pôle  le  sommet  opposé  et  ce  tétraèdre  sera  conjugué  à  toutes  les 
surfaces  du  système. 

331.  Si  on  rapporte  les  douK  surfaces  W  el  S  iin  télraèdrc  des 
plans  des  coniques  insci'iles  4;ins  In  ciévcîoppnble,  leurs  équations 
seront  de  la  forme 

IX^  -*-  mli=  +  kC  -V-  pT>^  =  0. 
CA'  -t-  )m'B'  +  ii'C^  -+-  ji'D^  =  0. 

En  rcgRrdHnl  les  polynômes  A,  B,  C,  D  eomnic  quelconques,  ces 
équations  renferment  dix-huiL  constantes  arbitraires  qu'on  pourra 
généraleincni  délcrmincr  de  manière  à  ramener  les  équations  R  et  S 
à  la  forme  précédente;  ce  qui  démontre  d'une  autre  manière  l'existence 
d'un  tétraèdre  conjugue  à  la  fois  à  R  et  S  ainsi  qu'à  toutes  les  surlnces 
inscrites  dans  la  développable  de  la  4' classe.  De  plus,  en  éliminant  D, 
on  trouve  l'équation 

[Ip'  ~  l-p)  A^  ^  {mp'  -  n>'i>)  W  ■+■  (;.//  -  •«>}  CJ  ^  0 
qui  représente   une  conique  située  dans  le  plan  des  troi--  [uiinls   4=^1), 


333.  Lorsque  deux  surfaces  de  seconde  classe  ont  une  genératiicc 
commune,  la  classe  de  la  développable  circonscrite  s'abai'ise  d'une 
unité.  En  effet,  imaginons  deux  cônes  ayant  un  sommit  commun  M 
et  circonscrits  aux  surfaces  du  second  ordre;  ils  auront  m  gennal 
quatre  génératrices  communes  et  les  plans  tangents  sunani  ces  dioites 
touclient  la  surface  développable  circonscrite. 

Mais,  si  les    surfaces  ont    une   génératrice   commune,  il  ne  reste   plus 
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que  trois  plans  tangents  à  la  dëveloppable,  en  laissant  de  côté  le  plan 
passant  piir  le  sommes  du  cône  et  la  droite  commune.  Donc  la  dëvelop- 
pable circonscrite  sera  de  la  troisième  classe. 

Deux  siirraces  qui  ont  en  commun  la  droite  des  points  A  =  0,  8  =  0 
sont  représenlées  par  des  équations  de  la  forme 

A  (iA  -t-  ™B  +  nC  +  pD)  —  B  (/'A  -i-  m'B  -¥■  n'G  -\-  p'D)  =-  0, 

A(/iA  +  ïrt,B  -f-  »,C  -\-f,,D)—  B(/',A  -+-  jn'.lî -h  n',C  -i-p',D)  =  0; 
elles  ne  renlerraent  pins  que  six  paramètres  arbitraires  et  chacune  des 
surfaces  sera  complètement  définie  pai   aix  de  ses  plans  tangents  II  en 
rcaulie   qu  une   dëveloppable   de    tioibieme   classe   doit  élu.   icgaid^e 
rommf  detciminee  par  six  [lani  tangents 

Par  deuv  points  de  1  espace  on  pent  en  }(eneial  menei  six  plans 
tingents  a  une  dëveloppable  de  la  (loisieme  dasse  de  soite  qu  une 
telle  surfa(,e  ne  peut  ivoir  plus  de  six  plans  tangents  communs  avec 
une  suilace  du  ïctond  oïdie  iiosi  toute  surfice  de  seconde  classe 
tangente  a  sept  plans  dune  deteloppnble  dt  la  5  classe  scia  insciitc 
dans  celle  ci  Hous  avons  \u  précédemment  qiu  toutes  les  suifaoes 
de  seconde  classe  tangrntei  k  sept  plans  loucbent  un  liuilieme  plan 
fixe,  dans  le  cas  pniliculiei  ou  les  sept  plans  sont  tangents  a  une 
surface  de^elojpable  de  Ii  tioisieme  chsse  le  huitième  plan  sera 
indetermint  et  pouiia  coinciiei  avec  tout  autie  plan  tangent  a  li 
dëveloppable. 

Donc,  huit  plans  tangents  qtteleonqttes  d'une  surface  développabte 
de  la  3«  classe  sont  tels  que  (0M(e  surface  du  second  ordre  tangente 
à  sept  de  ces  plans  louche  nécessairtment  le  huitième,  el,  partagés 
en  deux  groupes,  ils  forment  deux  tétraèdres  conjugués  à  une  même 
surface  de  seconde  c(asse. 


§    5.    RELATION    ANALYTIQUE    lîNÏRE    OIX    PLANS    TAlNfilîNTS,    DIX    PLANS 
CONJDGUliS    A    UNK    SlISFACE    DE    SECONIIE    CLASSE. 

333.  Si  dix  plans 

p,  =  M,ai-t- «,!/ +  w.s  — 1  =0,    Ps  =  0 ,    Pi(.  =  0 

sont  tajigents  à  une   même  surface  de  seconde   dusse,  il  existe  des 
constantes  À|,  îs....  qui  donnent  lu  relation  identique  2\''liPi^  =  0. 
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Réciproqu  liment,    si    o;*    a,    entre   dix    plans    du    l'espace,    l'identité 

ces  plans  sont  tangents  à  une  même  surface  du  second  ordre. 
Considérons  la  surface  de  seeonclc  classe  rcprésenlée  par 

au'  -i-  o'u*  -*-  a"w^  ■+■  '2hvw  -t-  2b'uw  +  %"uv  +  2cm  h-  2c'd  +2(;"mî=1, 


;t  expi'imons  qu'elle  est  tangente  iiux  dix  plans  [uwiw,),  (mttWî).. 
1  viendra  les  dix  reliitions 


La  condilion  nécessnire  et  sufTisanle    ponr  que  ce  aj'stènic  ait  iin( 
solution  commune  pour  les  paramètres  sera 


D'un  antre  celé,  pour  que  l'on  nit  ridenlité 

1  faut  que  les  coefficients  des  diiTci-enles  puissances  des  variables  soient 
mils  ainsi  que  le  terme  indépendant;  on  aura  donc  les  dix  équations 

ïlMl^  -+-  isMs'  -H .    ^=0, 

).jUi'  +  Xalis^  -l- =0, 

liHîi'-t-iîIUs^  + ^0, 

(fe)         'i.tVtWi  -\- lîViWi  + =0, 
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Elles  admettront  une  solution  commune  (jour  les  rapports 
:i,  aa:ï, :?„(,, 

si  la  condition  (s)  est  satisfaile,  c'est-à-dire,  si  les  plans  sont  tangents 
a  une  même  surface  de  seconde  classe  ;  réciproquement,  si  les  dernières 
équations  sont  ïérifiées   par  un  système  de  valeurs  déterminées  des 

riipports     ïi  :  la  :  Ij Im,     la     condition    (s)    aura    îîeu    et    les 

équations  (A)  admettront  un  système  de  valeurs  communes  pour  les 
paramètres,  a,  a'  etc.;  donc,  les  plans  seront  tangents  à  une  même 
surface  de  seconde  classe. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  de  l'équation  d'un  plan, 
le  théorème  précédent  revient  à  dire  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante,  pour  que  dix  plutis  soient  tangents  à  une  surface  de  seconde 
classe,  est  qu'il  existe  une  relation  linéaire  el  homogène 

entre  les  carrés  des  distances  de  ces  plans  à  un  point  quelconque  de 
l'espace  (P.  Serret). 

33  <.  Lorsque  dix  couples  de  plans 

PiP,  =  0,     PîP's  =  0,     ,     P,oP',o  =  0 

sont  .conjugués  à  une  même  surface  de  seconde  classe,  on  a  Videnlilé 
2J%P,P'.^0. 

Réciproquemeût,  si  on  a  Videntité  précédente,  les  dix  couples  de  plans 
sont  conjugués  à  une  même  surface  de  seconde  classe  (P.  Sebbet). 

En  effet,  si  on  exprime  qne  dis  couples  de  pians  {u,v,w,),{u' ,v\w' i),  etc. 
sont  conjugués  à  la  surface 

on  obtient  les  dis  égalités 

auiu'i  ■+-  a'c,v\  h-  h"w,w',  +  6{m,ii''i  -+-  u:,v'j)  +    ■      ■     ■  =  1, 

[h') 

flMio«'io  -t- ■ =\: 
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et  pour  que  l'on  ait  ridcnliKi 

^{"i,  f)(ix  +  1',»/  -\-  KîiE  — 1)(w.',a  -+-  u'i)/  +  ik',z  —  ])  =  0, 
on  doit  avoii-  les  équations 

l)Wiw\  -4- iaMâW'a  -t- ï-"3m'5 -+- =0j 

liVtv'i  -v- =0, 

liWtw'i  + ^=0, 

(/(')     }.,  (u,w',  -4-  vhv',)  -V- =0, 


),  ^-îs  + =0. 

Or,  il  est  facile  de  vécifier  que  la  eondilion  pour  que  ces  deux 
systèmes  d'équations  ndmetleiit  un  système  de  valeurs  eommiines  pour 

a,  a' ,  ii  :iï  .   .   .   .  :  ^lo  est  la   même   des   deux  côlcs;  il  en  résulte 

que,  les  équations  {h')  étant  satisfaites,  il  en  sera  de  même  des  équations 
(/;'},  et  réciproquement, 

335.  On  démonti'era  Tacilement  (N-  515)  que  les  identilés 

expriment  que  toute  surface  de  seconde  classe  qui  est  tangente  à  tous 
(es  plans  moins  un,  louchera  aussi  le  dernier,  et  réciproquemeni.  La 
seconde  étant  décomposée  en  deux  équations  équivalentes 

2îï,Pi'  =  0,  2^isP  J  -==  0 
conduit  immédiamcnf  an  théorème  suivant  :  Huit  plans  de  l'espace, 
tels  que  toute  surface  de  seconde  classe  tangente  à  sept  de  ces  plans 
touche  le  huitième,  étant  partagés  en  deux  groupes  égaux,  seront  les 
faces  de  deux  tétraèdres  conjugués  à  une  même  surface  du  second 
ordre. 

Réciproquement,  si  deux  tétraèdres  sont  conjugués  à  une  même  surface 
du  second  ordre,  toute  surface  de  seconde  classe  tangente  à  sept  faces 
touchera  nécessairement  la  huitième. 

Si  on  suppose  que  deux  faces  des  tétraèdres  soient  dans  un  même 
plan,  on  a  ce  théorème:  Lorsque  deux  tétraèdres  conjugués  à  une  même 
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surface  du  second  ordre  ont  deux  faces  dans  un  même  plan,  les  six 
plans  passant  par  le  pôle  commun  sont  tangents  à  un  même  cône  du 
second  ordre. 

Si  les  faces  communes  sont  à  l'infini,  on  aura  que  les  six  plans  de 
deux  syslèmes  de  diamètres  conjugués  d'une  surface  de  seconde  classe 
touchent  un  même  cône  du  second  ordre. 

Enfin,  si  la  surface  est  une  sphère,  iroi^  plans  tangents  rectnngu- 
laii-es  passant  par  le  centre  forment  un  système  de  plana  diamétraux 
conjuiçiids;  par  suite,  deux  systèmes  de  trois  pians  rectangulaires  menés 
par  un  point  quelconque  de  l'espace  sont  tangents  à  un  même-  cône 
de  second  ordre. 

336.  Les  douze  plans  des  coniques  inscrites  dans  les  dêveloppables 
circonscrites  à  trois  surfaces  du  second  ordre  sont  tangents  à  une  même 
surface  de  seconde  classe. 

La   démonstration  de  ce  ihcorcmo  est  identique  à  celle  du  N"  322. 

333.  I!  résulte  de  l'identité  l'ondamcntale 

B  laquelle  donnent  lien  dix  pliins  tangents  à   une  surface  de  seconde 
classe,  que  les  équations 

iiPt^  -§-  laPi^  -t-  >îP=^  -1-  >.iPi^  =  0, 
)iPs'  -t-  IcPe'  +  ivPî'  +  IbPs'  -V-  îaPe^  -i-  >ioPi«^  =  0 
représentent  la  même  surface.  Supposons  que  les  plnns  P,,  P,,  Ps,  Pi 
passent  par  un  mente  point.  La  première  définira  un  cône  conjugué 
à  l'angle  solide  formé  par  les  plans  P,,Ps,  Ps,?!,  de  telle  sorte  que 
les  arêtes  opposées  sont,  des  droites  conjuguées  par  rapport  au  cône; 
car,  on  vérifiera  facilement  que  le  plan  polaire  d'un  point  d'une  arête 
passe  par  l'arête  opposée.  La  seconde  équation  exprime  que  ce  cône 
est  conjugué  îi  ITicxaèdrc  formé  pai'  îcs  autres  plans,  c'est-à-dire,  que 
les  sommets  opposés  de  ce  solide  sont  conjugués  par  rapport  au  cône. 
On  en  déduit  ce  théorème  : 

Un  hexaèdre  et  un  angle  solide  tétraèdre  étant  circonscrits  à  une 
surface  du  second  ordre,  les  arêtes  opposées  de  l'angle  solide  et  les 
quatre  couples  de  droites  qui  joignent  son  sommet  aux  sommets  opposés 
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de  l'hexaèdre  font  six  couples  de  droites  conjtiguèes  à  vn  certain  cône 
du  second  ordre  dont  le  sommet  coïncide  aueo  celui  de  l'angle  solide 
(P.  Serret). 

Dans  l'hypothèse  où  P,  =  0,  P2  =  0,  efc,  représenlcnt  des  points 
dont  les  quaU'c  pi-emiers  Sûol  dans  un  même  plan,  la  même  décompo- 
sition de  l'identilé  fondamentale  conduit  au  théorème  suivant  : 

Vil  quadrangle  plan  el  un  octaèdre  étant  inscrits  à  une  surface  du  second 
oi-dre,  les  côtés  opposés  du  quadrangle  et  les  traces  de  son  plan  sur 
les  faces  opposées  de  toctaèdre  font  six  couples  de  droites  conjuguées 
à  une  certaine  conique  située  dans  le  plan  du  quadrangle  (P.  Sehhet). 

M.  P.  Serrkt  a  déduit  de  ees  théorèmes  îa  détermination  des  éléments 
principaux  d'une  surface  du  second  ordre  définie  par  neuf  points 
ou  neuf  plans  tangents,  lorsque  quatre  de  ces  points  sont  dans  un 
plan  el  lorsque  quatre  des  plans  tangents  passent  par  un  même  point. 
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CHAPITRE  XVI. 


PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES     DES     SURFACES 
DU     SECOND    ORDRE.   |si.'it6,) 


Méthodes  âe  la  transformation  des  figures. 


Sommaire.  Théorie  des  polaires  réciproques  :  mrface  polaire  réciproqve  d'une  sphère, 
d'une  svrfaee  de  révoluliou  du  second  ordre;  application  à  la  recherche  des  propriétés 
detcriptives  et  métriguet  d'une  »mfaee  du  second  dcgrc,  —  Formules  de  la  transfor- 


§    1.    THÉORIE    DES    POLAIRES   RÉCIPHÛQUES. 

SAS.  Lorsque  deux  figures  sont  telles  qu'à  un  puiiit  de  la  première 
correspond  un  plan  dans  la  seconde,  et  réciproquement,  à  un  point 
de  la  seconde  un  plan  de  la  première,  on  dit  qu'elles  sont  corrélatives. 
Les  principes  de  la  tliéorie  des>  pôles  et  deb  plans  polaires  permettent 
de  conslniirc  une  figure  eorr<?lative  d'une  figure  donnée.  Considérons 
d'abord  une  figure  F  composée  de  poinls,  de  droites  et  de  plans. 
Délerminons  les  plans  polaires,  les  droites  conjuguées  et  les  pôles  des 
plans  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  auxiliaire  2  :  nous 
obtiendrons  une  nouvelle  figure  F'  composée  de  plans,  de  droites 
et  de  points  qui  correspondent  respectivement  aux  points,  aux  droites 
et  au\  plans  de  la  figure  proposée.  Un  système  de  points  en  ligne  droite 
de  la  figure  F  donnera  un  système  de  plans  passant  par  une  mciuc 
droite  dans  la  figure  F',  et  réciproquement.  Enfin,  d'après  la  théorie 
des  pôles  et  des  plans  polaires,  il  est  visible  que  si  on  cherche  les 
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pôles  des  plans,  les  droites  conjuguées  et  les  plans  polaires  des  points 
de  la  nouvelle  figure  F',  on  retrouvera  ta  première.  Deux  figures  qui 
jouissent  de  cette  propriélë  ont  été  appelées  par  Poncëlet,  figures 
polaires  réciproques. 

Supposons  que  la  figure  F  renferme  une  surface  courbe  S  de  l'ordre  m. 
Menons  un  plan  tangent  P  »  S,  et  déierminons  son  pôle  p  par  rapport 
à  la  surface  auxiliaire  2,  Si  le  plan  P  se  déplace  eu  restant  tangent 
à  S,  son  pôle  p  d(?erira  une  eeriaine  surface  S'  qui  sera  le  lieu  géomé- 
trique des  pfties  de  tous  les  plans  tangents  à  S.  Réciproquement,  un 
plan  langenl  quelconque  à  S'  aura  son  pôle  sur  la  première  surface. 
En  effet,  soient  a,  b,  c  Irais  points  de  S  el  tt  le  point  d'interseclioii 
des  plans  tangents  à  S  en  ces  points;  a',  6',  e*  étant  les  pôles  de  ces 
derniers  sur  la  surface  S',  le  plan  a'b'c'  aura  pour  pôle  le  point  k. 
Supposons  que  les  trois  plans  tangents  viennent  se  confondre  en  un 
seul  touchant  la  surface  S  au  point  tt;  les  pôles  a',  6',  c' vont  se  rap- 
procher de  plus  en  plu5  pour  se  confondre  en  un  seul,  tandis  que  leur 
plan  deviendra  tangent  à  S',  et,  à  cette  limite,  le  pôle  de  ce  dernier  sera 
toujours  le  point  de  contact  irdes  (rois  plans  tangents  à  S  qui  coïncident. 
Donc,  on  doit  aussi  regarder  la  surface  proposée  comme  étant  le  lieu 
des  pôles  des  plans  tangents  à  S'  par  rapport  à  la  surface  auxiliaire. 
Les  surfaces  S  et  S'  qui  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  le 
même  procédé  se  nomment  surfaces  polaires  réciproques. 

La  surface  S  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  m  points  ;  par 
suite,  la  surlace  S'  aura  m  pLms  tangents  passant  par  une  même  droite 
et  sera  de  la  classe  m.  L'ordre  de  la  surface  réciproque  S'  sera  égal 
au  nombre  de  plana  tangents  que  l'on  peut  mener  par  une  droite  îi  la 
surface  S  ;  car,  à  ces  plans  tangents,  correspondent  dans  S'  autant 
de  poHits  situés  sur  une  môme  droite.  C'est  ce  nombre  de  points  qui 
détermine  l'ordre  d'une  surface.  Or,  si /'(a;,  y,  s,  I)  =  0  est  l'équation 
de  la  surface  du  degré  m,  le  plan  tangent  est  représenté  par 

xfs',  +  yfy',  +  zf-.;  +  tf^^o, 

comme   nous  le  verrons  plus  tard.   En   exprimant  qu'il  renferme  une 
droite  x^=az  -i-  p,   y  =  bz  -i-  q,  il  vient  les  équations 

«/•.;  +  V.!  +  A! = 0,    pk  +  if.'  +  n  -  0- 

Si  on  ajoute   la  condition  f(x',y',z',t')  =  (i,  on  a   trois  équations 


y  Google 


—  443  — 

pouf  détei-miner  ics  poiiils  de  conliiel  des  plans  tangents  à  S  passant 
par  la  droite;  les  deux  pi'cinîères  élanl  du  degré  m  —  1  et  la  troisième 
du  degré  m,  on  aura  en  général  m  (m  —  ■!)'  valeurs  pour  les  inconnues. 

Ainsi,  la  polaire  réciproque  d'une  surface  de  l'ordre  m  est  en  général 
de  la  elasue  m  et  au  plus  de  l'ordre  m  (m  —  I)*- 

Enfin,  considérons  une  courbe  C,  înlerseclion  de  deux  surfaces  S  el  s. 
Le  plan  poUdre  d'un  point  de  cette  ligne  sera  à  la  fois  tangent  aux 
polaires  réciproques  S'  et  s'  des  surfaces  S  et  s;  il  en  résulte  que  si 
un  point  se  déplace  pour  décrire  In  courbe  C,  le  plan  polaire  se  meut 
en  restant  tangent  aux  surfaces  S'  et  s'  ;  il  engendrer;)  par  ses  inter- 
sections successives  une  surface  développable  circonscrite  à  S'  et  s'. 
Lorsque  les  surfaces  proposées  sont  respeetivcmeni  de  l'ordre  m  et  «, 
leur  courbe  d'inlersection  peut  être  rencontrée  par  un  plan  en  mn  points  ; 
par  suite,  la  surface  développable  aura  autant  de  plans  tangents  passant 
par  un  même  point.  Donc,  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  de 
tordre  mn  est  en  général  une  surface  développable  de  la  classe  mn, 

339.  La  surface  du  second  degré  2  qui  sert  d'instrument  à  la  trans- 
formation est  quelconque;  on  peut  choisir,  de  préférence,  une  sphère 
sans  nuire  aos  résultais  auxquels  elle  conduit.  Soit  0  le  centre  d'une 
sphère  de  rayon  quelconque  r;  abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire 
sur  un  plan  P.  Si  q  est  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  p  le  pôle 
de  P  par  rapport  à  la  sphère,  on  aura  la  relaiion 
Op  ■Oq  =  r^- 

On  peut  même  faire  abstraction  de  la  surface  sphérique  pour  ne 
conserver  qu'un  point  fixe  0.  La  surface  réciproque  s'obtiendra  en 
abaissant  du  point  0  des  perpendiculaires  sur  les  plans  de  la  figure 
donnée,  et  en  appliquant  la  relation  précédente  à  la  détermination  des 
points  p  de  la  surface  dérivée  ;  on  connaît  Oq,  et,  r  étant  une  constante 
donnée,  on  peut  déterminer  Op. 

Avec  un  peu  d'attention,  on  se  rendra  compte  facilement  du  tableau 
suivant  où  l'on  a  rais  en  regard  les  changements  apportés  par  la  trans- 
formation avec  une  sphère  auxiliaire. 

Un  point.  Un  plan. 

Un  plan.  TJn  point. 

Uno  ligne  droite.  Une  ligne  droite, 
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Un  système  de  n  droites  dans  ur)  plan.  Un  syslème  de  m  droites  passant  par  un 

point. 
Le  point  d'intersection  d'une  droite  et         Vn  plan  passant  par  nn  point  et  une 
d'un  plan.  droite. 

Une  courbe  plane.  Un  cône. 

Une  section  plane  d'une  surface  donn&.         Un  cône   circonscrit  à   lo  surface  réci- 

Un  système  de  surfaces  passant  par  une  Un  système  de  surfaces  inscrites  dans 

mânie  courbe.  nne  mémc  développante. 

Une  corde  qui  réunit  deus  points  d'une  L'interseclron  de  deux  plans  tangents  a 

surface.  la  réciproque. 

0n  poîyèdre  de  n  faces  inscrit  dans  une  Un  polyèdre  de  ii  angles  solides  circon- 

surface.  scrit  h  la  surface  réciproque. 

Une  surface  passant  par  n  points.  Une  surface  tangente  h  n  plans. 

Une  courbe  dans  un  plan  passant  par  Un  cylindre  dont  les  arêtes  sont  perpen- 

le  centre  de  la  sphère.  diculaires  au  pian  de  la  courbe. 

Un  syslème  de  lignes  droites  dans  un  Un  système  de  lignes  parallèles  pcrpen- 

plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère.  diculaires  au  plan. 

Une  ligne  droite  à  l'infini.  Une  ligne  droite  passant  par  le  centre 

Les   points   communs   à   deux  courbes  Les   plans   tangents   communs  à   deux 

gauches.  surfaces  développa  blés. 

Une  sarface  qui  admet  des  génératrices  Une  surface  qui  admet  des  génératrices 

rectilignes.  reclilignes. 

340.  Étant  donnée   Véqualion   d'une  surface,   trouver  celle   de   la 
polaire  réciproque  par  rapport  à  la  sphère  x^  ~i-  n^  -h  z^  —  r^  =  0. 

Soit  f{x,y,z)^=0  l'équation  de  la  surface  donnée,   et  x,,y,,ziles 
coordonnées  de  l'un  de  ses  points,  L'équalion  . 

fl;3;i  -+-  x/yi  -t-  zz^  —  r'  =  0 
représente  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  ù  la  sphère  auxiliaire. 
Si  on  la  compare  avec  l'équalion 

itx  -^-  vy  -i-  wz  —  1  =  0, 
il  viendra  les  relations 


M,  V,  w  sont  les  coordonnées  d'un  plan  langent  à  la  surface  réciproque. 
On  en  lire 
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et,   comme  les  coordonnées  a;,,  y,,  z,    don 
on  aura  l'cquution 

qui  représenlera,  en  coordonne 
la  surface  donoéc. 

De  même,  si  on  donne  l'cfiuation  laiigentielle  F  (k,  i),  M!)  =  0  d'une 
surface,  celle  de  sa  polaii-e  i-iiciproque  en  cuordonn^cs  cartésienaes 
sera  de  la  furuie 


s  langcnlielieii,  hi  polai 


cippoque  de 


F^î,     'l,    i)_0. 


Si  on  suppose  r=i,  on  arrive  à  la  règle  suivanle  :  Une  surface 
étant  représentée  par  f{x,y,z)^^0  ou  F  (m,  Uj  w)  =;  0,  l^ètiuatioii 
de  sa  polaire  réciproque  s'obtient  immédialement  eu  changmnt  ic,  5,2 
en  u,v,w,  ou   u,v,vi  en  x,ij,z. 

Comme  application,  soit  la  surface  du  second  ordre  dcfinie  pur 
l'équation  générale 

Aj:*-4-Â'y^-»-A"z*  +  2Bi/E+2B'îj:4-2B"x)/-i-2Ca;H-2C')/-è-2C"s-i-r  =  0; 
]a  polaire  réciproque  sera  représentée  en  coordonnées  larigeniicHcs  par 
Aw^+AV-i-A'W-i-2Buii!+2B'tiw+2B"u);-i-2CM+2C'r+2C"(u-v-F  =  0, 

ou  bien,  en  coordonnées  eorlésienncs  (N"  282), 


If 


I  11" 
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On  voit  que  c'est  une  sui-face  concentri(|iie  à  la  ppopojùe  el  donl  les 
axes  sont  les  réciproques  de  ceux  de  celle  surface, 

341 .  La  surface  réciproque  d'une  sphère  est  une  surface  de  réootuUoii 
dont  l'tm  des  foyers  coïncide  arec  U  centre  de  la  Sphère  auxiliaire. 

Oinsidérons  une  sphère  de  rayon  R  dont  le  centre  se  trouve  sur 
l'axe  lies  X  à  une  dislance  —  d  île  l'origine  0.  Son  équaiion  sera  de 
la  forme 


{X- 

^df  -^  1/  ^-  E^  — R^  =  0, 

et.  l'on  aura  pour  la  pol 

aire  réciproque, 

id 

-H  uf  -1-  v^  +  M^  —  R^  =  0. 

Clierclions  l'équalioii 

1  de  celte  dernière  surface  en  coordonnées  earlé- 

siennes.  Si  on  idcnliQc  les  cgnlilés 

(<(  + 

u]  (d  4-  Ml)  ■+■  tJi!i  -f-  wwt  =  R^, 

vx  +  vy  -t-  )t-s  —  1  =0, 

on  trouve 

Vi  -i-  d 

V,                                              ,w, 

^■~         riMi  +  d»  — R^' 

y           rf,„^_rf._Ri-     ■■            du,-^d^~\V' 

d'où  on  tire 

d+{d^  —  lV)x 
"'               dx+\        ' 

\Vy                     \Vz                                \Vx 

"'       dx^\'     ""       dx-^\^     "     '            dx+i 

En  substituant  ces  valeurs  dans   l'équiilion  en  u,o,w  de  la  polaire 
réciproque,  il  viendra 

R^  (a:^  +  y^  +  z^)  -  (dx  +  1  )^  =  0, 

(R*  -  d')  X''  -1-  R^  {y^  •+-  z')  —  2</a:  —  1  =  0. 

Celle  équation  déiinit  une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x  : 

elle  exprime  que    la    distance  d'un   point  de   la  surface  au  centre  0  est 

dans    un   rapport  constant  avec  sa  distance  au  plan  fixe   dx  -^-  \  =^0. 
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Le  poinl  0  est  le  foyer,  cl  le  ]il;in  fi\c,  le  ploii  direeletir  eon'csprmdjmt. 
Ce  dernier  est  le  pinn  polaire  ilu  ccnli-c  de  lu  sphère  tlonjice  par  rapport 
à  In  sphère  niixiliaire. 

La  polaire  réciproque  est  un  t'HJpsoïde  de  révolution,  si  R'  — -  ((^>  0; 
lin  paraboloïdc  elliptique,  si  R' — d^=^0;  on  hypcrboloïdo,  si  R* — tl'-CO. 
Daus  le  premier  cas,  les  plans  langenis  menés  du  centre  0  à  In  sphère 
donnée  sont  imaginaires  et  la  polaire  réciproqne  n'a  aucun  point  réel 
à  l'inrini;  si  R^  — rf^  =ï  0,  le  point  0  étant  sur  la  sphère  proposée, 
il  n'y  a  qu'on  plan  langent  à  celle-ci  passant  par  le  centre  0,  et  la 
surface  réciproque,  ayant  un  point  réel  à  l'infini,  doit  être  le  parabo- 
loïdc elliptique;  enfin,  dans  le  dernier  cas,  le  centre  0  se  trouve  à 
l'cstérîenr  de  ia  sphère  donnée,  et  il  y  a  une  infinité  de  plans  tangents 
réels  passant  par  ce  point  :  la  polaire  réciproque  renfermera  une  conique 
réelle  a  l'infliii  et  sera  un  hypcrboloïde, 

343.  La  potitire  réd)iroque  d'iiite  surface  de  rèvolutmn  est  une 
surface  du  second  ordre  à  trois  ares  inégaux,  et  dont  ies  sections  circu- 
laires sont  parallèles  aux  plans  polaires  des  foyers  de  la  surface  donnée 
par  rapport  à  la  sphère  auciliaire. 

Soit  0  le   centre  de  la  sphère    auxiliaire    et    l'origine  d'un  syslcnic 
d'axes  rectangulaires.  Une  surface  de    révo- 
lution autour  d'une  droite  parallèle  au\  z  et 
dontle  centre  0'  est  sur  l'asc  des  x  aura  une 
équation  de  la  forme 

rf  étant  la  distance  00'. 11  est  facile  de  vérifier 

que  la  surface  représentée  par  celte  équation 

rcnconlpe  le  plan  des  xy  suivant  un  cercle 

de  rayon  A,  et  le  plan  des  xz  suivant  une  ellipse  ayant  pour  demî-aws 

A  et  C  et  dont  les  foyers  F  et  F'  sont  ceux  de  la  surface. 

La  polaire  réciproque  est  représentée  en  coordonnées  langontiellcs  |i,tr 
l'équation 

C  (u=  -^-  u=)  +  A'w^  -i-  2C'rfi(  —  C^  (A^  —  d^)  =  0. 

Afin  de  trouver  l'équation  de  la  même  surface  en  coordonnées  carté- 
siennes, écrivons  l'équation  du  point  de  contact  d'un  plan  tangent  (hlDjICj) 
0=  [un,  +  VB,)  +  A^ww:  +  C'd  {>t  +■  ",)  —  C*  (.V  —  d'-)  =  0. 
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On  en  iléiiiiit,  poiii' 

les 

roonlnnntes  t 

iiinù^ii 

II,  +  il 

y 

», 

i/iii— (A^-i(^) 

i/iii— (A^ 

-<!•) 

ar  suite 

-|J  +  (A'-|F)I 
i+  1 

A'j 

1.,- 

c\du,-(\'-d^)r 


dx  +  i'   "'"*"'^      dx+l' 
En  subslilDaiit  diius  IVquiKioii  tic  In  siirincc  mise  sous  lit  forme 
C^  0(  +  df  +  C=D«  -+-  A%^  —  AK^  =  0, 
on  trouve,  après  les  pédiictrons, 

(s)       (A*  ~  d^)  x"-  4-  ky  +  CV  —  2(ij-  —  1=0. 
Celle  éiiualion   représente  une  siirfiice  du  second  ordre  dont  !r,  centre 

est  sur  l'axe  des  x  à  une  dislancc  de  l'origine  égale  à— j^  •  Si  on  y 

transporte  l'origine,  elle  devient 

d'où  on  lire   pour   les  longueurs   des  demi-nxes   et,  h,  c  de  la   surfaec 
polaire  réciproque 

_  A  ___1^_         _  A 

■^  A'  —  (/'  '       ~"  (/Â«^riïsi  '        ^  C  (/A=  — ((-= 

Lorsque  A  >  d,  le  cenire  0  de  la  sphère  auxiliaire  est  à  l'iuléricur 
de  la  surface  de  révolution  et  la  polaire  réciproque  sera  un  ellipsoïde  ; 
si  A  =  (i,  la  polaire  réciproque  (s)  est  un  paraboloidc  elliptique; 
enfin,  si  A  <  rf,  le  point  0  est  en  dehors  de  la  surface  donnée  el  la 
polaire  réciproque  est  un  liyperboloïdo  à  deux  nappes.  Dans  ie  cas  où 
la  surface  de  révolution  serait  un  hyperboioïde  à  une  nappe,  il  faudrait 
changer  C^  en  —  C,  et  la  polaire  réciproque  deviendrait  un  hyper- 
boioïde à  une  nappe  ou  un  paraboloïdc  hyperbolique.  Touies  ces 
conséquences  découlent  direelemcnt  des  équations  {s}  et  {s'). 

Si  on  cherche  les  équations  des  plans  polaires  des  points 

F(— (i^e,  [/C  —  A^),         V'{—d,0,  —  [/'C'  —  \V), 
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par  rapimi'l  à  !.1  sphère  auxiliîiire,  on  trouve 

si/C^  — A'  — (fia: -*-})  =  0,        s  /C^  —  A^  -h-  {dx  +  i)  =  0. 
On  en  déduit  pour  l'inclinaison  du  premier  do  ces  jibius  sur  xij 


tang^9' = 
Or,  si  on  applique  in  formule 


C  — A^ 


à  ré([uaiion  (s')  .ilin  de  déterminer  l'anglo  d'une  scelion  circulaire  de 
la  surface  avec  xij,  on  obtient  aussi 

taug'^=.^^,-^. 

Donc  ç'  =  (p,  et  les  plans  cycliques  de  la  polaire  réciproque  sont 
pnralièlcs  aux  plans  polaires  des  foyers  F  et  F'.  Cos  derniers  plans 
reviennent  souvent  dans  la  transl'oruialion  par  polaires  réciproques; 
nous  les  désignerons  par  P  et  P'  et  nous  les  appellerons  avee  î.  Iîooth, 
plans  ombUicaiic  directeurs. 

343.  L'équation  de  la  surfaee  (.s)  peut  s'écrire 

A''  (ï^  +  y^  +  z^)  -+-  (C^  —  A^)  z^  —  (dx  -h  iy  =  0, 
ou  bien,  en  posant 

P  =  z  [/(?  —  A^  —  (dx  +  i),  P'  =  s[/C^^^^  +{dx  +  i], 
A^  (a:'-  H-  f  -t-  z^)  —  PP'  -=  0. 
Elle  exprime  que  le  rapport  du  carré  de  la  distance  d'un  point  de 
la  surface  au  point  0  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
des  distances  du  même  point  aux  plans  ombilicaux  directeurs  P  et  P' ; 
par  suite,  le  point  0  est  un  foyer  de  ia  polaire  réciproque.  Il  est  facile 
de  vérifier  que  c'est  le  i'oycr  de  la  section  principale  de  la  surface 
dans  le  plan  des  xy.  Nous  a]ipellerons  le  point  0  foyer  principal  de 
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la  siipraci!  l'dcippofiiic;  de  même,  l.i  droite  (l'inrerscriiDn  ites  [ilniii;  P 
cl  P',  qui  est  Ifi  dii-cctricc  corresponiliuite  an  loyer  0,  sern  l.i  direclripc 
ppincipalc. 

Cherchons  les  pôles  tics  pinns  P  et  P'  pni'  rii|ip(ift  li  Iîi  poliiirc  réci- 
proque. On  les  (lélermine  en  eomprinint  i'éqiialinn 

xx'  (A"  —  ((=)  -^  X^yf  -i-  C^zz'  —  (i  (a;  -i-  x')  —  1  =  0 
liiK    polaire   d'iiii   point  {x'y'z')   par  rnppoil    h   (s)   iivee   réqiintLOn 


tliL  plan  P 


z\/C'~  k^~(ilx  -t-  l)  =  0. 


x'  =  0,       )/'  =  0, 


Il  csl  visible  que  les  coordonjiécs  ilii   pôle  du  plan  P 
la  même  surface  serniu 


Ce  sont  deux  points  f  et  f  qui  appnHtcndront  à  la  fois  à  l'axe  des  z 
et  aux  diamètres  de  la  surface  passant  par  les  points  omliilicnux. 

Dans  le  passage  d'une  propriété  d'une  surface  de  révoUuïon  h  la 
propriété  correspondante  d'une  surface  à  trois  axes  inégaus,  comme 
nous  l'indiquerons  plus  loin,  il  faudra  toujours  se  représenter  la 
polaire  réciproque  avec  ses  plans  ombilicaux  direelcurs  P  et  P',  et 
les  points  f  ai  P  ou  les  pôles  de  ces  plans  par  rapport  à  la  surface. 
Nous  ferons  encore  remarcjace  que  toute  surface  du  second  ordre  doit 
avoir  quatre  plans  P  et  quatre  points  /"comme  l'exige  la  symétrie  de 
la  surface, 

344.  Il  résulte  des  principes  précédents  que  la  polaire  réciproque 
d'une  surface  du  second  ordre  par  rapport  à  une  surface  auxiliaire 
du  même  ordre  est  aussi  du  second  degré.  La  dépendance  entre  deux 
surfaces  poliiires  réciproques  du  second  ordre  est  donc  lellc,  qu'à  une 
propriété  de  l'une  correspond  une  propriété  dans  l'autre,  dîiîércnte 
de  la  première.  La  méthode  des  polaires  réciproques  permet  de  doubler 
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les  théoi'cmcs  connus  sur  ces  siirfnces.  Nous  allons  d'abord  iiidiquor 
quelques  exemples  où  il  s'agit  de  passeï'  d'une  propriëlé  descriptive  d'une 
surface  donnée  à  la  propriété  correspondante  daus  la  polaire  récipi'otjue. 

Les  plans  polairi^s  d'un  puinl  IJxc  par  Les  j)o\c.s  li'ua  plan  iixe  pur  l'.ippoti 
rapport  nux  surfaces  du  second  ordre  qui  aui  surfaces  du  second  ordre  tangentes 
ont  huit  points  communs  passent  par  une     à   huit   plans  sont  siluôj   sur  une  droite 

Le  pâle  d'un  plau  fixe  par  rupport  au.i  I.e  plan  polaire  d'un  point  fixe  par  rap- 

sui'fuces  qui  passent  par  huit  pointsdëcrit  port  au;i  surfaces  taugciites  à  huit  plïDS 

une  courbe  du  3«  ordre.  enveloppe  une  dévdoppuiile  de  la  3' classe. 

Les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  Les  surfaces  du  second  ordre  tangentes 

par  sept  points  ont  en  commun  un  !iui-  à  sept  plans  ont  en  cotninnu  un  Imitlènic 

lièmu  point  fixe.  pian  langent. 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  Les   pilles  d'un   plan   fixe  par  rapport 

rapport  à  toutes   les   surfaces  du  second  à   toutes   les    surfaces   tangentes    à    sept 

ordre  menées  par  sept  points  passent  par  plans  sont  situés  dans  un  même  plan, 
un  point  fixe. 

Deux  surfaces   du  second   ordre  qui  se  Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se 

touchent  en  deux  points  se  coupent  sui-  touchent  en  deux  points  sont  enveloppées 

vanl  deux  courbes  plans.  par  deux  cônes  du  second  ordre. 

3-15.  On  voit,  par  les  exemples  qui  précèdent,  que  la  méthode  de 
Ponccict  conduit  aux  tliéorciues  corrélutiCs  déjà  démontrés  précédem- 
ment pur  J'upplication  des  courdounccs  langeutielles.  Elle  permet  aussi 
de  transformer  une  propriété  métrique  de  l:i  sphère  en  une  propriété 
d'une  surface  de  i-évoltiiion  en  faisant  usage  des  principes  suivants  : 

1"  Les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la  sphère  auxiliaire  tiux 
pâles  de  deux  plans  fanl  entre  elles  rm  angle  égal  ou  supplémentaire 
à  l'angle  de  ces  plans. 

2"  Éta?it  tloniiées  deux  droites  D  et  D'  et  leurs  conjuguées  d  et  d', 
les  plans  menés  par  le  centre  et  les  lignes  d  el  d'  sont  respeclimmenl 
perpendicttlaires  àh  el  D',  el  (ml  entre  eux  un  angle  égal  ou  supplé- 
mentaire à  celui  de  ces  droites. 

3°  Étant  donnés  un  plan  et  wîie  droite,  le  plan  mené  par  le  centre 
de  ta  sphère  et  la  conjuguée  de  ta  droite  fait  avec  le  rayon  passant 
pay  le  pôle  du  plan  un  angle  égal  ou  supplémentaire  à  celui  du  plan 
et  de  la  droite  donnés. 
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Toutes  ces  ppopri^tiîs  l'ésultcnl  de  ce  que,  pae  rnpport  à  une  sphère, 
le  plan  polaire  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  le  pôle, 
et  deux  droites  conjuguées  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Nous 
allons  donner  quelques  exemples  du  passage  d'une  propriété  métrique 
de  la  sphère  à  la  surrace  de  révolution.  Afin  de  bien  s'en  rendre 
compte,  il  faut  toujours  avoir  présent  à  l'esprit  que  la  sphère,  par  la 
transformation,  devient  une  surface  de  révolution  ayant  l'un  de  ses 
foyers  au  centre  de  la  sphère  auxiliaire,  et  pour  plan  directeur,  le  plan 
polaire  du  centre  de  la  sphère  donnée. 


Deux  plans  taagcnlE 
des  siiglos  égaux  arec 
le  centre  el  leur  ilroîle 


lo  plan 


9  Sphère  font 


Un  plan  tangent  s  uni 
pcLidiculaire  au  rayon  u 
contact. 


Les  rayons  neoés  au 
corde  dans  la  spbère 
cliuës  sur  cette  eordc. 


Dans  une  surface  de  révolution,  la  drcijlc 
|ui  réunit  le  foyer  au  poiut  d'intersectidn 
d-uue  coi'de  avec  le  plan  directeur  est 
bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs 
des  rsLtréniitês  de  cette  corde. 

Le  plan  mené  par  le  foyer  d'une  sur- 
face de  révolution  et  l'intersection  d'un 
plan  tangent  avec  !e  plan  directeur  est 
perpendiculaire  au  rayon  du  poiut  de  cou- 

dp         S 


Deux  droites  coujugu       p      rtpp  D        d 

ï  une  sphère  sont  perp     d  du 


Les  plans  tangents 
par   les    exti'émilés    d 
parai  Iti  es. 

Les  droites  menées 
diamètre  quelconque 
sphère  forment  eulre 


p  U  ac   p        p 


p  p  so  I 

p  g        q  q  d 

d  d      d  p        p  p 
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X  arêtes  el  passe  par  le  centre. 


Les  rayons  vccluurs  menés  aux  diiTcreuts 
points  d'une  section  plane  d'une  surface 
de  révolution  sont  également  indinés  sur 
la  droite  i)ui  réunit  le  Toyer  au  pâle  du 
plan  de  la  section  par  rapport  à  la  surface. 
Un  cône  eireonserit  à  une  surface  de 
révolulion  el  dont  le  plan  de  contact  passe 
par  le  foyer  a  son  sommet  dans  le  plan 
directeur,  «C  la  droite  qui  réunit  le  sommet 
au  foyer  est  perpendiculaire  au  plan  de  la 


Denx  surfaces  de  rcvolutioi 


cônes  de  révolution  ayant  Ii 
sur  la  droite  des  centres. 

Le  sommet    d'un    trièdrc 
concentrique. 


qui  oui  u 


[rs  sommets    foyer  commun  se  coupent   suivant  deux 

coniques   dont   les  plans   passent  par  la 

droite  d'intersection  des  plans  directeurs. 

IrireclBiigle        Si,  par  le  foyer  d'une  surface  de  révoln- 

t  une  sphère  lion,  on  mène  trois  droites  rectangulaires 
qui  la  rencontrent  aux  points  a,  b,  c,  le 
plan  abc  enveloppe  une  surface  de  révolu- 


Dans  une  sphèro,   les  extrtnsilés  d'mi        Dans  une  auifacc  de  levolulion,  le  plan 

diamètre,  le  contre  et  ie  point  à  l'infini    directeur,  ks  plans  tangents  qui  se  len- 

forment  un  système  de  quatre  points  har-     contrent  dans  ce  plan,  le  plan  mené  par 

moniques.  le  foyer  et  la  droite  d'interseclion  de  ces 

plans,  forment  un  fai'oe  lu  harmonique 

346.  Parle  (héorcrac  du  N"  342,  on  peut  tiansloEraei  une  propriété 
d'une  surface  de  révolulion  en  une  propriélé  d'une  surface  du  second 
ordre  à  trois  axes  inégaux.  Pour  opérer  celte  Iransiormation,  nous  sup- 
poserons que  la  surface  àe  révolution  a  son  grand  exe  vertical  et  pour 
foyers  les  points  F  et  F'.  On  sait  que  la  polaire  réciproque  est  accompagnée 
de  plans  ombilicaux  directeurs  qui  sonl  les  plans  polaires  des  foyers  F 
et  F'  relalivemeiit  à  la  sphère  auxiliaire;  le  cenire  0  de  celle-ci  est 
le  foyer  principal,  et  les  points  que  nous  avons  appelés  /'et  f  sont  les 
pôles  des  plans  ombilicaux  directeurs  par  rapport  à  la  surface  réci- 
proque. Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  points  sont  aussi  les  pôles  d(;s  plans 
directeurs  de  la  surface  de  révolution  par  rapport  r.u  point  0. 


Si,  dan 


une  surface  de  révolution, 
plan   tangent    quelconque 


Si,  dan 


j  surface  du  second  degré, 
\i;3  extrémités  de  la   corde 
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rencontre  les  plans  tangeatse 
du  grand  axe  suivant  les  dr 
les  plans  passant  par  le  Toyei' 
lignes  d  et  d.,  sonl  perpendiculaii 


iX  extrémités    verticale  passant   par    le   foyer   0   deux 

Iles  d  etdi,     droites  ()ui  se  coupent  sur  la  surface,  les 

point  0  et   leurs 


Par  une  même  droite  D  on  mène  deux 
plans  langents  T  et  T'  à  une  surface  de 

par  les  foyers  F  et  F';  les  plans  tangents 
sont   également    indincs  sur    les    plans 


gnes    qui   joigiien 

>ointa  de  rencontre  avec  les  plans  omijili 

^aux  directeurs  sont  perpendiculaires. 

Si,  dans  une  surface  du  second  oi'dre 
m  mène  une  droite  qui  rencontre  la  sur 
ace  en  deux  points  a  et  &,  et  les  plan 
mbilieaux  directeurs  en  g  et  d,  les  ongle 


Lorsqu'on  mène  un  plan  ;t  par  le  foyer  F        Pa 
d'une  surface  de  révolution,  et  la  droite     ordri 
d'intersection  du  plan  directeur   avec  un    conli 
plan  tangent  quelconque,  ce  plan  est  pei 
pendieulaire  au   rayon  vceteup   liu   poi 
de  contact. 


Un  e 


point  a  d'une  surface  du  second 
iDÈne  un  plan  tangent  qui  ren- 
contre le  plan  ombilical  directeur  suivant 
unedroite  ïj;  si  on  désigne  par  A  le  point 
où  la  droite  af  rencontre  le  plan  ombilical 
directeur,  la  droite  06  sera  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  la  droite  d  et  le  foyer 
principal  0. 


j  eirconserit  i 
révolution  dont  le  plan  de  contact  passe 
par  le  foyer  F  a  son  sommet  dans  le  plan 
directeur,  et  lu  droite  qui  réunit  le  foyer  F 
au  sommet  du  cane  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base. 


V    a 


t  Â 


1 


5    !2.    TRANSFORMATION    HOJlOGRAPHlOtl!. 

84Ï.  Considérons  une  figure  P  avec  sa  polaire  réciproque  f  par 
rapport  à  une  surface  du  second  ordre  2i  et  déterminons  la  figure 
corrélative  de  f  par  rapport  à  une  nouvelle  surface  du  second  degré  s. 
Nous  obtiendrons  une  troisième  figure  F'  telle  qu'à  clincim  de  ses  points 
correspond  un  plan  diins  f,  et,  par  conséquenl,  un  point  de  la  première 
figure;  de  même,  chaque  plan  de  F'  aura  son  correspondant  dans  F. 
Il  résulte  de  celle  double  Iransfoimalion  que  les  figures  F  ri  F'  jouiront 
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de  cette  propriété  qu'à  des  points  en  ligne  droite,  à  des  plans  passant 
par  une  même  droite  de  l'une,  correspondent  des  points  en  ligne  droite, 
des  plans  passant  pnr  une  même  droite  dans  l'autre,  et  les  rapports 
anharmoniqnes  de  ces  peints  et  de  ces  plans  «uront  la  même  valeur; 
elles  possèdent  donc  les  mêmes  propriétés  descriplives.  On  les  désigne 
sous  le  nom  de  figures  komographiques. 

Soient  X,Y,  ZIes  coordonnées  d'un  point  M,  et  x,y<^  celles  du 
point  correspondant.  Deux  figures  se  correspondront  point  par  point, 
plan  par  plan,  si  on  a  les  relations 


ttiX 

-+- 

b^y 

-f-  Ciz  ■+■  di 

aa 

+ 

f'^H 

•^  ctz  -+-  di  ' 

IXiX 

+ 

b^y 

+  c,z  -t-  rf. 

aa 

-1- 

b.y 

-f  CiZ  H-  di  ' 

asx 

+ 

hy 

4-  CjZ  -1-  d. 

Z=- r 

aia;  -t-  bty  -t-  CiS  -§-  a» 

En  effet,  pour  chaque  système  de  valeurs  attribuées  à  X,  Y,  Z,  on 
aura  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coordonnées  du  point  corres- 
pondant {x,  y,  z),  et  réciproquement.  De  plus,  un  plan  de  la  première 
figure  représenté  par  l'équation 

a,X -+- p,Y  ^- y.Z -t- ^,  =  0, 
aura  pour  correspondant  dans  la  seconde,  le  plan 

on  iflix  -H  b\y  +  dz  -+-  di)  ■+■  [3i  {aax  ■*-  b^y  -t-  ciz  -+-  rfa) 
■*■  yi  [asx  +  bzy  ■+-  CzZ  +  dz)  ■+■  3i  [atx  +  bty  ■+  dz  +  di)  =  0. 

Enfin,  on  vérifie  facilement  que  deux  figures  construites  à  l'aide  des 
formules  précédentes  seront  telles  que  des  points  en  ligne  droite,  des 
plans  passant  par  une  même  droite  auront  pour  correspondants  des 
points  en  ligne  droite,  et  des  plans  passant  par  une  même  droite.  Les 
relations  (H)  renferment  quinze  constantes  arbitraires  en  supposant 
dt  =  l,  ce  qui  ne  change  rien  1  leur  généralité;  on  peut  donc  en 
généra!  faire  correspondre  cinq  points  quelconques  de  la  seconde  figure 
à  cinq  points  de  la  première,  car  assujettir  deux  points  M  (XiYjZi), 
m  {Xiy,z,)  à  se  correspondre  revient  à  donner  trois  relations  distinctes 
entre  les  constantes. 
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348.  Soient 

A=0.       B  =  0,       C  =  0,      D-=0 
quatre  points  de  la  premiÈi-e  figure,  et 

a  =  0,       {3  =  0,       7  =  0,       3  =  0 
les   points   correspondaiils  de  la  seROnde.  Si  on  rapporte  les  deux  figures 
respectivement  aux  télraèdrcs  formés  par  ces  deux  systèmes  de  points, 
les  formules  de  la  transformation  homographique  seront  de  la  forme 

A  _  B  _  c     n 

''       «.«^«p~py      5" 
Elles   renferment    encore    (rois    constantes    arLitrnires    m,  n,  p    afin 
que   l'on   puisse  faire  eorrespondre  deux  autres  points  quelconques  des 
figures. 

En  effet,  considérons  quatre  points  de  la  première  figure  repré- 
senlés  par 

A  =  0,       B  =  0,       A  — /fB  =  0,       A  — ^'B  =  0; 

leur  rapport  enharmonique  a  pour  valeur  —  '  Les  poinls  correspondants 
seront  définis  par  les  équations 

et  on  voit  immédiatement  que   leur   rapport  anharmoniqiie  est  aussi 

On  arriverait  au  même  résultai,  si  A  =  0,  I(  =  0,  etc.  représentaient 
les  faces  de  deux  tétraèdres  correspondants. 

Les  deux  figures  dont  les  points  sont  liés  entre  eus  par  les  formules 
[h)  jouissent  de  cette  pcopricté  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  ou  de  quatre  plans  de  l'une  d'elles  est  éga!  au  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  points  ou  des  quatre  plans  correspondants  de  l'autre. 
Ces  figures  sont  donc  homograpkiques, 

349.  Les  poinls  h  i'infinî  de  la  première  figure  auront  pour  corres- 
pondants dans  In  seconde  des  poinls  situés  dans  un  plan  représenté  par 
l'équation 

(1}       UiX  -)-  hty  -^  Ciï  -V-  rfi  c=  0  ; 
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de  sorte  qu'un  syslème  de  plans  piirallples  dans  la  première  figure 
donnera  lieu  dans  la  secunde  à  an  syslème  de  plans  qui  se  rencontrent 
suivant  une  droite  du  plan  (I). 

Afin  de  trouver  les  points  qui  se  correspondent  l\  eus-mèmes,  posons 
X  =  a;,  y=i/,  Z  =  z  dans  les  formules  (H).  II  viendra  les  trois 
équations  du  seeond  degré 

X  («4X  -»-  bty  -4-  CiZ  ■+■  di)  ^=  a,x  -+-  bti/  •+-  c,z  -+-  di, 
y  («lii;  'h-  bijf  -t-  CiZ  +  di)  =  a^x  -t-  b^y  -\-  c^z  -+-  rfa, 
z  {ai,x  ■*■  b^y  -\~  ctz  -v  di)  =  a^x  +  bsy  ■+■  c^z  -i-  ds; 

elles  admettent  su  plus  huit  solutions.  Ainsi  deux  figures  homogra- 
pbiques  ont  au  plus  huit  points  qui  se  correspondent  à  eus-mêmes. 
Les  poinls  qui  jouissent  de  celte  propriété  se  nomment  poinls  doubles; 
ils  peuvent  être  réels,  imaginaires  ou  situés  à  l'infini. 

350.  Dans  deux  figures  homograpkiques,  le  rapport  des  distances 
de  deux  points  fixes  de  la  première  figure  à  un  plan  quelconque,  est 
dans  une  raison  constante  avec  le  rapport  des  distances  des  points 
correspondants  dans  la  seconde  fiyure  au  plan  homologue. 

Soient 

A  =  0,        B  =  0 

deux  points  fixes  de  la  première  figure  et  u,  v,  v)  les  coordonnées  d'un 
plan  quelconque  passant  par  le  point 


f 
p  et  9  étant  les  perpendiculaires  sbaissées  des  points  A  et  H  sur  le  plan 
(m,  v,  mi).  Le  point  correspondant  de  C  a  pour  équation 

(c)       mcc  —  nlt(i  =  0, 
et,  sip',q'  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  poinls  a  et  p  sur  le 
plan  homologue  qui  passe  pnr  c,  on  doit  avoir 
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On  en  <iMaH 

»   v'      m 

-:  —  =  —  =  eonstanlR. 

q    q'       u 

Le  l'apport  précédent  est  indépendant  de  k;  il  conserve  la  même 
valeur  quelles  que  soient  les  positions  des  points  C  et  c  sur  les  lignes 
AB  et  «P,  c'est-à-dii'e  pour  deux  plans  homologues  quelconques. 

351.  Dans  deux  figures  hontographques,  le  lappori  des  dislances 
d'an  point  quelconque  de  la  première  a  deux  plans  fixes,  est  dans  une 
raison  constante  avec  le  rapport  des  dibtances  du  point  homologue  aux 
plans  fixes  correspondants  de  (a  seconde. 

Soient 

A  =  0,      B  =-  U 
les  plans  fiscs  de  la  première  figure,  et 

(C)       A  —  frB  =  0, 
un   plan  passant  par  leur  intersection.  Si    on  désigne  par  x,  y,  z  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  C,  on  aura 


p  el  q  Plant  les  perpendiculaires  abaissées  de    ce  point  sur  les  plans 
A  et  B.  Le  plan  corrcspondanC  de  C  dans  la  seconde  figure  ayant  pour 


équation 
i!  viendra 


[c)      met  —  kn^  =  0, 


nk 


p       nk 


p'  et  q'  sont    les  perpendiculaires    aliaissées  du  point   hon 
appartient  au  plan  (v)  sur  les  plans  coiTcspondanls  «  et  p. 
On  lire  des  relalions  précédentes. 


jlogu 


»   p'      m 

-:i-=— =  conslanle. 

q    q'       n 

Le  rapport  du  premier  membre  est  indépendant  de  k  et  sera  constant 
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pour  un  point  quelconque  pris  dans  un  plan  quelconque  passant  par 
la  droite  d'intersection  des  plans  A  et  lî;  donc  le  théorème  est 
démontré , 

35%.  Les  formules  de  la  transformation  homographique  substituées 
dans  une  équation  du  degré  m 

/■(X,Y,  Z)  =  0 

donneront  une  nouvelle  équation  qui  sera  aussi  du  degré  t»  par  rapport 
à  x,y,z.  Il  en  résulte  que  la  IransTormalion  homograpliique  ne  change 
pas  l'ordre  d'une  surface.  Ainsi  toute  surface  homographique  d'une 
surface  du  second  ordre,  cl  en  particulier  d'une  sphère,  sera  aussi  du 
second  degré.  On  peut  profiter  des  constantes  arbitraires  pour  changer 
une  surface  d'un  certain  ordre  en  une  autre  plus  simple.  Si  l'on  veut, 
par  exemple,  transformer  l'ellipsoïde 

x^    X!    z'  _ . 

^s  ^  jja  -*-  pî  ~ 
eu  une  sphère,  il  faudra  prendre  pour  les  formules  homograpliiques 

X  =  Ax,      ï  =  lïi/,      Z=-Cz; 
car,  en  substiUuint,  on  trouve  pour  la  surface  dérivée,  l'équation 

Réciproquement,  la  transformation  homographique  permet  de  passer 
d'une  surface  particulière  à  une  autre  surface  plus  générale  et  du  même 
ordre;  elle  peut  donc  être  utile  pour  généraliser  les  propriétés  de 
l'étendue.  L'un  de  ses  avantages  est  de  pouvoir  représenter  dans  un  plan 
à  une  dislance  finie  les  éléments  d'une  figure  qui  sont  a  l'infini  et  qu'il 
est  difficile  de  bien  saisir. 


§    5,    FIGUnES    HOMOLOGIQUES. 

3SS.  Les  figures  komologiques  sont  des  figures  liomograpbiqucs 
où  deux  points  correspondants  quelconques  sont  sur  nue  droite  passant 
par  un  point  fixe;   elles  jouissent  de  cette  propriété  que  les  droites 
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et  les  plans  c or res pondants  se  rencontrent  dans  un  plan  fise.  Le  point  et 
le  plan  lises  soni  le  centre  et  le  plan  d'homologîe, 

11    résulte    de    la  définition    que    les   formules   de  la  transformation 
homologique  seront  de  la  forme 


(/O 


Ix  -v  ), 


(X,  Y,  Z),  [x,ii,z)  sont  les  points  correspondants,  et  (ko,  yo,  îo)  "h 
point  fixe.  En  effet,  si  les  points  correspondants  doivent  être  en  ligne 
droite  avec  un  poin!  fue  [Xo,  t/o,  î»)  il  faut  que  l'on  ait 

X  —  xa      X  —  Xo      Y  —  3/0 y  —  yo , 

7,  —  Zo        z  —  Za        Z  ~-  ïi)       z  —  Zo 


De  plus,  si  un  plan  de  la  première  figure  ;i  pour  correspondant  un 
plan  dans  la  seconde,  chacun  de  ses  rapports  doit  être  égal  h  une  fraction 
aynnt  pour  numérateur  une  constante  et  dont  le  dénominateur  peut  être 
un  polynôme  (|uelconque  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Un  plan  de  la  première  figure  étant  représenté  par  t'éciualion 
ctiX  +  (3,Y  +  y,Z  +  S,  =  0, 
ou  bien 

«,  (X  ~  x«)  -»-  (3,  {Y  —  y,)  -H  7:  (Z  —  z,)  -4-  3i  4-  a,r«  +  |3,i/o  -t-  â,So  =  ( 
le  plan  correspondant  dans  la  seconde  figure  sera  défini  par 
<Xi  (x  —  Xa)  -H  p,  (y  —  yo)  -t-  y,  {s  —  2»)  -i-  (J,  -h  a,x,  +  pij/o  h-  y^z^) 

{Ix  -*-  my  ■+■  nz  -+-  p)  =  0. 

Les  points  communs  à  ces  deux  plans  devront  vérifier  réqualioii 

iPi  -V-  cLiXi,  -t-  |3i»/û  -+-  yiZii)  (Ix  -4-  my  -t-  »s  -t-  p  —  1)  =  0 

obtenue  en  retranchant  les  équations  membre  à  membre,  et  en  posan 

X  =  x,   Y  =  y,    %  =  z.    Il  en   résulte  que  ^^\\\  plans  homologues  s 


coupent  dans  le  plan  fixe 

(P)       Ix  -t-  my  -\-nz-\-f  —  1  = 
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Les  formules  (k)  définissent  d'une  macièpe  générale  l'homologie,  le 
point  (3:0,^0.^0)  étant  ie  centre  d'iionlologie,  et  le  plan  d'bomologie, 
celui  qui  est  représenté  par  l'équation  obtenue  en  égalant  !e  dénomi- 
nateur du  dernier  rapport  a  l'unité.  Elles  sont  moins  générales  que  les 
formules  de  la  transformation  honiographique.  Dans  le  cas  particulier 
où  le  centre  d'homologie  coïncide  avec  l'origine,  elles  se  réduisent  à 


X      y      z      Ix  -i-  my  -i-  nz -i-  p 

Les  points  doubles  dans  les  deus  figures  homolosiques  seront  déter- 
minés par  les  équations 

X  {Ix  -+-  my  -t-  nz  -t-  p)  =  x, 

y  {Ix  -1-  my  H-  nz  -^  p)==y, 

z(lx^my-i-nz-^~p)=^z; 
l'origine  et  les  points  du   plan   Ix  -+-  my  -t-na-i-p  — 1=0  se  corres- 
pondent à  eux-mêmes  dans  les  deux  figures.  Donc  les  figures   homolo- 
giques  sont  des  figures  homographiques  qui  ont  une  infinité  de  points 
doubles  dont  le  lieu  est  le  centre  et  le  plan  d'homologie. 

354.  Soient 

A  =  0,     B  =  0,     C  =  0 

trois  plans  passant  par  le  centre  d'homologie  de  deux  figures,  et  D  =  0 
le  plan  d'homologie;  ces  quatre  plans  forment  un  tétraèdre  dont  les 
sommets  sont  des  points  doubles.  Rapportons  les  figures  a  ce  tétraèdre, 
et  soit 

/A  +  |/ii  H-  vC  =  0 

un   pian   passant    par    le  eentre    d'bomologie.  Si    on    cherehe  le   plan 

correspondant  par  les  formules  (k)  de  l'homographie  {N"  348),  on  trouve 

Ima  -1-  (wiP  -I-  vpy  =  0. 

Mais  tout  plan  passant  par  le  eentre  d'iiomulogie  est  un  plan  double; 

par  suite,  il  faut  que  l'on  ait 

afin  que  cette  équation  représente  le  même  plan  que  la  précédente. 

59 
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Il  en  l'réiiltc  que  les  formules  de  la  ira  us  formation  homnlogique  seron! 
de  la  foi'iue 

(A)     i_!„5_H, 

*'■'         .      {J     •/      M- 

A,  U,  C,  D,  et  a,  p,  y,  à  sont  les  toordonnécs  de  deux  points  homologues 
par  rapport  au  tétraèdre  landis  que  (  est  une  constante  arbitraire. 
Dans  cette  hypolhèse  les  équHtions  de  deux  plans  homologues  seront 
de  la  forme 

ÀA  +  ^lî  -H  vC  +  TtD  =  0,       le  +  ^|3  -i-  v/  -^-  ln5  ^  0, 

et  l'on  voit  immédi.Uoment  qu'ils  se  coupenl  d;ms  te  plan  d'homologie 
D  =  0. 

355.  Dans  deux  figures  homologitfves,  le  rapport  des  distances  de 
deux  points  homologues  au  plan  d'homologie,  est  au  rapport  des  distan- 
ces de  ces  points  au  centre  dans  une  raison  consfawfe. 

En  effet,  des  égalités  (k)  on  tire 

/A  -y-  ^B  +  vC  _  D 

Or,  le  premier   memhi'e  est  le   lapport  des  perpendieiilaires  abaissées 
des    points    homologues    (A,  B,  C,  n)    («,  |3,  y,  d)    sur    le    plan    double 
1,4 -t- fiB -)- ïC  =  0;   comme  ce  rapport  est  égal  à  celui   des  dislances 
Il  et  r  de  ces  points  au  centre  d'homologie,  on  aura 
R       D 


,  par  conséquent, 

D    R 


Ce  qui  démontre  le  théorème  « 


356 


Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de 

deux  points    homologues  au  centre   d'homologie  est  au  rapport   des 

distances   de   ces   points  à   deux   plans   homologues  fixes   dans    une 
raisoi)  dinstanle. 
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Les  formules  (/c)  cniuliiisenl  îi  l'égalité 
XA  -H  <xB  +  vC  -I- 


Xa  +  f43  -t-  vj-  -t-  /7>3      (') 

D'après  ie  ihénrème  précédent,  le  second  membre  esl  égal  Ji  H  :  s 
deux  termes  de  In  fpnclion  du  premier  membre  sont  proportionnels 
perpendioiilaires  abaissées  des  poinls  (A,  H,  C,  D),  (a,  p,  y,  S)  si 
plflns  fixes  homolngnes 

JA  -+-  fiB  -t-  vC  -t-  7:0  =  0,       h\  -+-  yn  +  vC  -i-  /kD  ==  0. 
Si  on  désigne  par  P  cl  h  ecs  iieriiendiciiliii'es,  nn  wuvn  donc 


k  étJuU  imc  constnnle  délerniiiicc.  On  en  détlLii! 


el  ic  ihcoromc  est  démontré, 

35? .  Deux  surfaces  dtt  nec.nnd  oriire  komoloyiques  se  coiipenl  suivant 
deux  courbes  planes  dont  Cime  est  située  dam  le  plan  d'homologie. 

Remarquons  que  l'équwtion  d'une  surfaue  du  second  degré  en  coor- 
données létruédriques  peut  se  mettre  sons  la  forme 

S  +  D  (?,A  +  «13  +  i-C  -t-  ttD)  =  0; 

S  désigne  une  foiiclion  liomi)gèue  des  coordonnées  A,  1',  C.  Cel^i  étant, 
une  surface  du  même  ordre  homologiquc  à  la  [H'écéilcDle  sera  repré- 
sentée par 

S  +  m  (iA  +  0.1!  -4-1/0-1-  hT>)  =  0. 

En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  il  viendra 
D  [XA  -t-  ,usB  -j-  vC  -+-  TC  (1  -t.  i)  D]  =  0. 

Cette  équation  définît  deux  pians  passant  par  l'inlersection  des  deux 
surfaces;  ecUrs-ci  se  rcnconlrcnt  donc  suivant  deux  enniques  dont  î'niie 
est  dtinfi  le  plan  d'homologie  D  =  0. 

Les  surfaces  homologiques    seront   enveloppées    piir    un    cône  avant 
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son  sommet  an  centre  d'Iiomologie  ;  car  les  dpohfis  menées  de  ee  dernier 
point  tangentiellemen!  à  la  ppcmière  surface  toucheront  la  seconde,  afin 
(ju'il  n'y  ait  qu'un  seul  point  correspondant  sur  les  deux  surfaces. 

358.  Dewx  nurfuces  du  second  degré  inscrites  dans  un  même  cùne  du 
second  ordre  sont  homologiqties. 

Nous  savons  que  deux  surfaces  du  second  dejçi'é  inscrites  dans  une 
suri'ace  de  même  ordre  se  rencontrent  suivant  deus  coniques  dont  les 
plans  passent  par  la  droite  d'intersection  des  plans  de  contact.  Soient 
D  =  0,  D'  =  0  les  plans  des  coniques  d'intersection,  et  A  =  0,  B  =  0, 
C  =3  0  trois  plans  passant  parle  sommet  du  cône.  Si  on  rapporte  les 
surfaces  au  tétraèdre  AKCD,  les  plans  de  eonlact  seront  représentés  par 
des  équations  de  la  forme 

JA  +  ^B  -j-  vC  •+-  ttD  =  0,       }.A  +  pB  -H  vC  +  tt'D  =  0 
puisqu'ils   se  coupent   dans    le   plan   D  =  0  ;  par  suite,  les    équations 
des  surfaces  inscrites  au  cône  peuvent  s'écrire 

S  —  {'/A  -4-  ^B  -I-  vC  -+-  TrD)=  =  0, 
S  —  {XA  -4-  fiB  -f-  vC  -*-  TT'D}'  =  0, 
où  S  est  une  fonelion  homogène  en  A,  G,  C,  qui.  égalée  à  zéro,  repré- 
sente le  cône  circonscrit.  !1  est  visible  qu'on  passe  de  la  première  équa- 
tion h  la  seconde  en  posant 

A_B^C^7in 

par  conséquent,  les  surfaces  sont  homologiqucs. 

Il  faut  observer  que  si  les  surfaces  inscrites  étaient  l'une  un  ellipsoïde, 
l'autre  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  elles  ne  pourraient  pas  être  homo- 
logiques;  car  cette  dernière  admettant  des  génératrices  reetilignes, 
il  en  devrait  être  de  même  ponr  la  première.  Si  l'une  des  surfaces 
était  nu  hyperboloïde  à  deus  nappes  tangent  extérieurement  au  cône, 
et  l'autre  un  ellipsoïde  langent  intérieurement,  toute  droite  menée 
par  le  sommet  du  eône  ne  rencontrerait  qu'une  seule  surface;  dans 
ces  conditions  les  surfaces  ne  sauraient  être  homologiques. 

359-  Si  on  applique  à  l'équation  de  la  sphère. 
X=  +  Y'  +  7?  =  R' 


yGoosle 


les  formules  de  !a  transformation  hnmolngjquc  dans  le  ras  où  !c  centre 
d'homologie  est  à  l'origine,  il  vient 

x^  -h  y^  ■+-  z^  —  R'  {Ix  ■+-  my  -i-  nz -i-  pY  =  0. 
Celte  équation  exprime  que  la  distance  d'un  point  de  la  surface  qu'elle 
représente  à  l'origine  est  dans  un  rapport  constant  avec  sa  distance  au 
plan  Ix  -i-  my  ~\-  nz  -t-  p  =  (f;  Il  en  résulte  qu'elle  définit  une  surface 
de  révoîution  dont  l'un  des  foyers  est  le  centre  de  la  sphère,  et  dont  le 
plan  directeur  coïncide  avec  le  plan 

Ix  -h-  my  +  nz  -*-  p  ^=  0. 

On  vérifiera  facilement  qu'une  surface  de  révolution  représentée  par 
l'équation 

X'  +  Y'  -4-  Z'  -  (?,X  +  f^Y  +  vZ  -I-  TT)^  =  0 
admet,  pour  surfaces  honio logiques,  des  surfaces  de  révolution  ayant 
un  foyer  commun  à  l'origine  des  coordonnées. 

On  voit  que  l'homologic  perniellrait  d'étendre  les  propriétés  de  la 
sphère  à  une  surface  de  révolution  du  second  ordre,  et  de  démontrer 
plusieurs  propriétés  des  surfaces  de  révolution  qui  ont  un  foyer  commun. 
Plus  généralement,  l'iiomologie  peut  servir  comme  Thomographie  à 
généraliser  et  à  mettre  en  évidence  une  propriété  descriptive  ou  métri- 
que d'une  figure  en  s'appuyant  sur  les  théorèmes  qui  préeèdeni. 
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CHAPITltE  XVII. 

GÉNÉRATION      DES     SURFACES. 

SoMsiAiBE.  —  Equation  d'une  nurfaie  mgondrée  par  une  ligne  mohiie  dont  les  éqtiatiwia 
renferment  un  ou  plusieurs  paramètres;  cas  où  la  ligne  mobile  s'appuie  «ur  des  lignes 
fixes  ;  surfaces  de  révolulioa  ;  surfaces  réglées.  —  Surfaces  déeeloppables  :  génération 
de  ces  surfaces;  plan  langent;  surfaces  vijlindrigues  et  coniqves.  —  Surfares  gmichea  : 
conoMes;  p/.nn  tangent  et  propriétés, 

360.  Gonformcmenl  h  la  méthode  eorléaienne,  noiisi  avons  discult 
jusqu'ici  les  équallonfl  gént'raks  du  premier  et  du  second  degré,  afin 
de  reconnaître  la  forme  et  la  nature  des  surfaces  dont  elles  sont  la 
définition  analytique.  De  plus,  par  la  combinaisoti  des  équations  abrégées, 
nous  avons  démontré  plusieurs  propriétés  générales  des  surfaces  du 
second  ordre  assujetties  à  cerinincs  conditions  géométriques.  Dans  ce 
chapitre,  nous  uous  proposons  de  considérer  une  surface  quelconque 
comme  engendrée  par  une  ligne  mobile  appelée  génératrice,  et  dont  le 
déplacement  est  soumis  i  une  loi  dclerminée;  nous  indiquerons  le 
moyen  d'arriver  à  l'équation  de  la  surface  décrite.  Cetle  équation  repré- 
sentera d'une  manière  générale  les  surfaces  qui  admettent  le  même 
mode  de  génération  ou,  comme  on  a  coutume  de  dire,  une  même  famille 
de  surfaces.  Nous  étudierons  ensuite  plus  spécialement  les  surfaces 
engendrées  par  une  ligne  droite  et  qu'on  appelle  surfaces  réglées. 

§    1.    ÉQtlAT[ON    d'une    surface    ENGENDIlftE    PAR    UNE    LIGNE    MOBILE. 

361.  Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la  généra- 
trice est  définie  par  deux  équations  de  la  forme 

f{x,y,z,a,)^0,       F{x,y,z,a,)  =  0 


yGoosle 


—   4fi7  — 

ne  renfermant  qu'un  seul  paramètre.  A  cliaqne  valeur  nttribuée  i, 
là  constante  arbitraire  «i,  correspond  une  position  déterminée  de  la 
génëralricc;  si  on  fait  variei"  Oi  par  degrés  insensibles,  la  b'gnc'mobile 
va  se  déplacer  d'une  manière  continue  et  décrire  une  surlace  bien 
déterminée  dont  l'équation  s'obtiendra  en  éliminant  ]p  paramètre  ai 
entre  les  équations  données.  En  effet,  celle  équation  finale  sera  satisfaite 
en  même  temps  que  les  précédentes,  et,  comme  elle  ne  renferme  plus 
la  constante  indéterminée  oi,  elle  exprimera  aualytiquement  la  relation 
qui  existe  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  la  ligne  mobile  considérée 
dans  l'une  quelconque  de  ces  positions;  ce  sera  l'équalion  de  la  surface 
décrite  par  cette  ligne. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  génératrice  soil  représentée  par  les 
équations 

/  (X,  y,  z,  a.,  a,)  =  0,  F  (a;,  y,  z,  a.,  «,)  =  0, 
où  «1  et  Os  sont  des  eoefficienls  indéterminés.  Si  on  donne  au  paramètre 
«3  une  valeur  particulière  o'a,  el  si  on  fait  varier  a,  d'une  manière 
continue,  la  bgne  mobile  va  décrire  une  certaine  surface  déterminée. 
Mais,  comme  on  peut  de  la  même  manière  attribuer  à  la  constante 
arbitraire  Oa  autant  de  valeurs  que  l'on  veut,  on  aurait  ainsi  une  infinité 
de  surfaces  dont  l'ensemble  formerait  un  solide.  Pour  que  la  ligne 
mobile  engendre  une  surface  déterminée,  il  est  indispensable  que  les 
paramètres  ne  soient  pas  tout-.Wait  indépendants,  mais  liés  par  une 
ceitiine  relalmn  ip(ffi  a-)  =  0.  Dans  celle  hypothèse,  on  ne  peut  plus 
donnti  au\  constantes  que  les  valeurs  qui  vérifient  celle  équation  ;  le 
déplacement  de  !  i  li.,ne  génératrice  est  bien  déterminé,  et  elle  engendrera 
une  surlace  unique  dont  l'équation  s'obtiendra  en  éliminant  les  para- 
mètres entie  les  trois  équations  précédentes. 

Enfin,  SI  la  genéiatnce  est  représentée  par  des  équations  renfermant 
n  parametics 

f{x,  y,  z,  ai,  ai, ,«„)::=  0,       F  (ï,  y,  e,  ai,  aa, ,  a»)  =  0, 

avec  les  (w  —  1)  relations 

(p,  (ff,,  Os,  ....,  o,)=0, 
'Pî(c(i,  as, ....,  a„)  =  0, 
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son  mouvement  esi  bien  défini,  car  ses  équations  ne  renferment  en 
réalité  qu'un  seu!  paramètre  arbitraire,  les  n  —  1  relations  permettant 
d'esprimer  tous  les  paramètres  moins  un  en  fonction  du  dernier.  L'élî- 
miniilion  des  coefficients  indéterminés  «i,  os,  —  On,  entre  les  {« -i- 1) 
équations  précédentes  conduira  à  l'équation  en  x,  y,  z  de  la  surface 
décrite. 


3«2.   Au   lieu   de   déi 


le  mode  de  dcplacemciit  de  la  géné- 
ratrice par  un  nombre  sufKsant  de  relations  entre  les  paramètres  qui 
entrent  dans  ses  équations,  on  peut  assujettir  cette  ligne  variable  à 
s'appuyer  sur  des  lignes  fixes  qui  règlent  son  mouvement  dans  l'espace 
et  qu'on  appelle  directrices.  Dans  ce  'cas,  on  arrive  à  l'équation  de  la 
surface  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Supposons  d'abord  que  la  ligne  mobile  représentée  par  les  équations 

V{x,y,z,  a,,fl5)  =  0,       V,  {x,y,z,a,,iH)-=(i 
se  déplace  en  glissant  sur  la  courbe  lise  donnée 

<p(x,y,z)=^(i,       '!^(3:,y,z)  =  0. 
Les  équations   précédentes  devront  être  satisfaites  en  même  temps  par 
les  coordonnées  des  points  communs  aux  deux  lignes,  et  l'élimination  des 
variables  x,  y,  z  donnera  une  relation  entre  les  paramètres 

qui  exprimera  que  la  rencontre  a  lieu  dans  chaque  position  de  la  géné- 
ratrice. Il  restera  à  éliminer  les  paramètres  entre  celte  équation  et  celles 
de  la  ligne  mobile  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  engendrée. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  la  génératrice  est  représentée 
par  les  équations 

T  {x,y,  z,  ai,  a^, ,  «n)  =  0,      Fi  {x,y,  z,  at,  as, ,  a,)  =0. 

Pour   qu'elle   décrive   une   surface  unique,  elle   doit  s'appuyer   sur 
(m  —  -i)  lignes  fixes  données 

ç,  {x,  ij,  z)  =  0,       4/,  {x,  »/,  2)  =  0  ; 


■,y,ï}  =  0,       +.^,(^, 


^0. 
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En  éliminant  les  vai-ialiles  x,  y,  z  enine  los  i;qiialîons  ilc  eh.iquc 
groupe  et  celles  de  la  génératrice,  on  arrivera  à  n  —  \  relations  eiilre 
les  pararaèlres 

A  («1,  Oa, ,  (ln)  =  0, 

/s  (oi,  «s,  n^)  =  0, 

(|ui  expriment  que  la  ligne  mobile  renconire  chaque  ilireclricc.  L'équa- 
lion  de  !n  surfnce  décrite  sera  le  résultat  de  l'éîimînalicin  des  paramètres 
entre  ces  équations  et  celles  de  la  génératrice. 

363.  Comme  application  de  la  théorie  générale,  supposons  que  la 
génératrice  soit  un  cercle  de  rayon  variable,  don!  le  centre  parcoure 
une  droite  fixe,  et  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cette  droite 
pendant  qu'il  se  déplace  on  s'apptiyant  sur  une  ligne  donnée,  La  surface 
ainsi  engendrée  est  dite  rfe  rèxoluiion^  car  on  l'obtiendrait  aussi  par 
la  rotation  de  la  directrice  autour  de  la  droite  fixe  appelée  axt  de 
révolution  de  la  surface.  Désignons  par  Xa,  s/o,  Zo  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  droite  fixe;  celle-ci  sera  représentée  par  des  équations 
de  la  forme 

*  —  a"o       y  —  ya       3  —  ïo 
/  m  n 

Le  cercle  générateur  peut  être  considéré  comme  étant,  à  chaque 
instant,  l'intcpsection  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  avec  une  sphère 
de  rayon  variable  ayant  pour  centre  le  point  (xo,  ;/o;  ^o);  par  suite,  ses 
équations  peuvent  s'écrire 

(x  —  j^o)^  -*-  (y  —  ,Vo)'  -+-  (ï  —  ZoY  =  a,  Ix  -^-  my  -t-  «s  -*-  rf  =  j3, 
a  et  ^  étant  deux  paramètres  arbitraires.  Soit 

l'équation  qui  exprime  la  rencontre  dn  cercle  avec  une  directrice  donnée 

ou  la  relation  qui  provient  de  l'élimination  de  x,  y,  z  entre  ces  dernières 
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équations  et  celles  du  cercle   mobile.  Si  on  rcmplaee  «  et  |3  par  leurs 
voleurs,  il  viendiii 

(»■)       Ix  -^  mij  -i-  nz  -\-  d  =^  fp[{a:.  —  XaY  -4-  (y  ~  'Ji>f  -+- (z  ~  îo)^J. 

C'est  l'équation  générnle  des  surfaces  de  roviiîulion  autour  de  la 
droite  fixe  donnée. 

Quand  l'axe  passe  pnr  l'origine,  on  peut  sii|>poser  que  le  point 
(a:o,  !/o)  Zo)  coïncide  avec  elle,  et  l'équation  précédente  se  réduit  a 

Ix  -^-  tny  -i-nz-t-  d  =  (p(,T*  -i-  j/^  -i-  z^). 
Enfin,  si  l'axe  de   révolution  coïncide  avec  l'nxc  des  s,  le   cercle  peut 
èirc  eonsidéré  comme  Tinterseeiion  d'un  cj-lindre   de  rayon   variable 
avec  un  plan  perpendicnlaire  à  l'axe,  et  ses  équations  seront 

L'équation  d'une  surfaee  de  révoiulion  prend  alors  sa  forme  la  plus 
simple 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (r)  définit  une  surface 
de  révolution.  Posons,  en  effet, 

ix  +  MÎM  -+-  «E  H-  (i  =  |3, 

m 
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autour  d'une  droite  fixe  est  telle,  qu'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
donne  une  seclion  cireulaire  appelée  parallèle.  Si  l'axe  et  la  ligne  fixe 
sont  dans  un  même  plan,  la  section  d'un  plan  mené  par  l'axe  sera  la 
même  ligne  :  toutes  les  scc-lions  analogues  se  désignent  sous  le  nom  de 
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méridiens  de  la  surface.  Le  plan  tangent  en  chaque  point  renfermera 
les  tangentes  au  méridien  et  au  parallèle  qui  se  coupent  en  ce  point  ; 
comme  la  tangente  au  parallèle  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  l'axe  et 
au  rayon  de  ce  cercle  passant  par  le  point  de  contact,  le  plan  tangent 
est  perpendiculaire  au  méridien,  li  en  résulte  que,  dans  une  surface  de 
révolution,  la  normale  rencontre  toujours  Taxe. 

364.  Il  est  encore  une  classe  de  surfaces  remarquables  appelées 
surfaces  réglées;  ce  sont  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite 
assujettie  à  certaines,  conditions.  On  sait  que  ies  équations  d'une  droite 
quelconque 

x  =  az-^-  p,  y==bz  +  <! 
renferment  quatre  constantes  indéterminées;  par  suite,  son  mouvement 
dans  l'espace  sera  complètement  défini  et  elle  engendrera  une  surface 
unique,  si  elle  rencontre  a  chaque  instant  trois  directrices  données.  Cette 
rencontre  sera  exprimée  par  trois  relations  entre  les  paramètres  obtenues 
comme  on  l'a  indiqué  précédemment.  Supposons  qu'elles  soient  de  la 
forme 

les  équations  de  la  génératrice  seront  alors 
x  =  az  -i-  (f  (ci), 

Il  suffira  d'éliminer  le  paramètre  a  entre  ces  équations,  lorsqu'on 
ecnnaitra  les  fonctions  tt,  (p  et  i^,  pour  arriver  à  l'équation  de  lu 
surlace. 

Quaod  une  droite  se  meut  dans  l'espace  pour  engendrer  une  surface, 
il  peut  arriver  que  deux  de  ses  positions  consécutives  soient  toujours 
dans  un  même  plan;  dans  ce  cas,  on  dit  que  la  surface  réglée  est  déve- 
ioppable;  dans  le  cas  contraire,  la  surface  réglée  est  gauche.  Nous  ferons 
connaître,  dans  ce  qui  suit,  les  caractères  particuliers  de  ces  surfaces 


remarqi 


tables. 
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I    2.    SlirifACES    DÉVEI,01> FABLES, 

365.  Supposons  qu'une  droite  se  déplace  dans  l'espace  de  manière 
à  ce  que  dctns  deux  positions  consdcutives  elle  soil  dans  un  même  plan. 
Considérons  différenles  positions  1,  2,  5....  1res  rapprochées  de  la  géné- 
ratrice; elles  se  rencontrent  successivement  aux  points  mi,  nij,  mj.... 
nui  scrunt  les  sommels  d'un  polygone 
gauche.  Si  on  imagine  que  ces  droites  se 
l'.ipprociient  de  plus  en  plus,  le  polygone 

iiunitins deviendra    à    la    limite   une 

courbe  gauche  ii  laquelle  seront  tangentes 
les  différentes  positions  de  la  droite  mobile. 
Il  en  résulte  qu'une  surface  dèveloppable 
peut  élre  considérée  comme  le  lieu  d'une 
droite  qui  se  meut  dam  l'espace  en  restant 
tangente  à  une  courbe  gauche.  Celte  courbe  a  été  appelée  par  Hohoe 
arête  de  rebroitssement  de  la  surface.  Lu  raison  en  est  que,  si  on  suppose 
les  tangentes  prolongées  indéfiniment  de  chaque  côté  de  leur  point  de 
conlact,  la  surface  dèveloppable  sera  composée  de  deux  nappes  qui 
viennent  se  rejoindre  sur  lu  eourhe;  pour  passer  d'une  nappe  à  l'autre, 
sans  suivre  la  direction  d'une  génératrice,  on  doit  parcourir  un  chemin 
curviligne  qui  présente  un  point  de  rebroussement  à  la  séparation  des 
deux  nappes. 

Une  surface  dèveloppable  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être  étendue 
sur  un  plan  sans  se  déchirer.  En  effet,  les  différentes  génératrices  1,2,5... 
comprennent  entre  elles  un  élément  plan  inlinimenl  étroit  et  indéfini  en 
longueur;  on  peut  faire  tourner  le  second  élément  autour  de  la  droite 
qui  le  sépare  du  premier,  jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  dans  son  plan;  on 
ramènera  semblabicment  le  troisième  élément  dans  le  plan  des  deux 
autres,  et  ainsi  de  suite.  Cette  propriété  a  lieu  quelque  rapprochées  que 
soient  les  génératrices  et  elle  ne  cessera  pas  d'exister  à  la  limite  pour  la 
surface  dèveloppable. 

Lorsqu'on  étend  une  portion  de  surface  dèveloppable  sur  un  plan, 
il  est  évident  qu'elle  conserve  la  même  superficie;  les  différentes  parties 
des  génératrices    ainsi  que  les  ares    de  courbes  tracées  sur    la  surface 
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coQserveront  aussi  les  mêmes  longueurs.  Ainsi,  pour  ne  citer  qu'un 
exemple,  si  on  prend  un  c6ne  k  base  eîrculniri!  qui  csl  une  surface 
ddveloppnble  puisque  les  généralrices  se  coupent  en  un  même  point,  et 
si  on  l'ouvre  suivant  l'une  de  ses  arêtes,  on  pourra  élendrc  la  surface 
du  cône  sur  un  plan  sans  faire  de  plis;  après  l'opération,  les  longueurs 
des  arÉtes,  ainsi  que  celles  des  arts  de  courLes  qui  fie  trouvaient  sur 
le  cône  auparavant  n'auront  pas  changé. 

366.  Élanl  données  les  éqttalions  tl'tine  courbe  gauche,  Irourer  celle  de 
la  surface  développai/le  (jui  a  celle  courbe  pour  arête  de  rebrousement. 
Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  définie  par  les  ëqunlians 

qui  déterminent  ses  projections  sur  les  plans  des  xtj  et  des  xz.  On  sait 
qu'eu  projetant  une  eourbe  avec  sa  laugente  sur  un  plan,  la  projection 
de  la  droite  est  tangente  a  la  projection  de  la  courbe.  Il  en  résulte  que 
les  équations  d'une  tangente  au  point  ((t,  6,  c)  de  la  li|;nc  donnée  seront 

De  plus,  on  a  aussi  les  relations 

ç{fl,6)  =  0,     |(«,e)  =  0. 

L'élimination  des  coordonnées  a,  b,  e  conduira  à  une  équation  en 
x,y,z  qui  sera  vérifiée  par  un  point  d'une  tangente  quelconque  de  la 
courbe  donnée  :  ce  sera  l'équation  demandée. 

36î.  Une  surface  dcveloppable  peut  encore  être  regardée  comme 
engendrée  par  les  intersections  successives  d'un  plan  défini  par  une 
équation  de  la  forme 

où  les  coefficients  des  variables  ne  dépendent  que  d'un  seul  paramètre  «. 
En  elTct,  si  on  désigne  par  u,  v,w  les  coordonnées  tangenlîelles  de  ce 
plan,  on  a 

«_,(.),    i--T(.),    «._M«). 
et  l'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  égalités  donnera  deux  équations 
eu  M,  V,  w  de  la  forme 

F(«,»,io)-0,     /-(..,.,,»)_  6 
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qui  représentent  diiux  sui-faces.  Il  en  résuile  que  le  plan  mobile,  pendant 
son  déplacement,  reste  constnninient  tnngcnt  à  ce»  savtaixs.  Le  lieu  des 
interseciions  successives  des  plans  langcnls  communs  est  évidemment  une 
surface  développable  circonscrite  aux  deux  autres. 

368.  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surfuce  développablw  ren- 
ferme la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  touche  ta  surface  tout  le 
long  (le  celte  droite. 

Afin  de  démuntrei*  cette  propriété,  prenons  pour  axe  des  z  une  géné- 
ratrice de  la  surface;  celle-ci  sera  représentée  par  une  équalioji  qui  doit 
être  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  en  posant  a:  ==  0,  ^  =  0, 
et  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

ii^-iX  -+-  «„_(»;  +  M™_ïX*  -t-  2iv^_^xij  H-  Um-sj/*  -+-  «'»i_sx'  -t-  =  0, 

Wm_i,  v„_i    étant   des    fonctions    de  z    du    dcgi'é    m  —  i  ;    Um-i,  v».-s, 
i(.-»_2,  des  fondions  de  z  du  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite.  Soit 
X  =  az  -i-  p,     y  =bz  -i-  q 

une  génératrice  infiniment  voisine  de  l'axe  des  s,  de  sorte  que  les  quan- 
tités o,  6,  p,  q  ont  pour  limite  zéro.  Si  on  exprime  qu'elle  se  trouve  sur 
la  surface,  on  aura  l'équation 

îi™_i  («s  -i-p}  +  u™-i  {bz  -.-  q)  -t-  u,„_2  {az  H-  ;))*  -t-  ^w..-^  {az  +  p) 
{bz^q)-i =  0. 

Lorsque  la  seconde  génératrice  se  rapproclie  de  plus  en  plus  de  l'axe 
des  s,  les  quantités  a,  b,  p,  q  sont  variables  cl  tendent  vers  t).  On  peut 
supposer  qu'elles  dépendent  d'un  même  paramètre  a,  et  désigner  par 
Uii  bi,  ^1,  (ji  les  limites  des  rapports  de  a,  b,  p,  q  à  l'accroissement 
de  «  lorsque  la  droite  tend  vers  sa  position  limite.  Cela  étant,  divisons 
réquatioa  précédente  par  l'accroissement  de  «  et  passons  à  la  limite  : 
il  viendra  ridenlitc 

«„,_.  (u,E  +  p,)  -^  v,,-i  (b,z  H-  q,)  =  0. 


hiz  H-  q,  UiZ  -I-  /), 

et  chacun   de  ces  rapports  étant  une  fonction  de  l'ordre 
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nous  pouvons  poser  îdcnliquemeiK 

Mm-i  =  (p™_a  {biz  -H  qi),       v„^i  =  -—  ©„_a  {iiiz  ■+-  p,). 
En  substituani,  on  Iroiive  que  réqtiatioii  de  la  surface  dcveloppalile 
pei.il  s'écrire  sous  la  forme 

Çm_ï  [x  {b{Z  -t-  ()t)  ~  y  [a,z  -i-  p,)]  -h  îi„^iX^  -v-  SMîm-sa^i/  -i :=  0. 

Mai?,  il  sera  démoiilré  plus  tard    que  le  plan  langent  en    un  point 
(x',  y',  z')  d'une  surface  quelconque  F  {x,  y,  e)  =  0  est  de  la  forme 

(x  -  y)  F'.,  +  (y  -  y )  FV  +  (î  ~  ï')  F'.,  =  0 ■ 
Appliquons  celle   équation   au   cas  qui   nous  occupe   pour  Ipouver 
l'équation   du  plan   taugent  en  un  point  (0,  0,  2')  de   l'axe  des  z  :  il 
viendra 

X  (b,z'  •+  9O  —  y  («lï'  -1-  pi)  —  f>; 

c'est  l'cquation  d'un  plan  qui  passe  par  l'axe  des  z.  Pour  qu'il  soit 
tangent  k  la  surface  tout  le  long  de  la  génépalrice,  l'équation  précédente 
doit  représenter  le  même  plan  quel  que  soit  x';  par  suite,  le  rapport 


doit  avoir  une  valeur  constante  pour  tous  les  points  de  l'axe  des  s;  ce 

oui  aura  lieu  si  —  =—  ■  Or,  dans  une  surface  développablc,  deux  géné- 
^  b,       q, 

ralrices  consécutives 

Jx  =  0,  (x=(,z^p, 

|y  =  0,  \.j  =  hz-^q, 

se  reneontrenl,  et  l'on  a  la  condition -7  =— o"i  à '«  limite, -r-^^ — -Il 
b       q  Dl       91 

s'ensuit  que,  dans  une  surface  développable,  le  rapport  précédent  est 

indépendant  de  z',  et  le  plan  tangent  sera  le  même  pour  tous  les  points 

d'une  même  génératrice. 

369.  Il  résulle  de  la  propriété  caractérislique  du  plan  tangent  qu'il 
n'est  pas  possible  en  général  de  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
développable  par  une  droite  donnée;  car,  si  m,,  ma,  iiis  ele.,  désignent 
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les  points  où  la  dfoite  renconlre  lu  surrace,  les  plans  menés  par  les 
{çénératrices  qui  passent  par  ces  points  et  la  droite  donnée  ne  touchent 
pas  nécessaire  m  cnl  lu  surface  bien  qu'ils  renfennent  une  génératrice;  ce 
qui  aurait  lieu  si  tout  plan  passant  par  une  génératrice  était  tanE;enl 
quelque  part  en  «n  point  de  cette  droite;  mais,  dans  une  surface  déve- 
loppable,  il  n'y  a  qu'un  seul  plan  tangent  pour  tous  les  points  d'une 
même  génératrice. 

Par  un  point  donné,  on  pourra  en  générnl  mener  un  nombre  limité  de 
plans  tangents  à  une  surface  dévcloppable.  En  effet,  reprenons  ré(}aalion 
du  plan  mobile 

qui  engendre  par  ses  intersections  successives  «ne  telle  surface,  et  expri- 
mons qu'il  passe  pap  un  point  [.r',  y',  z').  On  aura  l'équation 

elle  donnera  un  certain  nombre  de  valeurs  pour  le  paramètre  «  qui 
correspondent  aux  plans  langenls  passant  par  le  point  donné.  Le  nombre 
de  ces  plans  indique  la  classe  de  la  surface. 

3î0.  Surfaces  cylindriques.  On  désigne,  sous  ce  nom,  les  surfaces 
développables  engendrées  par  une  droite  qui  glisse  sur  une  courbe  fixe 
en  restant  parallèle  à  une  direction  donnée.  Il  suit  de  celte  dclinition  que 
la  rencontre  des  génératrices  et,  par  conséquent,  l'arête  de  rebroussement 
esta  l'infini. 

Afin  de  trouver  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques,  observons 
d'abord  que  dans  les  équations  de  la  génératrice 

les  coefficients  m  et  n  seront  constants  tandis  que  p  cl  (/  varient  avec  ia 
position  de  la  droite  mobile.  Soient 

les  équations  de  la  directrice  ;  par  l'élimination  des  variables  x,  y,  z,  on 
nmvera  à  une  certaine  relation 

f{p,q)^i) 
entre  les  paramètres  variables.  Mais,  d'api'ès  les  équations  de  !a  géné- 
ratrice, on  a 


y  Google 


—  477   — 

/(.-m.,     ,--«)„0. 

Qiiititd  h\  iJroilc  mobile  est  (lériiiic  [inr  deux  éqiiiitioiis  de  la  foniic 

ax  -h  by  -^  cz  -t-  d==  p,       a'x  -t-  l'y  -^  c'z  -\-  d'  =iq 

où  loiis  les  eoffQ dents  sont  conslanis  oxceplcs  p  cl  q,  réqualion  des 
surfaces  cylindriques  est  de  la  forme 

/  {ax  -^  bif  -^  cz  -t-  d,       a'x  +  b'y  +  c'z  -+-  d')  =  0. 

Bùcipi'oqdcment,  toute  éiiiintioii  de  celte  forme  représente  une  surface 
cylindrique;  enr  si  on  pose 

01  +■  61/  +  ce  -t-  (/  =  ji,      a'x  -¥-  b'y  ■+■  c'z  -i-  d'  =  ^, 

clic  devient  fip,q)  =  0,  et,  eu  Ifiisant  varier  p  et  g-  de  manicie  à 
satisfaire  à  cette  relation,  les  équations  précédentes  représentent  des 
pions  qui  se  rencontrent  suivant  des  droites  de  lit  surface;  mais  ces 
plans  restant  parallèles  à  eux-mêmes  déterminent  une  série  de  droites 
parallèles  formant  une  surface  cylindj'ique. 

Eï.  i.  Trauver  lus  équations  îles  eylîiidL't'S  qui  uiit  poui'  dircctiitts  Its  ligLies 
(1)        z  =  0,      FK!,)  =  Oi 


ILs..   *.   Moiilroi' quu  Tiiriualioii 

vcpicsenlc  un  cjliLulru. 

L'intersection   de   la  surfacu  avec   le   pian   des   œj  est  le  cercju  x^  +  y'  —  l.  Va 
cylindre  ayant  ce  cercle  pour  direclrieo  est  représenté  par 
(^  -  mz)' -+-(;/ -ni)' =  1. 

En  développant,  et  comparant  cette  équnlioiL  avec  la  proposée,  on  trouve  des  valeurs 
déterminées  pour  m  et  ».  L'équalîon  donnée  ri;prûseutc  un  cj-lindrc  dont  les  géué- 
ralrices  sont  parallèles  à  la  droite  a:  ^z  î,  1/  =  —  î. 
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Ex.  ».  Trouïof   l'équalion  du  cylindre  circonscril  à  la  anrfoeo  f(x,!j,i):=0,  h 
dirtctioii  des  fidniiralrices  «tant  «  =  011,  y  =  nj. 

Désignons  par  x\  y',  2',  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  de  coiilael  iitcnnnuc 
des  deux  surfaces,  et  menons  par  ce  point  la  droite 

j:~3:'  =  m{i-!.'i         j/  —  y'  =  n  (i  -  z'), 
parai iciemcnt  aux  lirclcs  du  cylindre.  Si  on  exprime  ijuc  ci^lto  liroilc  pst  dans  lu  pian 
langent  BU  point  (r',!/',ï') 

(^  -  :.')  a;  4-  (!,  -  ;,')  tV-  ■*-{'-  --'!  /■-  =  *> 
de  la  surfuce  donnée,  il  vient  lu  coiijilion 

mA;-i-»A;  +  /;ï  =  o. 

Il  en  résullc  que  la  courlie  de  contuel  du  eylindrc  avec  la  surfaee  ïiira  repr&fnlée 
par  les  liqualions 

Connaissant  la  directrice  du  cjUndre  clicrtiic,  le  prolilènie  s'aclii-vera  comme  précé- 
demnienl.  En  appliquant  la  niéihode  à  la  rcclicrclie  du  cjlindre  circonscrit  à  la  splicre 

(n'+l)!c'  +  (ni'-l-  l)î/'-i-(!iiî  +  ii')!'  — 2nmr^  — 2jiia;î  — 2nî(j=i'=(ms-i-BS-+-l), 

371.  Surfaces  coniques.  On  appelle  surface  conique,  la  surface 
dévcloppabic  engendrée  par  une  droite  qui  toui'iio  autour  d'un  point 
fixe  en  s'appuyant  sur  une  direciricc  donnée.  Dans  une  Icllc  surface, 
l'iirèle  de  rcbroussemenl  se  réduit  à  un  poitil. 

Les  équations  de  la  génénilricc  seront  do  lu  forme 

a;  —  a  =  m  (î  —  -/),       y  —  P  =  m  {z  -  -/), 
Ml  L'I  n  étant  deux  paranièlres  variables  avec  la  directiuu  de  celte  droile. 
L'élimiiialion  des  variables  entre  ces  cqualions   et   celles  de   la  courbe 
donnée  comme  directrice  conduira  ii  une  relation  entre  les  paramètres 
qu'on  peut  écrire 

Enfin,  si  on  remplace  m  et  (i  par  leurs  valeurs  tirées  des  équalîous 
de  la  génératrice,  on  arrive  à  ré(iu;ttion  générale  des  surfaces  coniques 
qui  sera  de  la  forme 

«     ^(-^'^-^ 

Dans  le  cas   parliculier  où  ic  soiumet  du   cône  est  à    l'origine,  elle 
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Ces  ëqiintions  sont  homngcncs,  lu  première  par  rapport  k  x  —  ce, 
y — (3,     s  —  -/,     la  seeoncle  piir  rapporl  à  a:,  i/,  s. 

Réciproquement,  loiiie  éqiiniîon  liomogèiic  ilc  h  forme  (s)  définit  une 
surfflcc  conique.  lîit  elTcl,  posojis 


elle  devient  ^{in,n)  =  0;  en  nitribonnt  aux  constantes  inilcterminécs 
nt  et  n  des  valeurs  qui  vérificnr  cette  relation,  les  équations  précédentes 
donnent  des  droites  issues  du  point  fixe  (a,  [3,  y)  et    appartenant  à  la 
siirlace.  Donc  celle-ci  sera  un  cône  ay.intson  sommet  au  point  fixe. 
Plus  géiiéralement,  une  équation  homogène  telle  que 
9(X,Y,Z)  =  0, 
oà  X,  Y,  Z  désignent  des   polynômes  dû    premier  degré  de    la    Torme 
ax  -i-  by  -t-  cz  -y-  d,  représente  une  surface  conique  ayant  pour  sommet   . 
le  point  d'intersection  des  plans  X,  Y,  Z,  Afin  de  le  démontrer,  prenons 
ees  derniers   pour  plans  coordonnés  et  plaçons  l'origine  à  ienr  point 
d'inlerseclion.  On  sait  que  les  polynômes  X,  Y,  Z  sont  jiroportionnels 
nux  distances  d'nn  point  {x,y,z)  auxplansX=0,    Y  =  0,    Z  =  0; 
d'un  autre  e.ôlé,  les    nouvelles    coordonnées  x',  y',  z'  du    m^me  point 
sont  égales  à  ces  distances  multipliées  respeclivcment  par  des  constantes. 
On  peut  donc  poser 

X  =.  ax',       Y  =  V ,       Z  =  ez', 
x',  i/,  z'  étant  les  nouvelles  coordonnées  du  point  {a;,  y,  z).  Il  en  résulio 
que  l'cqualion  proposée  devient  avec  les  axes  nouveaux 

tD{ax\hy',cz')  =  (i: 
elle  est  homogène  par  rapport  à  se',  y',  z'  et  représente  un  cône  qui  a 
son  sommet  à  l'origine. 

Ek.  t.  Trouver  l'équolion  du  cône  engenilrê  par  iitui  ligue  passant  par  l'origine 
et  s'appuyant  sur  la  courlic  zT=k,  f(x,  y)  ^0. 


<f .  ?)-. 
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Ex.  *.  ÉrjUBtion  du  câiic  qiii  a  son  sommet  nu  poiiil  [n,  fl,  •/)  et  don 
est  une  couibc  du  pion  des  mj  représentée  par /(i,  î)  =  0. 


rC'lZ'.''  ''"")="■ 


E\.  3.  Tii'i'on naître  si  nue  équation  donnée  représenlc  une  surfncn  «oniqijp. 
Si  cllu  n'est  pas  liomosène  par  rapport  à  r,  y,  s,  il  fnut  pouvoir  la  reniirp  telle  en 
plaçant  ror>f;iiir  îles  ii\rs  en  un  ccrlnln  point  (le  l'espace  (a,  |5,  y).  Lorsque  cette  trans- 
formation est  possible,  l'équation  rppriispntera  un  rône  réel  ou  imaginaire  suivant  k 
nature  de  la  seclion  faite  par  un  plan  quelconque  dans  la  surface.  Ainsi,  on  verilicrii 
facilenient  que  l'équalion 

Zj:'  -t-  2j;'  —  2rz  ^  iiji  —  ia! —  Hr —  S  =  i) 
devient  bumogénc    <n    plaçant   \W<gmn  an   point  (0,2,^2)  ot   qu'elle  délinit   un 


Eï.  4.  Trouver  l'ciiuation  du  eône  circonscrit  à  la  surfaco  f(x,y,z,l)  =  0  ayant 
son  sommet  au  point  Ix',  y',  î',  t']. 

Appelons  œ",y'',  i",  ("  les  coordonnées  d'un  point  de  la  eonrlie  de  eoninef;  le  plan 
tangeut  à  la  surface  domiée  en  ce  point  est 

En  ûipriraant  qu'il  passe  par  le  point  (ï',  y',  r',  ('),  on  obtient  Ui  rehitioii 

qui  scrfl  vorifiéc  par  les  enordonnoes  d'un  point  quelconque  de  U  couilic  de  conlact. 
Il  s'ensuit  que  les  équations 

rt'.t, ',')=«,    ■■/■.'  +  «Y.'  -I- ''A'  +  l'A'  =  » 
représentent  celte  ligne.  On  connaît  ainsi  la  directrice  du  cono  et  son  sommet;  on 
arrivera  à  son  équation  par  la  méthode  indiquée  préeédcnimenl. 


§    2.    SURFACES    r.AUCnLS. 

3S8.  Une  surfaci!  réglée  es[  g,(uciie  lorsque  deux  positions  cnnsii- 
ciitives  de  In  droite  mobile  ne  se  Irouveiil  pas  dans  un  mémo  plan. 
L'hyperboloïde  à  une  nnppt;  est  iitie  surface  gnuche,  cap  nous  savons 
([u'clle  est  cngeniii'cc  ]nir  le  déplneemcnt  d'uni;  droite  qui  glisse  sur 
trois  nulres  ot  que  detix  positions  consécnlîvcs  de  la  g^nérnlrice  ne  se 
rencontrent  pas.  Il  eu  est  de  même  pour  le  paraboloWc  liypcrbolique  ; 
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dans  celle  su^rnce,  la  gcniînilricc  s'iippuic  sur  deux  droîU'S  fixes  en 
restant  parallèle  ;\  un  plan  délerminé  ([«'un  appciie  plan  dincleur. 
En  général,  toule  surface  réglée  à  plan  direcleiir,  c'esl-à-ilire  (oiUi; 
surface  engendrée  par  une  droilc  qui  se  meut  en  reslant  parallèle  à  un 
plan  fixe,  est  toujours  une  surface  gauche.  En  effet,  prenons  pour  nxe 
des  z  une  position  partieulicre  de  la  droite  mobile,  et,  le  plan  des  yz 
parallèle  au  plan  directeur  :  les  éqniiEions  de  lu  généralvicc  seroni 
de  In  foimc 

x^=p,       y  =  bz  -t-  q. 

Nous  avons  vu,  prmidcmment,  que  In  condition  de  rcnconii'u  de  deux 
géniïralrices  infinimoni  voisines  est  exprimée  par  l'équaliiui 


-El 


=  0. 


Or,  dans  le  ens  présent,  «i  =  0,  et  pour  que  la  l'elation  précédente 
ail  lien,  il  faut  que  b,  ou  pi  soit  nul.  Mais,  si  6,  =  0,  la  géncL'alricc 
rcsie  loujoups  parallèle  à  elle-même  et  engendrera  un  cylindre  ;  si 
p,  =0,  la  drotle  mobile  sérail  constamment  dans  \\i\  plan.  Donc,  en 
négligeant  ces  cas  pnriiculiers,  In  surface  décrilc  par  une  droite  qui 
reste  parallèle  iV  un  plan  sera  gauche. 

Parmi  les  surl'aees  jî*'U'-'bes  îi  plan  directeur,  nous  citerons,  en  pnrii- 
culier,  les  surfaces  appelées  connïdes.  On  appelle  ainsi  tonte  sitirnec 
engendrée. par  une  di-oile  qui  glisse  sur  une  droite  et  une  courbe  fixes 
en  restant  parallèle  h  un  idan.  Si  on  prend  la  droite  fixe  pour  axe 
des  z  et  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  directeur,  on  aura,  pour  les 
cqualions  de  la  jîéricralrice 

Soit  i|)(nt,n)  = 


s  =  »,,        ,j  =  „ 


pour  qu  ell 
se  présenie 


,  i.'pqui 


.(.  .)  =  o 


373.  Dans  une  surface  gauche,  les  géncralrie 
■enconlrenl  pas  el,  par  conséquent,  elles  ne  peuvent  être  tangentes  à 
me  môme  courbe  comme  dans  les  surfaces  dévcloppables.  L'arête  de 
■ebroussement  est  remplacée  par  une  autre  ligne  que  nous  allons  définir. 
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nlPiccs  consécutives  et  indniraunl  rapprochées, 
'0  commune.  Lorsque  la  droite  2  se  rnpproche 
de  pins  en  plus  de  la  droite  i,  lii  pcrpen- 
dicnldirc  AB  prendra  une  ceiiaine  posiiion 
limite  a6  :  le  point  »,  position  limite  (tti 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  siip 
lu  dfoile  1 ,  a  élé  nommé  par  Cn*stES  jiotnl 
central  relatif  h  celle  génératrice.  Le  lien 
des  points  limites  des  pieds  des  perpendi- 
eiilaires  communes  considérés  sur  toutes  les 
ifénéralriees  forme  une  courbe  appelée  ligtte 
de  slriclion  de  la  surface  gauche.  D'après 
la  dénomination  de  Cliasles,  oit  peut  dire 
est  le  lieu  des  points  centraux  pris  sur  elinque 


Il  est  important,  de  reman[uer  qu'à  la  limite  les  perpcndienlaires 
communes  ne  seront  pas  tangentes  .\  la  ligne  (le  Slriclion;  car  le  pointe 
étant  le  point  central  relativement  k  la  seconde  génératrice,  et  le  point  b 
la  position  limite  du  pied  B  de  la  première  perpendiculaire  commune, 
ces  points  sont  généralement  distincts;  l'élément  de  la  courbe  de  slric- 
lion (1(1  diffère  de  l'élément  ab,  et,  par  conséquent,  le  prolongement 
de  ail  ne  peut  conslilucr  une  tangente  à  cette  courbe. 

374.  Plan  tangent.  Si  on  prend  pour  l'axe  des  z  d'un  système  d'axes 
reclanguiaires  une  génératrice  de  hi   snrrace   ganche,  son  équation   se 
présentera  sous  la  forme  (N"  3C8) 
9m_ï[(Aï-i- Ai)3:-t- (Bï  -i-B,)//] -+- !U-!y^-t- 2w„_»ii/-F =  0. 

On  trouvera  aussi,  comme  pour  une  surface  dévcloppablc,  que  le 
plan  tangent  en  un  point  (0,  0,  z')  est  représenté  par  l'équaiion 

(Aï'  -t-A,)srH-(Bz'-+-!î,)j/  =  0; 
ce  qui  montre  que  le  plan  langent  passe  par  l'axe  des  z  ou  la  géncralrice 
du  point  (le  contact.  iHais,  comme  la  surface  esi  gauche,  nous  n'avons 
plus  de  relation  entre  les  coelTîcicnts  A,  Ai,  11,  Hi,  cl  l'équaiion  précé- 
dcnie  représentera  un  pian  variable  avec  «'.  Ainsi  lorsque  le  point 
de  contact  se  déplace  sur  une  génératrice  d'une  surface  gauche,  le 
plan  tnngcnl  varie  et  tourne  autour  de  cette  droite. 


y  Google 


Réeiproqueineni,  un  pl;m  quelconque  mené  p.ii-  una  fjënératriRc 
louchern  la  sitrl'aiie  quoique  part  en  un  point  de  eelle  droite;  car  si 
oniduntiric  l'cqueitinn  d'un  Ici  pl;in 

[x  -4-  viii  =  0 
avec  celle  liii  plan  tnngcnt,  on  a  i'égaiilé 

l  M 


As'  -i-  A,       Ëz'  +  Hi 
On  en  déduit  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  la  coordrjnnée  z' 
du  point  où  il  y  aura  eonlact  entre  le  plan  et  la  surface;  ce  même  plan 
sera  sécant  en  tous  les  autres  points  de  la  génératrice. 

A7&.  Le  lieu  des  normales  aux  différents  poinU  d'une  génératrice 
d'une  surface  gauche  el  un  paruboliiïde  hyperbolique. 

En  effet,  la  normale  au  point  (0,  0,  z')  ou  la  perpendiculaire  élevée 
en  ce  point  au  plan  langent  est  représentée  par  les  équations 
z  =  z',       (Bî'  -H  B.)  a;  -  (A2'  +  A,)  ï  =  0. 

En  éltminniit  z',  il  viendra  pour  le  lieu  des  normales  ans  différents 
points  de  t'axe  des  z 

kyz  —  Bj;z  -\-  kiy  —  Bi*  '=  0  : 
équation   qui  défliiit  un   paraboloïde.  11  est   évident  que  toutes  les  nor- 
males sunl  parallèles  au  plan  îles  xy,  par  suite,  le  plan  directeur  du 
paraboloïde  des  normales  le  long  d'une  même  généraiiice  est  perpendi- 
culaire à  eelle  droite. 

376.  Le  rapport  unkaniioniqae  de  quulre  pliinn  lujiye/ifs  esl  èijal  à 
celui  de  leurs  points  de  coiituct. 
Posons 

P  =  AiX  -t-  \i,'j,       P'  =  —  [A^  -^  %]  ; 
l'équation  du  plan  lun^cnt  peut  se  mettre  sous  la  fiinne 
P  —  z'V  =  0. 
Le  raïqioi t  aiiliaiinoiiique  de  quatre  plans  taugeiils  qui  euncspondcnt 
aux  valeurs  z',  z",  z'" ,  z"  aura  pour  expression 
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Mais,  si  on   difsigiic  par  a,  t>,  c,  d  les  points  di;   contncl,  on   vdi-ific 
fnciicmenc  que  le  rapport  pri!e<iclenl  est  égal  à 
ac    hc 

qui  est  le  nippon  anliai'moiiiqiie  des  points  de  eentnet. 

asï.  Par  u«e  droite  donnée,  on  peul  menitr  m  plans  lanyenls  d  une 
.surface  gauche  de  l'ordre  m. 

Une  droilu  quelconque  reneoiitrera  en  gùnérai  la  surface  en  m  points. 
Soil  m,  l'un  de  ces  points  :  !e  plan  mené  par  la  droite  donnée  el  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  nii  doit  toucher  la  surface  quelque 
part  en  un  point  de  la  génératrice;  puisqu'il  y  a  m  points  d'intersection, 
il  y  aura  aussi  m  plans  tangents  à  la  surface  passant  par  la  droite  donnée. 
On  en  conclut   que  la    classe    d'une  surface  gauche  de  l'ordre  m  est 


37S.  Par  une  généralriee  d'une  surface  gauche  on  peut  toujours 
mener  un  paraboloïde  ou  un  hyperboloïde  tel  que  tout  plan  tangent  en 
chaque  point  de  la  génératrice  est  le  même  dans  tes  deux  surfaces. 

En  effet,  soit  la  surface  gauche  de  l'ordre  m  ayant  pour  équation 

(p™^4(A=  +  A,)x-H(fe-Hli,)î/]-t-«»-ia:^-t-2«'.^.x</-t. =  0. 

te  paraboloïde  délini  par  l'équalion 

(Aï  -1- A,).t  +  (Bï  +  lti)y  =  0 
a  le  même  plan  tangent  en  chaque  point  de  l'axe  des  z  ;  c'est  le  plan 
(A3'  -I-  Al)  X -^  [IW  -t-  lS,)!/  =  0, 
La  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation 

{\z  -i-  A-iys  -1-  {Hz  -t-  Bi)  ï  -^  P-k'  -t-  2Qj:i/  ■*•  Hf  ==  0 
jouira  de  la  même  propriété  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefliciems 
P,  Q,  R.  Il  y  a  donc  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  qui 
peuvent  avoir  le  même  plan  langent  avec  la  surface  gauche  tout  le  long 
d'une  génératrice,  c'est-à-dire,  qui  se  raccordent  avec  la  surface  en  tous 
les  points  de  cette  droite.  La  surface  gauche  peut  être  regardée  comme 
composée  d'éléments  indéfinis  en  longueur  et  infiniment  étroits,  ces 
éléments  étant  des  portions  de  paraboloïde  ou  d'hyperboloïde. 
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Exercices. 

Eï.  \.  Trouvei'  l'équiilioii  d'un  uuiioîdo  qui  a  |>oiip  liiTOtti'icts  une,  ili'oilP  jiojpi^iidi- 
eulaire  au  |)bii  directeur  el  un  eerela  donl  le  plan  est  pcrpendieulaire  à  ee  derniei'. 

Prvuiiiis  la  droite  [i\c  cummc  oxo  des  z  et  raisons  passer  l'axe  des  x  par  te  cenrre  du 
oerele.  En  supposant  le  plan  YOZ  parallèle  ù  celui  du  cercle,  ce  dernier  aura  des  iSqua- 
lions  delà  lonne 

Si  OH  les  eombiuB  avec  cclU's  de  la  gdiioralnce  i  =  m,  y  =  iij-,  on  arrivera  ii  la 


Ex.  a.  Kqualioii  de  1»  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  piirulli: 
à  xy  en.  giïisaiil  siir  l'aso  des  z  et  sup  la  courbe  représenlee  par 


^^0-:;)(^0' 


EL  S.  Equation  de  la  surface  dccrile  par  une  dioilc  qui  su  dejjlaee  pnrallÈk'n 
lu  plan  des  xy  et  qui  rcnconirc  tes  courbes 


R. 


(^O^s-. 


Ex.  4.  On  donne  deux  doini-CRrcles  veKicauii  parallèl 
d'un  para I te lograi unie  avec  une  droite  une 
le  centre   du   parallclngrainiae   perpendii 
aux  plans  des  cercles;  trouver  l'cqualion  de  Ii 
engendrée  par  une  droite  qui  glisse  à  b  i 
cercles  et  )a  droite  lîxe. 

Prenons  ta  droite  Rxe  pour  axe  îles  •/  et 
en  0  pour  ase  des  î.  1,ùs  équations  des  cer 
teurs  seront  de  la  l'orme 

!/=-?,       (a;-^)'  +  î'  =  ,-', 

celles  lie  la  droite  inoijite  pcuvenl  s'écrire 


rf 
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puisqu'alle  l'cncontre  toujours  l'asic  des  y.  Si  on  exprime  i]in 

les  cercles,  il  vient 

[m(,5-+-«)  +  „?  +  pM(3 -4- «)'  =  ,.' 
[.»  { p  _  „j  +  a]s  -t-  j,'  (,3  -  ,0'  =  r' 

CCS  i!i|uotioiLs  vel  l'a  11  elle  es  memlirc  à  iiioniiirp  coiiduisf  Lit  à  la 


décrile 


■■  fsL  enijiloyiie  i|iiclqucluis  i 
.  paraitèles. 


de  l'IiiSlicoWc  gnuclie  ù  pl^iidirccteui'. 
rbc  appelée  liéUce,  toiisideions  un  ruclnnglo  AUCP  loui- 
naiil  uiiirorméDieiit  autour  de  AB  rt  dont  le  plun,  ù 
l'origine  du  niouvomeut,  cotticidaît  avec  celui  des  x;. 
Le  côté  CP  décrit  une  portion  de  cylindre  dont  lu  base 
circulaire  est  tracée  par  le  point  P.  Pendant  ce  mouve- 
ment, un  poiiil  M,  qui  se  ment  unirormémeiit  sur  le 
côté  CP,  va  décrire  une  eouibc  sur  le  cylindi'e  appelée 
liclîce.  Afin  de  trouver  les  équations  (le  celte  lipic, 
désignons  par  r  le  rayon  du  cylindre  et  supposons  que 
le  mouvement  vertical  du  point  M  soit  m  lois  plus 
rapide  que  celui  du   (wiiiv  i'  pour  ilwiiro  la   Imse  du 


i  =  MP  = 


•cUP, 


droite  lioNïontaie  qui  s'appuie  à  lit  Tôt 
de  la  droite  qui  engendre  cette  surface 
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Oii  l'.n  déiîiiil  ]MU['  l'equatiHii  (iii  l'Iitlicoîdc  gnuiilio  à  plsi»  dii'Mkui' 

~'î-=iiTï  °"  '■"«£:=;■ 

C'est  la  surface  d'un  escalier  tnurnant  autoar  d'un  axe  vertîcnl  ou  telle  c 
i  filet  r«ctangulaiie.  Elle  n'est  qu'un  cas  particulier  rie  rbélicoïde  gauche  eu  i 
c'esC'à-dire,  de  la  surface  engendrée  par  une  droïle  qui  se  meut  cri  faisant  a 
constant  avec  l'axe  du  eylîndro  et  en  s'appuyanl  sur  l'hélicp. 

Il  y  a  aussi  l'hélieoïde  développable  qui  est  le  lieu  des  tangentes  à  l'hélice. 

Ex.  e,  Trauvci'  les  er|iinti()ns  de  la  ligne  de  slrictioii  du  pai'aboloide 


Soient  deux  génératrices  d'un  m 
elles  soiil  parallèles  an  plan  lîij'ecl 


2} 

.V  _^_ 


Il  s'ensuit  (|i 
(ion  du  plan  m 
csl  de  la  forme 


I  perpendiculaire  ei 


seconde  génératrice  perpendiculairement  au  plan 
aussi  pour  le  plan  passant  par  In  première  e;  perpendiculaire  au  n 


s  retranchées  raoïnbre  ii  membre  donnent  régalilc 
_(p-\-<,)%! 
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:  équation  (l),™ir 


vVv    tV'i 

En  coDsiJcrniit  doux  géDcralviccs  de  l'aulre  système  piimllMi 


DU  iipriverait  aussi  à  l'eqiiiiîion 
Donc  la  ligne  de  striction  su  coJnpnscra  i\t  deux  porabolcs  liclin 
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CHAPITRE   XVlll. 

SURFACES     ALGÉBRIQUES. 

SanuuinE.  Théorèmei  gènériauc  sur  luî  surfaces  algébriques;  plan  langent,  normale; 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  de  l'ordre  m;  points  multiples.  — 
Équations  de  quelques  surfaces  remorquiiblei  ;  surface  des  centres  ;  surface  des  eontaels; 
surface  des  ondes;  aurfaees  apsidalea;  surfaces  podaireif  surface  de  Jarobi,  —  Forme 
spéciale  de  t'équation  du  5'  degré. 

I    1.    THÉORÉSIES    SUR    LES    SUIirACES    AI.GftnniQLES. 

as».  Si  on  dcsigne  p^r  Ho,  Hi,  «s,  «s,  ,  »(«  (les  foridinns  Immo- 

gènes  en  x,  y,  z  ros|iecliveineiit  dys  dogriSs  0,  1,  2,  3 ,  m,  Véquii- 

tioii  généi'nlc  An  degré  m  est  de  U  forme  (N"  21) 

(1)  !fo  -t-  «I  +  Wa  +  «3  -t- -t-  "m  =  0. 

Piir  l'j ni L-oel action  d'une  nouvelle  vniinble  (,  on  peut  Ja  rendre  Iionio- 
gèiie  et  écrire 

(2)       Wo(™  -*-  Hit"''  •*■  Msi"-*  -1- 4-  «m  =  I), 

Lorsqne  l'origine  est  un  point  de  la  surface,  le  terme  iio  iloil  nianquec, 
et  l'équntion  de  celte  surtnce  esl  alors 

(pi   -f-  (pï  -+-  (Ds  -+-    ■   ■    ■    ■    -*-  0„  =  0, 

OU  bien 

rfiV"-'  -^  fif"-^  -4-  .  .  .   .  H-  (p„,  =0; 

çi,  Ça,  <{>s,....  sont  des  fondions  homogènes  en  x,  y,  z  des  degrés  respec- 
tifs!, 2,  3,  ....,,  m. 
Le  nombre  de  termes  de  l'ëquation  (1)  est  égal  à 
(ffl-i.  -n(m  +  21(m-t-ô) 
1  ■  2  ■  5 
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12.5  ' 

OC  sera  le  noinlirc  de  condilions  nécessaife^  et  snflisnntes  pmii'  qu'une 
siipfiiee.  de  l'ordi'e  m  soit  complètement  df^lerminée.  Ainsi,  on  pent 
gén(iralement  faire  passer  une  siirfiice  de  l'ordre  m  el  nne  senle  par  f/ 
points  (le  l'espaeo;  car  en  exprimant  que  l'équation  est  vérifiée  par  les 
coordonnées  des  points  donnés,  on  nurn  un  système  de  ^  équations 
linéaires  potip  déterminer  les  ^i.  paramètres  inconnus,  Dans  certains  cas, 
il  pourra  se  faire  qn'il  y  ait  indétermination  ou  que  la  surface  de  l'ordre  m 
se  réduise  îi  doiij;  surfaces  d'un  ordre  moins  élevé. 

390.  Toutes  (es  surfaces  de  l'ordre  m  qui  passent  pur  \j.  —  1  points 
arbitraires  nnt  en  commun  uw  courbe  gauche  de  tordre  m^. 
En  ciret,  soient 


deux  surfaces  de  l'ordre  m  renfermant  les  points  donnés,  l'éi^iialion 

où  ).  est  indéterminé,  définit  un  système  de  surfaces  du  même  ordre  qui 
passent  par  les  mêmes  points  puisqu'elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
qui  annulent  à  la  fois  S»,  et  S'n',  chacune  d'elles  ne  peut  plus  être 
assujettie  qu'à  une  seule  condition  ;  par  conséquent,  cette  équation 
représente  d'une  manière  générale  toutes  les  surfaces  de  l'ordre  m  qui 
jouissent  de  la  propriété  de  passer  par  les  ja  —  1  points  donnés.  Or,  elle 
est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'intcrscctiozi 
des  surfaces  S„  et  S'„;  cette  intersection,  qui  est  une  courbe  de  l'ordre  m^, 
sera  donc  commune  k  toutes  les  surfaces  du  système. 

Il  résulte  de  ce  théorème,  que  le  problème  de  mener  une  surface 
de  l'ordre  m  par  ^i.  points  donnés  devient  indéterminé,  si  ces  points 
appartiennent  à  nue  courbe  gaiirhe  de  l'ordre  m^.  intersection  de  deux 
surfaces  de  l'ordre  m. 

3S1.  Toutes  les  surfaces  de  l'ordre  m  qui  passent  par  [x  —  2  poinlx 
fixes  ont  m'  points  communs  et  passent  par  conséquent  par  )»"  ^  [x  -+-  2 
antres  points  fixes. 
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Soient  S™  =  0,  SV^O,  S"„  =^  0  Irais  surfaces  du  l'opdfe  m 
menées  par  y-  —  2  points  de  l'espace.  Une  surface  quelconque  du 
mùme  ordre  qui  jouira  de  celle  propriété  n'exige  plus  que  deux  nou- 
velles condiLions  pour  èlre  délerminée,  et  sou  équaliou  sera  de  la  forme 
S„  -i-  ).S'„  -4-  jS"^  =  0. 

Mais  les  m'  points  communs  aux  surfaces  S„,  S'™,  S"m  ont  des  coor- 
données qui  vériRent  celle  équation  quelles  que  soient  les  valeurs  du 
letfi;  donc  toutes  les  surfaces  qu'elle  représente,  e'esl-à-dire,  toutes 
les  surfaces  de  l'ordre  m  qui  renferment  |i  —  i  points  de  l'espace  passent 
par  m'  —  [fi  — 2)  =  m'  —  fi  -»-  2  autres  points  fiscs. 


383-  Si  lieux  surfaces  de  l'ordre  m  ont  en  comiinm  vne  ligne  (Cardre 
mn  située  sur  une.  surface  d'ordre  n,  elles  auront  aussi  en  commun  vue 
autre  courbe  d'ordre  m  (m  —  «)  située  sur  une  surface  d'ordre  m  —  it. 

Considérons  les  surfaces  repi'éser 


■epi'ésenlées  par  les  équations  du  dcj^ré  m 

S'„  =  0,       5».-+-  XS'„  =  0. 

premières  surfaces  esl  la   môme  que  l'inter- 


S„  =  0, 

L'intersection  des  deux  pri 
section  de  l'une  d'elles  avec  une  surface  quelconque  définie  par  la 
troisième  équation.  Si  cette  intersection  se  compose  en  partie  d'une 
ligne  d'ordre  mn  provenant  de  l'intersection  des  surfaces  S„=îO  et 
S„  =  fl,  il  doit  exister  une  valeur  du  coefficient  indéterminé  1  pour 
laquelle  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit  à  un  produit 
de  deux  facteurs,  l'un  du  degré  n,  i'aiilrc  du  digré  m  —  n,  de  sorle 
qu'elle  prendra  la  forme 

S,  .  S =  0  ; 

car,  c'est  seutrmenl  dans  ce  cas,  que  les  surfaces  S™  et  S„,  ■+■  /.S'™  peuvent 
avoir  une  ligne  d'ordre  mn  commune.  L'antre  partie  de  l'inlei'seetion 
sera  une  ligne,  d'ordre  m  (m — n]  provenant  de  la  combinaison  ih'S 
équations   S™  =  0    et   S„_n  =  0. 

Ce  tliéurcme  généi'al  donne  lieu  à  des  corollaires  remarquables  parmi 
lequels  nous  citerons  les  suivants  : 

Corollaire  l.  Ëlanl  donnés  deux  nyslémes  de  m  plans,  si  mn  droiles 
d'intersection  de  ces  plans  sont  sur  une  surface  de  l'ordre  n,  tes  m  (m— n) 
droites  restantes  appartiendront  à  une  surface  de  l'ordre  m  —  n. 

2.  Étant  donnés  deux  systèmes  de  m  plans,  si  2m  (frottes  boh(  sur 
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une  surface  du  second  ordre,   les   Jii  (m  — ■  2)  droites  restantes  appar- 
Uendronl  à  une  surface  de  l'ordre  m  —  2. 

5,  Vn  polygone  de  2j/i  côtés  étant  inscrit  dans  une  surface  du  second 
ordre  el  tel  que  les  m  côtés  pairs  soient  des  génératrices  d'un  même 
système,  et  les  m  côtés  impairs  des  gèiiérulrices  de  l'autre  système,  tes 
plans  des  faces  paires  couperont  les  plans  des  faces  impaires  non  adja- 
centes suivant  m  {m  —  2)  droites  appartenant  à  une  surface  de  l'ordre 

t)nas  le  c;is  parliculier  où  m  =  ii,  un  ;i  ce  llidorème  Jéjii  iliSmoiilré  : 
Un  hexagone  étant  inscrit  à  une  surface  du  second  ordre  et  tel  que  tes 
côtés  consécutifs  sont  des  génératrices  de  système  diffèrent,  les  plans 
des  faces  opposées  se  rencontrent  suivant  des  droites  situées  dans  un 
même  plun. 

3S3.  Etant  données  p  relations  linéaires  entre  les  coefficients  de 
l'étjuation  du  degré  m,  toutes  les  surfaces  définies  par  cette  éf[ualion  el 
passant  par  y.  —  (p  -i-  1)  poiitts  fixes  ont  en  commun  une  même  ligue 
à  double  courbure. 

Ciipchaeune  de  cis  Murl'iiccs  csl  yssujttlie  à  iiii  nombre  de  condilioiis 
égal  h 

et  lVf|uati(iii  (le  l'une  d'elles  pourra  se  ramener  à  lii  forme 

S  +  /S'  =  0; 
car  les  ft  —  1  équations  de  eondilion   pernictlent  du  calcului-  tous  les 
paramètres  moins  un  en  Tonclion  du  dernier. 

384.  Étant  données  p  relations  linéaires  entre  les  coefficients  de 
Végualion  générale  du  degré  m,  toutes  les  sur  faces  définies  par  l'équation 
et  passant  pur  p.  —  {p-t-^j  points  fixes  se  rencontrent  en  wi' — u  -i-p-(-2 
autres  points  fixes. 

En  clTet,  les  p.  —  2  relations  entre  les  pariimèlrcs  t|ui  correspondent 
aux  conditions  données  permettront  d'ciprimer  tous  les  paramètres 
moins  deux  sons  ia  forme  «  -h  ia'  +  [la",  b  -t-  >'>'  ->-  ph"  etc.,  À  et  j* 
étant  les  seuls  cocfïicients  indéterminés.  I, 'équation  générale  des  surfaees 
(|ui  satisfont  aux  cojiditîons  imposées  sera  de  la  forme 
S  +  )S'  -}-  f<S"  =  0  : 
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elles  auront  m*  points  communs,  el  en  retranchant  les  points  donnas,  on 
voit  qu'elles  pnssent  par  iw'  —  ^  -i-  j)  -i-  2  auires  points  fixes. 

38A.  La  somme  des  m"""  puissances  des  distances  de  fi  ~{-  \  points 
situés  sur  une  surface  d'ordre  m  à  wn  plan  quelconque  sont  liées  par 
l'identiié 

Réciproquement,  si  ft  -I-  i  points  de  l'espace  donnent  lieu  à  une  telle 
identité,  ils  appartiennent  à  une  même  surface  de  l'ordre  m  (P.  Serbet). 

Lorsque  fj.  —  p  points  de  l'espace  sont  tels  que  toute  surface  de  l'ordre 
m  passant  par  n  —  p  —  i  points  du  groupe  passe  nécessairement  par 
te  dernier,  on  a  l'identité 

Réciproquement,  si  ^ — p  points  de  l'espace  donnent  lieu  à  celte 
identité,  toute  surface  passant  par  jx — p  —  i  de  ces  points  passera  par 
le  dernier  (P.  Sekhet). 

La  démonstration  de  ces  différents  ihcorèmcs  est  identique  à  celle  qui 
a  été  donnée  pour  les  surf.ices  du  second  ordre  (N"  317);  nous  croyons 
inutile  de  la  reproduire, 

386.  Plan  tangent  et  Horma/e.  Soient  x',  j/',  s' les  coordonnées  d'un 
point  de  Iti  surface  de  l'ordre  »7!  F  {x,  y,  z)  =  0.  Menons,  par  ce  poinl, 
une  droite  ayant  pour  équations 

?^""       IJ.      ^       ^  ^' 

On  en  déduit 

Substituons  ces  voleiirs  dans  i'cquatjon  de  la  surface  :  il  viendra,  par 
l'application  du  théorème  de  Taylor, 

F  (V,  y',  /)  -t-  KïF'.,  -^-  i>r„  +  vF=,)  +  ^  (Ï'F".,„  +  i^^F",,,,  +  «^F",, 

+  2>FF"-ra,  -^  2).vF",,,,  +  Spi-F''^,,)  -H =0. 
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Le  point  (ir',1/',  s',)  étant  sur  la  surface,  F(a:',  y', z')=^0,  et  l'équa- 
tion admet  pour  p  une  racine  égale  Ji  zéro;  mais  si  la  droite  issue  de 
ce  point  est  tangente  à  la  surface,  deux  de  ses  points  d'intersection 
coïncident  et  l'équation  précédente  doit  avoir  deux  racines  nulles;  il  en 
résulte  que  les  coefficients  directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  vérifient 
la  relation 

■).F%, +  pF'„, +  ïF=,  =  0. 

L'élimination  de  ).,  w,  v  entre  les  équations  de  la  droite  el  la  précé- 
dente conduits  l'équation 

{x  —  X')  F'.,  1-  (1/  —  y')  F'„,  M-  (z  -  z')  r..,  =.  0 
qui  représentera  le  lieu  des  tangentes  à  la  surCace  ou  le  plan  tangent  au 
point  {a:;',  )/',;'). 

Lorsque  l'équation   proposée  est  rendue  homogène  par  l'introduction 
d'une  qttati-ième  variable  (,  on  sait  que 

x'V'^,  -i-  j/'F'j,  -i-  s'F',,=  ~  ['F',,; 
par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  devient 

a;F'„  -H  yV%,  -h  zF\,  +  (F',,  =  0. 
On  trouTcrail  semblablement  que  l'équation  du  plan  tangent  au  point 
(A',B',  C,  D')  d'une  surface  de  l'ordre  m  représentée  en  coordonnées 
tétraédriques  par  F  (A,  B,  C,  D)  =  0  est  de  la  forme 

AF'a,  ■*-  BF'b,  -t-  CF'c,  -*-  DF'd,  =  0. 
Enfin,  il  est  utile  de  remarquer  que,  si  l'équation 


représente  une  surface  du  degré  m,  l'origine  des  coordonnées  étant  1 
de  ses  points,  l'équation  du  plan  tangent  à  l'origine  sera 


Car,  si   on  pose  x:^lp,    y=:]i.ç,     ■z'^-t^p,   elle  se  présentera  sous 
la  forme 

p  (Oïl  •*-  «îfl  -1-  «3»)  -+-  p*  («Sîi^  H-  ......)  -(. =  0, 

et   l'on   voit  que   0|) -t- osfi  +  asï  =  0  est   la  condition   pour  que   la 
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droite  issue  de  ronigiac  ait  deux  points  communs  avec  la  surface.  Donc, 

If,  =  a,x  ■+  a^y  -t-  bje  =  0 

définil  le  plan  tangent  à  l'origine, 

L«  normale  au  point  {x',y',z')  d'une  surface  de  l'ordre  m,  étant 
la  perpeudiculaire  élevée  en  ce  point  au  plan  tangent,  aura  des  équa- 
tions de  la  forme 


387.  Tangentes  mfivxionnelles.  Si  l'on  Hvait  en  même  lemps 

J>F^, -t-pFV-t-vF',,  =  0, 
J'F'V, -1- (A^F'j,^,  +  «=F"=,.,  -+-  2VF".,„  -i- 2^vF",,,=,  +  2^ai/F' V, -=  0, 

l'équation  en  p  admettrait  trois  racines  nulles  :  les  droites  dont  les 
directions  sont  déterminées  par  ces  deux  relatiotis  jouiront  de  la  pro- 
priété de  touctier  la  surface  en  trois  points  qui  coïncident.  En  éliminant 
les  quantitées  X,  [/,  v,  les  équations  précédentes  deviennent 

(X  -  X')  F'.,  +  (f/  -  y')  F%,  +  (z-  z')  F'„  =  0 
(X -x'rF%„ +(»;-!/')' F"™ -f  ■  •  ■  ■  +%-î/')(^-2')F'V/=0. 
La  première  représente  le  plan  tangent;  la  seconde  un  cône  ayant 
pour  sommet  le  point  (x',  y',  z').  Il  en  résulte  que,  par  chaque  point 
d'une  surface  de  l'ordre  m,  on  peut  mener  deux  droites  qui  ont  trois 
points  communs  et  coïncidents  avec  elle;  ce  sont  les  intersections  du 
plan  tangent  avec  un  cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  au  point 
de  contact.  Ces  tangentes  spéciales  ont  reçu  le  nom  de  tangentes 
inflexionnelles. 

La  courbe  d'intersection  du  pian  tangent  avec  la  surface  devra  pré- 
senter un  point  double  au  point  de  contact,  puisque  toute  droite  passant 
par  ce  point  dans  le  plan  tangent  rencontre  la  surface  et,  par  suite, 
la  courbe  en  deux  points  coïncidents.  Les  tangentes  inflexionnelles  qui 
ont  au  point  de  contact  trois  points  communs  avec  ligne  d'intersection 
seront  tangentes  à  la  section  en  ce  point. 

388.  On  partage  les  diffiirenis  points  d'une  sui'face  en  points  etlip- 
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tiques,  kypeibobffues  et  pat  aholiiues  suivant  que  les  tnngenlc!  inflexion- 
nelles  sont  iniRginnire'!,  réelles  ou  coïncidentes  Ce^i  dénominations  ont 
été  intiodmtes  pai  Diipm  pom  distingnci  le^  trois  espèces  de  contnct 
d'un  plan  tangpnl  Lorsqu  on  prend  le  plan  tangent  poui  celui  des  xy, 
l'équation  de  la  surface  est  de  la  foi  mi, 

z  -+-  aa;'  -t-  by^  -+-  cz^  -i-  2t/aiy  +  Sets  -+-  2/'t/5  +  i/x^  ■+■  =0, 

el  les  tangentes  influxlonnelles  seront  définies  pai 

2  =  0        oa.^  -*-  hy^  ■+■  2(hif  =  0 

L'origine,  qui  est  le  point  de  eonlact  seia  un  point  tUiptique  si 
(|a — a6<0;  on  point  hipeibolique  si  rf^  — «f)>0  un  point  para- 
bolique, si  rf*  —  a&  =  0 

Afin  de  mieux  se  rendie  compte  des  c\piessions  prccedentes,  portons 
notre  attention  sur  les  points  de  la  surface  voisins  de  1  origine  ;  les 
coordonnées  x,  y,  z  ont  des  valeuis  ties  petites  el  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  J»  la  seconde,  on  peut  regardei  la  section  faite 
dans  la  surface  de  l'oidre  m  par  un  plan  ttes  voisin  et  paiallèle  au 
plan  tangent  à  l'origine  comme  identique  a  telle  du  même  plan  avec 
la  surface  du  second  ordie 

z  ■\-a3?  -\-  hy^  H  cz"  -+-  2/c^  -t-  2fc:  +■  2/i/z  =  0 

Suivant  que  la  section  dans  cette  dernière  surface  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,  on  considère  le  point  de  contact  du 
plan  tangent  parallèle  comme  elliptique,  hyperbolique  ou  parabolique. 

38».  Trouver  le  lieu  rfes  poùils  parab'ili(iues  d'une  surface  de 
l'ordre  m. 

Soil  F{r,  y,a,  i)  =  'J'  l'équalion  d'une  surface  de  l'ordre  m.  Si 
on  transporte  l'origine  an  point  (a:',  i/',  s')  de  la  surface,  les  tangentes 
înflexionnelles  de  ce  point  seront  les  intersections  des  surfaces  repré- 
sentées par  les  équalions 

kF',, -i-i/F'j„-t-zF'=,  =  0, 
x'F",,,,  +  »/*F"j,j„  -I-  z^F",„  -I-  2j;t/F'\,j„  -¥■  2ïsF",,,,  -i-  2ysF'V,  =  0- 

Lorsque  le  point  {x',y'jz')  est  parabolique,  les  tangentes  inllexion- 
nelles  coïncident  et  le  plan  défini  par  la  première  équation  doit  loucher 
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le  eôiie  représenté  par  l'aïUfe;  par  suile,  i> 


aiiry  la  condition  (N"  283) 


Eu  ôgnrd  a 


eeha 


irF"^^  -H  yF"^„  +  sF" 
a:F"„  -i-  i/F'V  -f-  îF" 
a:F"„  +  t/F'V  -v-  ïF", 
xF'^  -»-  yF'j,  -+-  2F'.  + 
le  délerminanl  qni  précède  peut  s' 


(H) 


=  (m 


1)  F'., 

.  +  (F",,^(m  —  1)F'„, 
^-  iF",,  =  (m  — 1)F'„ 
+  (F"„=(m  — 1)F'„ 
F',  =  mF(iC,  j/,  2,  0. 


Le  premier  membre  de  l'équation  précédente 
la   fonction  F.  Le  lieu  des  pninls  parabf 
section  des  surfaces  H  et    F.    Le  degré 


nomme  le  Ifessien  de 

■a  ia  courbe  d'inter- 

détermiaaiit    H  est   égal  à 


4»i  —  8  puiçque  chaque  élément  est  du   degré  m  —  2;  il  s'ensuit  que  la 
courbe  parabolique  sera  en  généra!  de  l'ordre  4m  (m  —  2). 


390.  Polaires  d'un  point.   Soient  x',y',z',t'  les  coordonnées  d'un 

point  de  l'espace,  cl  x",  y",  z",  t"  celles  du  point  de  contact   d'un  plan 

tangent    quelconque    à    la    surface    F  (a;,  y,  z,  I)  =  0    passani    par    le 

premier.  L'équation  de  ce  plan  langent  est  de  la  forme 

xF'^,,  H-  yF',j„  +  zF'._„  -H  (F',„  =  0  ; 

mais,  comme  il  passe  par  le  point  (x',  t/',  z%  t'),  on  doit  avoir  la  relalion 

x'F',„  +  ,/'F'.j„  -t-  z'F',„  +  ('F',„  =  0. 

Ainsi    les   coordonnées   du   poiut  de   contact  d'un  plan  tangent  quel- 
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conque  mené  par  le  point  donne  vcrificnt  l'cquiition 

(s,_,)       iïT'^  -+-  y'F'j  -V-  z'V'..  -1-  t'F\  =  0 

qui  est  du  degré  m  —  1  par  rapport  à  a;,  y,  z. 

Donc,  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  d'un  point  de 
l'espace  à  une  surface  de  l'ordre  m  appartiennent  à  une  surface  de 
l'ordre  m  —  1.  Cette  surface  s'appelle  la  première  polaire  du  point 
donné  par  rapport  à  la  surface  tic  l  oïdic  m 

Si  on  prend  la  première  pohire  du  même  point  par  rapport  à  la 
surfaeeSm.i,  on  aura  une  surfaces  a  de  lordre  m  —  2,  appelée  la 
seconde  polaire  Ac  ce  point  pu  ra|poilàla  surface  de  l'ordre  m.  De 
même,  ta  première  polaire  de  s„  seia  la  Iriisiemc  polaire  par  rapport 
à  la  surface  proposée,  et  ain  i  de  suite  Lotdie  des  polaires  diminue 
chaque  fois  d'une  unité  de  sotte  que  la  (m  —  l)''™'  polaire  sera  un 
plan  appelé  plan  polaire  lu  \  nnt    Jtnnt    p  r  rapport  à  la  surface  de 

En  supposant  que  la  surface  de  l'ordre  m  soil  définie  par  l'équalion 

MoC"  -1-  Uii"'-'  -+•  Wa("~^  -+- -+-  «m  ==  0, 

la  première  polaire  de  l'origine  sera 

F',  =  0,  ou  muaf"-' +  {m  —  Ijwir-^  +  (ut  — 2)Msr-'-i -i- (i»_i  =  0. 

La  seconde  polaire  du  même  point  aura  pour  équation 

r',  =  Ooum(m— 1)»or-'  +  (m.  — l)(w  — 3)t(,r-'+ -^- w._,  =  n. 

Enfui,  la  (m — 2)'*""  polaire  et  le  plan  polaire  de  l'origine  seront 
représentés  par 

vt  (m  —  1)  Hof^  -H  2  (m  —  1)  K,t  -t-  2m2  --  0 
muot  -+-  Mi  =  0. 
Dans  le  cas  particulier  où  l'origine  est  un  point  de  la  surface,  on  a 
Mo  =  0;  toutes  les  équations  précédentes  renfermant  u,  au  premier 
terme  définissent  des  surfaces  qui  passent  par  ce  point,  et  qui  ont 
pour  plan  tangent  commun  U|=:0.  Donc,  toutes  les  polaires  d'vn 
point  de  la  surface  passent  par  ce  point  et  touchent  le  plan  langent  au 
même  point. 

301.  Points    multiples.   On  appelle  point  multiple   d'ordre  h  d'une 
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sui'face,  un  point  tel  que  loule  droite  qui  le   traverse  y  rencontre  la 
surface  en  n  points  coïncidenls.  Afiu  de  délerminer  les  conditions  d'un 
point  multiple  d'une  surface,  considérons  l'équalion  du  degré  m 

F{-r,!/,!î)-0, 
et  transportons  l'origine  en  un  point  {x',  y',  z')  de  la  surface,  en  rem- 
plaçant X,  y,  z  par  x  -*-  x',  y  +  y',  z  +■  z' .  Il  viendra  l'équation 

(pi  +  ®a  +  ip=  -*- -1-  9™  =^  0 

dans  laquelle 

ç,  =  xV^i  -I-  yVy,  -H  zV\, 
<p,  =  x^V'\,„  -^-  y^F"y,^,  -f-  z^F".,-,  -+-  ^xyr',„j,  ■+■  2xeF",,=,  +  ^yz¥",j,,„ 
et  ainsi  de  suite.  Menons,  par  l'origine,  la  droite 

X  =  Ip,        »/  =  [*p,        Jï  =  ïp. 
Si   l'on  substitue  ces   valeurs  dans   l'équation   précédente,  on   voit 
facileiuent  qu'avec  la  condition 

IF,, +  [.iF'j,  ■i-vF',,  =  0, 
elle   renferme  p*  comme   facteur  commun   et  admettra  deux  racines 
nulles.   Donc,   si  le  point  (a:',  y',  z')  est  un  point  double,   la  relation 
précédente  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  1,  fi,  v,  on  aura 
F%  =  0,       FV,  =  0,       F'.,  =  0. 
De  même  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  point 
(a;',  y',  z')  soit  un  point  triple  seront 

F'.,  =  0,       FV  =  0,       F',,-=0; 

F"„„  =  0,  F'Vj,=  0,  F".,,,=  0,  F",„j,'=0,  F'V;  =  Oj  F"îm  =  0- 

En  général,  pour  un  point  multiple  de  l'ordre  w,  on  doit  avoir 

F{x',y',z')  =  0; 

F'.,=:0,     F'^,=.0,     F'„=0; 

F'V,  =  0,  V",j,^,=  0,  F%,  =  0,  F",,,„  =  0;  F'V,=  0,  F"^,,,  =  0; 
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Dans  ce  demi 

;crc, 

is,  l'équation  de  la 

surface  ; 

ie  réduit  i 
+-  (f,„  =  0. 

(p> 

pt.1.1  +  Çn+a  -1-  ■    ■ 

Les    (Iroilcs 

dont 

.  îes   eoeifieients  directeurs 

i    salisfont   à    la 

reh 

ition 

9nO,p,  ■< 

)  =  0 

rcncontrcroni  I 

a  surface  à  l'origine  e 

n  n-hi 

points;  ce 

sont 

les 

tan- 

gcntes  à  la  surface  nu  point  muUiple  d'ordre  n  :  le  lieu  géoni<^trique 
de  CCS  langentes  sera  une  surface  conique  de  l'ordre  n  représentée 
par  l'équation 

Enfin,  les  droites  issues  du  point  (jx',  y',  z')  qui  salisfont  aux  conditions 

rcnconlreront  la  surface  en  n  ■+-  2  points  qui  se  confondent  avec  le 
point  multiple  :  ce  sont  les  tangentes  inflexionnelles  de  ce  point.  Elles 
seront  déterminées  par  les  génératrices  communes  aux  deux  cônes 

cp„(3c,  y,  s)  =  0,       ç„+i  [x,  y,  z)  =  0, 
et  leur  nombre  sera  égal  à  n{n  i-  i). 

3»2.  Nous  n'ayons  considéré  jusqu'ici  que  l'équation  du  degré  m 
en  X,  y,  z.  Il  sera  facile  de  déduire  les  théorèmes  correspondants 
lorsqu'on  fait  usage  de  l'équation  du  degré  m  en  m,  v,  w;  ils  indique- 
pont  autant  de  propriétés  d'une  surface  de  la  m'*""  classe.  Ainsi, 

1°  ii  faut  vn  nombre  de  plans  tangents  égal  à 
(m  +  ))(m-4-2)(.B-t-5) 


1-2-; 


-i 


pour  déterminer  vne  surface  de  la  classe  m; 

2°  Étant  donnés  (/  —  i  plans,  on  peut  mener  une  infinité  de  surfaces 
de  la  classe  m  langentes  à  ces  plans,  et  toutes  ces  surfaces  sont  inscrites 
dans  une  développable  de  la  classe  m^  ; 

5°  Toutes  les  surfaces  de  la  m'™"  classe  tangentes  «  [a  —  2  plans 
donnés  touchent  en  même  temps  m'^  plans  fixes. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'interpréter  les  équations  que  nous 
avons  considérées,  dans  le  cas  oij  elles  renferment  les  coordonnées  tan- 
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genlielles.  En  particulier,  nous  ferons  remnrqiiei'  que  le  puint  de  cootacl 
d'un  pisn  tangent  (uiV,Wt)  à  la  surface 

F(.,i.,  »)-0 
sera  repvcscnic  par 

(„  _  „,)  F'.,  +  („-.,)  P.,  -^  (»_»,)  F'.,  -  0. 


§    2.    IKQUATIONS    DE    QDELQDES    SURFACES    HEMARQUABLES. 

393.  Surface  dex  centres.  Considérons  l'ellipsoïde 

(F)        'l^'U-tl^t, 

•  a*      0^       c* 

et  menons  par  l'un  de  ses  points  (x',  y',  z')  les  deux  liyperboloïdes  homo- 
focaux  ayant  pour  équations 


Nous  nous  proposons  de  trouver  l'équation  de  la  surface  enveloppe  du 
plan  langent  en  {x',y',  z')  à  l'un  de  ccsliyperboloïdes,  lorsque  ce  point  se 
déplace  pour  décrire  l'ellipsoïde  P.  Le  plan  tangent  à  H  au  point  {x',y',z') 
est  représeulé  par  l'équation 

"'     ,     w'     ,     "' , 

et  les  coordonnées  du  point  de  eontael  satisfont  ans  relations 

W 
Désignons  par  u,v,w  les  coordonnées  tangentielles  du  plan  tangent. 
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y  =  w  (a--  -  V),        y'  =  V  [b^  - 1^),        z-  =  W  (C=  -  V 
a  substituant  ces  valeurs  dans  les  relations  (fc),  on  trouve 


Lorsque  le  point  (a;',  y',  s')  se  meut  sui"  la  iigne  d'intersection  C  des 
surfaces  H  et  F,  ^  est  constant;  par  suite,  les  eooriîonnées  tangen- 
tielles  ^tant  liées  pav  deux  relations  distincles,  les  coetlicients  de 
l'équation  du  plan  mobile  sont  des  fonctions  d'un  même  paramclre. 
il  en  résulte,  que,  pendant  le  momemenl  du  point  (a;',  y',  2')  sur  k 
courbe  C,  le  plan  tangent  à  l'hypcrboloïde,  qui  passe  constamment  par 
la  normale  à  l'ellipsoïde,  engendrera  une  surface  développable  dont 
l'arête  de  rebrousaement  sera  la  ligne  formée  des  inlerseclions  des 
normales  à  F  le  long  de  cette  courbe.  Nous  supposons  connue  cette 
propriété  :  que  les  normales  déterminent  par  leurs  intersections  suc- 
cessives une  courbe  appelée  ligne  des  rentres  de  courbure  prineipa'ox 
de  l'ellipsoïde  pour  les  différents  points  de  la  courbe  C. 

Si  le  point  {x',  y',  z')  se  déplace  d'une  manière  quelconque  en  restant 
toujours  sur  l'eliipsoïde,  le  paramètre  \  varie  et  le  plan  mobile  enve- 
loppe une  surface  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  X*  entre  les 
deux  dernières  égalités.  On  trouve  ainsi 


<•' 


"')' 


OU,  en  développant, 
(S)      hH^u^  -i-  «Vu^  - 


'"-)), 


'  +  («'-l,>)'c-« 


Cette  équation  représente  en  coordonnées  tangenticlles  la  surface  des 
centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

On  serait  évidemment  arrivé  à  la  même  équation,  en  cherchant 
l'enveloppe  du  plan  langent  en  {x',  y',  a')  au  second  liyperboloïde. 
La  surface  des  centres  est  donc  formée  de  deux  nappes  :  l'une  déter- 
minée par  les  intersections  successives  des  normales  à  l'ellipsoïde  le 
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long  de  U  courbe  d'intersection  tic  H  avec  F;  l'autre,  par  les  inier- 
sections  des  normales  relatives  à  la  courbe  d'intersection  du  second 
hyperboloïde  avec,  F. 

Égalons  successive  m  en  l  à  zéro  et  à  l'infini  chacune  des  cordonnées 
dans  l'ëquatioD  (S)  il  viendra 


(ï=) 


(II) 


(«' -  6')- cV  +  (<.' _  c')H'»>  =  6- 


{xy) 

{b  —  c^Y  u^v^  +  {u'^  —  c^y  b^u^  =  a'6^ 

Ces  équations  représentent  respectivement  les  intersections  de  la 
surface  avec  les  plans  coordonnés;  on  voit  que  chacun  de  ces  plans 
rencontre  la  surface  suivant  deux  courbes,  dont  l'une  est  une  ellipse, 
l'autre  la  développée  d'une  ellipse. 

Cherchons  l'équation  de  la  surface  des  centres  en  coordonnées  carté- 
siennes. Désignons  par  Ut,  Vi,  Wt  les  coordonnées  d'un  plan  tangent 
à  la  surface  :  l'équation  du  point  de  contact  sera  de  la  forme 
(m  —  K.)  F',„  -+-  (i)  —  vi)  F'„i  -»-  (w  -—  w,)  r^i  =  0, 
ou  bien, 

mFV  +  uF'm  +  wF'^i  —  («iF'«t  -I-  i!,F'„  -^  w;,F',„,)  =  0. 

Soient  j;,  y,  z  les  coordonnées  earlésiennes  de  ce  poini.  On  aura,  en 
désignant  par  L  l'expression  «|F'„,  -»-  ViF'ti  +  WiF'm, 

F'», 


_F'„i           _F'„, 

Si  on  po 

se,  pou 

r  abréger. 

A- 

B  ^  0%'  -(-  t'«5  H 

l'équation 

de    I. 

1    surf;ice   devient  AE 
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les  eférivées 


par  suite 

=-2[2AIS  +  A-~2C*]=2A, 
En  fiiibslituarit,  il  vion.lfa 


A 
ou,  en  icmplaçaiit  A,  It,  C  par  Icué's  valeurs, 

On  Irouvcra  semblablomeiH 


Ces  l'ormults  donncnL  iHn;  relation  enlri;  les  (Aoordi>niii!i;s   d'un  pliin 
langent  cl  les  coordonnées  cartésiennes  de  son  point  de  contact.  Pour 
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i-viver  à  l'érjualion  de  la  sui'fflcc  des  centres  en  a:,  y,  2,  Jt  faudrait 
miner  m,  v,  w  entre  ces  équations  et  celle  de  la  surface.  On  Iroiiverail 
isi  une  cqualiiin  du  douzième  degré  renfermant  quaire-vingl-trois 
termes.  Elle  a  été  donnée  par  Sai.mon  (Quaterly  Journal.  1858).  La 
méthode  précédente  pour  arriver  à  l'équation  tangenlielle  de  la  surface 
des  centres  a  élé  indiquée  par  J.  Booth,  New  geometrical  Methods, 
London,  1875. 

394.  Surface  des  CimtaclS.  Soit  l'ellipsoïdo  représenté  en  coordon- 
nées tiingentieilcs  par  l'équation 

et  (ij,  u,,  tv,  les  coordonnées  d'un  plan  tdn^enl  a  h  suilicc  On  peut 
mener  deux  surfaces  du  second  ordre  (,onc)cliques  tangtntes  a  ce  plan, 
c'est-à-dire  deux  surfaces  ayanl  les  mêmes  sections  uiculaires  (Ex.  12, 
p.  584).  L'une  d'elles  étant  représentée  pu  l'equation 

cherchons  le  lieu  du  point  de  contact  de  cette  surface  avec  le  plan 
{«1,  vi.  Mil),  lorsque  ce  dernier  se  déplace  en  restant  langent  à  l'ellip- 
soïde. On  sait  que  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  {Ui,  Vt,  iCi) 
il  II  est  défini  par  l'équation 


ar  X,  y  z,  les  coordonnées  de  ce  point  :  il  \ 
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par  suite, 

En  substituant  ces  valeucs  dans  les  deux  égalités  firéerdcnles,  on  trouve 

Enfin,  l'élimination  de  ï*  conduit  à  l'équRtion 

{x^  +  ,f  ^  sî)3  =  /^  +|--j-l\((iV  -^  6Y  +  cV  — 1), 

ou,  en  développant, 

6=c'a:»  +  «%»y*  +  a^(.=ï=  =  [b^  —  c'-'faVf  -t-  (a^  ~  li^cY^'' 

Elle  représente  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  surface  variable  H 
avec  un  plan  tangent  qui  poule  sur  l'ellipsoïde  donné.  C'est  une  surface 
du  4'  ordre  appelée  par  i.  Booth,  surface  des  contacts.  On  pourrait 
en  déduire  comme  précédemment  les  l'ormules  propres  a  trouver 
l'équation  de  la  même  surface  en  coordonnées  tanjçeniielles. 

895.  Surfaces  des  ondes.  Ètiini  donné  l'ellipsoïde 


on  mène  un  plan  par  le  centre  qui  renconti'C  la  surface  injvant  une 
conique.  Désignons  par  pi,  ps  les  axes  de  cette  courbe  ou  les  rayons 
maximum  cl  minimum  de  la  section,  et  portons,  sur  une  perpendicu- 
laire élevée  par  le  centre  au  plan  sécant,  des  longueurs  OMi  et  OMa 
égales  à  pi,pï'-  le  Heu  des  points  M,  et  Ma  lorsque  le  plan  tourne 
autour  du  centre  est  une  surface  du  quatrième  ordre  appelée  surface 
des  ondes.  Elle  a  été  étudiée  par  FresncI  dans  la  théorie  de  la  propa- 
gation des  ondes  lumineuses  dans  les  milieux  cristallisés. 

Afin  d'arriver  h  lëquation  de  la   surface  que  l'on  ^icnt    de  définir, 
imaginons  une  splicre  concentrique  à  l'ellipsoïde  et  repi'cscntéc  par 
X*      y^      z^      . 


y  Google 


Eo  retrancliant  membre  ii  membre  leri  équations  des  deux  surfaces, 
il  vient 


Celle  équation  définit  une  surface  conique  passant  par  l'intersection 
de  la  sphère  et  de  l'ellipsoide.  Menons  un  plan  tangent  P  à  ce  cône 
suivant  un  ravoii  OR;  la  tangente  k  l'extrémilé  de  OR  à  la  conique 
d'intersection  du  plan  P  avec  l'ellipsoïde  appartient  au  plan  tangent 
à  la  sphère  au  même  point,  et  sera  perpendiculaire  au  rayon;  il  s'ensuit 
que  OH  est  un  rayon  maximum  ou  minimum  dans  la  section  du  plan  P, 
ou  l'un  des  deux  axes.  Tout  plan  tangent  au  cône  donnera  lieu  a  une 
remarque  analogue.  Il  en  résulte  que  le  cône  réciproque  du  précédent, 
c'est-à-dire  le  cône  formé  par  les  perpendiculaiies  menées  par  le 
centre  aux  plans  tangents  du  premier,  rencontrera  la  sphère  de  layon  r 
suivant  une  courbe  qui  appartiendra  à  la  surface  des  ondes  II  suffit 
donc  de  combiner  l'équation  dn  cône  réciproque 

«a  —  J-'      6*  —  r'      c'  —  r* 

avec  celle  de  la  sphère  pour  éliminer  r^,  et  l'on  arrivera  à  l'équation 
de  la  surface  des  ondes  qui  sera  de  la  forme 

„v  f-V ^ -0. 


a^  —  {x^  -^-  y'  +  2^)      6*  —  (x^  -t-y^  -i-  z=)      c^  —  {x"  -+- 1/=  ■+■  z') 
En  multipliant  et  faisant  les  réductions,  elle  devient 
(œ^  -i-y^^  z^)  (ffl'a:'  -¥  b^y^  +  c^K*)  —  a^  (fi'  -\-  c^)  x^  —  6'  (a^  -t-  c^)  y^ 

On  en  déduit  pour  les  sections  de  la  surface  avec  les  pians  coordonnés 
{x^  H-  )/'  —  e^)  {a^ic'  -4-  6^»;'  —  a*6^)  =  0 
(x!  +  s'  —  b^)  {aV  +  c's'  -  a%^)  =  0, 
{if  4-  3=  —  a^)  {cH^  -t-  bY  ~  &*c')  =  0. 
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Chacune  de  ces  sections  se  compose  d'un  cercle  et  d'une  ellipse;  les 
points  communs  à  ces  lignes  dans  un  même  plan  seroiit  des  points. 
doubles,  c'est-Ji-dire,  des  points  où  les  deux  parties  de  la  surface  se 
rejoignent  puisque  les  deux  rayons  correspondants  sont  égaux.  Il  est 
visible,  en  supposant  o  >  6>c,  que  le  cercle  est  intérieur  à  l'ellipse 
dans  le  plan  des  xy,  et  extérieur  dans  le  plan  des  y:z;  par  suite,  les 
points  doubles  sont  imaginaires  dans  ces  plans.  La  surface  admettra 
seulement  quatre  points  doubles  réels  dans  le  plan  des  xz. 

On  sait  qu'il  n'existe  dans  l'ellipsoïde  que  deux  séries  de  sections 
elreulaires  réelles,  parallèles  à  l'axe  moyen;  de  sorte  que  les  points 
de  la  surface  des  ondes  où  les  rayons  sont  égaux  doivent  se  trouver 
sur  les  perpendiculaires  aux  plans  des  sections  circulaires  centrales, 
et,  par  conséquent,  dans  le  plan  des  xz. 

La  surface  des  ondes  rencontre  le  plan  des  icy  suivant  un  cercle  de 
rayon  c  et  suivant  l'ellipse 

a  (."  +  l)°y  —  u,%^  -=  t) 
On  peut  s'en  rendie  compte  ficilemcnt  en  ob  civant  qu  un  plan  pissant 
par  l'axe  des  z  donne  pour  section  une  ellipse  dont  1  un  des  axes  est  r , 
et  l'autre  un  ra\on  de  1  dhp^e  du  plan  des  xy ,  «i  le  plan  atcant  tourne 
autour  de  l'axe  des  z,  les  points  de  la  suifice  des  ondo  situes  sur  h 
pcrpendiculaiic  au  plan  doivent  décrue  1  un  un  cercle  de  rayon  c, 
et  l'autre  l'ellipu  pnncipik  du  phn  des  i  /  t  umce  d  un  angle 
de  W. 

396.  Surfaces  apsidales.  La  surface  des  ondes  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier d'un  genre  de  surfaces  qui  admettent  le  même  mode  de  génération 
et  qu'on  appelle  surfaces  apsidalcs.  Considérons  une  surface  quelconque 
S  et  un  point  fixe  0;  menons,  par  ce  dernier,  un  plan  qui  rencontre  la 
surface  S  suivant  une  certaine  courbe  C  ;  on  prend,  sur  une  perpendicu- 
laire au  plan  sécant  issue  du  point  0,  des  longueurs  égales  aux  rayons 
maximum  et  minimum  de  la  section  :  le  lieu  des  extrémités  de  ces 
longueurs  est  la  surface  apsidale  de  ta  surface  donnée. 

Pour  trouver  son  équation,  on  écrira  d'abord  celle  d'un  cône  ayant 
son  sommet  au  point  0  et  passant  par  l'inlerseciiou  d'une  sphère  variable 
de  centre  0  avec  la  surface  proposée.  On  verrait,  comme  précédemment, 
que  tout  plan  tangent  à  ce  cône  suivant  un  rayon  OR  détermine  dans 
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la  surface  nue  section  où  le  rayon  OR  est  maximum  ou  minimum. 
Il  s'ensuit  que  les  points  d'inlerscclion  du  cône  rtJcîproque  avec  la 
sphère  appartiennent  à  la  surface  apsidale  dont  l'ëquatioii  s'obtiendra 
en  éliminant  r^  entre  les  équations  e!e  la  sphère  et  de  ce  cône. 

39Ï.  Surfaces  poditires.  Soient  S  une  surface  quelconque  et  0  un   ■ 
-point  fixe;  on   abaisse  de  ce  point   une   perpendiculaire  sur  le  plan 
tangent  P  à  S:  le  lieu  du   pied  p  de  la   perpendiculaire,  considéré  sur 

tous  les  plans  tangents  à  S,  est  une  surface  dérivée  de  la  première 
&  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  podaire. 

Prenons  le  point  fixe  pour  l'origine  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires, et  soient  w,  u,  w  les  coordonnées  tangentielles  du  plan  P  : 
son  équation  peut  s'écrire 

(P)      ux-i-vy^-mz^i. 

Mais,  nous  savons  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  un 
plan,  et,  par  suite,  les  coordonnées  cartésiennes  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire, sont  proportionnels  aux  eoeffieienis  M,  u  et  w;  ou  aura  donc 


Il    résulte   des   formules  précédentes  que,  si  la  surface  proposée  est 
définie   en   coordonnées  langenlielles   par   l'équation    F{w,  w,  w')  =  0, 
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celle  de  la  podaire  en  a^,  y,  z  sera 

v(  ^    \     ,,  -^^ ^     ;      ^=.0. 

V^a;'  +  (/=  H-  z'       x^-^y^^  z'       x^ -t- y^  ■^.  z^ ) 

Réciproquemenl,  si  le  pied  p  décrit  une  certaine  surface  ayant  pour 
équation  /"(x,  i/,  z)  =  0,  le  plan  P,  mené  perpendiculairement  \  l'exlré- 
mité  du  rayon  variable  Op,  enveloppera  une  surface  i^ui  sera  représentée 
en  coordonnées  tangeniielies  par  l'équation 

Si  on  applique  la  règle  précédente  à  l'ellipsoïde 

^-+- 1^  +  ^=1     ou     ahi^ -^hH^->c-(y'w^=^\, 

lorsque  le  point  0  est  le  centre  de  la  surface,  on  trouve  pour  l'équation 
de  la  podaire 

a^x^  -1-  h^y^  -1-  cH^  =  {x^  -+-  t;=  H-  z^. 
Kéciproqucmenl,  si  l'extrémité  du  rayon  Op  décrit  la  surface 

a*       b^       c*         ' 
le  plan  P  enveloppera  une  autre  surface  représentée  par  l'équation 

Quand  la  surface  proposée  se  réduit  à  un  point  ayant  pour  équation 
/u  -t-  mu  +  nwt  =  l,  la  podaire  est  une  sphère  représentée  par 

Ix  -*•  my  -1-  HZ  =  x^  -\-  y^  -\-  z^  ; 
et    lorsque  l'extrémité  du  rayon  Op  décrit  un  plan  Ix  -t-  my  -i-  nz  •^  1, 
le  plan  perpendiculaire  P  enveloppera  la  surface 

/((  -H  mv  -1-  nif  =  M^  ^-  r'  -+-  w^. 

Étant  donnée   une  surface  S,  on  peut  en   déduire  plusieurs  podaires 

successives;   car  en   appliquant  les  règles  précédentes  k   la   première 

podaire  obtenue,  on  aura  une  nouvelle  surface  appelée  seconde  podaire 
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de  la  proposée;  et  ainsi  de  suite.  On  donne  le  nom  de  podaire  négative 
a  la  surfaee  enveloppe  des  plans  perpendiculaices  aux  exlréniitég  des 
rnyons  vecteurs  d'une  surface  donnëe;  en  applieiuant  le  même  procédé 
à  la  première  podaîrc  négative,  on  obtiendra  une  nouvelle  surface  qui 
sera  la  seconde  podaire  négative  de  la  proposée,  etc. 


39S.  Surface  de  Jacobi.  Considérons  le  système  de  quatre  surfaces 
du  second  ordre  définies  par  les  équations 

L  =  0,     M'=0,     N  =  0,     P  =  0. 

Soient  LiULsli,  M,MsMsMi,  N,NsN,Ni,  PiPsPjPi  les  premières  dérivées 
des  fonctions  L,  M,  N,  P  prises  respeeiivemenl  par  rapport  auK  variables 
X,  y,  z,  l.  Le  déterminant 

u    u   u 


M, 

Ni     Ns 

Pi      Pî 


M, 


Pi 


se  nomme  le  Jaeobien  des  équations  données,  et,  en  l'égalant  k  zéro, 
on  fl  l'équation  d'une  surface  du  4'  ordre  qu'on  peut  appeler  la  JacO' 
bienne  du  système  des  surfaces  données. 

Cette  surface  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  les  plans 
polaires  de  l'un  d'eux  par  rapport  aux  surfaces  données  passent  par  un 
même  point.  Car,  les  équations  des  plans  poliiires  d'un  point  {x',  y' ,z' ,  t') 
sont  de  la  forme 

xL'i  -t-  j/L'ï  M-  zL's  -t-  (L'i  =  0, 

xM'i  -H  yM's  +zM',  -1-  (M'4  =  0, 

zK,  4-  i/N'ï  +  sN',  -4-  iN'4=.  0, 

arP',  -t-  )/P'i  -t-  ïP's  -t-  iP'j=  0, 


et  ces  pla 

s  passeron 

tpa 

un 

nèm 

poi 

i,silescoord 

salisfontà 

l'équation 

U 

U 

U 

U 

=  0. 

M, 

Ma 

M, 

Mi 

N. 

Nî 

N. 

N4 

Pi 

Pi 

P, 

Pi 
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La  surface  de  Jacobi  peut  encore  être  regardée  comme  le  lieu  géomé- 
iriijue  (les  sommets  des  cônes  du  second  ordre  renfeniiés  dans  l'équation 

(s)       >.L  -+-  ^iM  -V-  vN  -H  uP  =  0 
qui  déflnit  des  surfaces  du  second  degré  susceptibles  de  (rois  nouvelles 
conditions.   En  effet,  si  l'équation  représente  un  cône,  les  coordonnées 
du  sommet  vérifient  les  égalités 

ÎX,  -4-  pMi  H-  wNi  -t-  nV,  =  0, 
lu  <-  l'-l'h  -4-  vNi  -i-  îtPs  =  0, 

>JL;   -H   UM,   M-   vNô    +7lP3=0, 

llt  +  [xM^-t-vN, +  7rPi  =  0. 

Le  lieu  de  tous  les  sommets  des  cônes  représentés  par  l'équation  (*) 
s'obtiendra  en  éliminant  les  paramètres  ï,  jx,  v,  tt;  ce  qui  revient  k 
égaler  à  zéro  le  Jacobîen  des  fonctions  Lj  M,  N,  P, 

Plus  généralement,  si  les  surfaces  données  L,  M,  N,  P  sont  respective- 
ment des  degrés  I,  m,  n,  p,  le  Jaeobien  du  système  est  toujours  le 
déterminant  que  nous  Tenons  de  considérer;  dans  ce  cas,  les  éléments 
des  différentes  suites  étant  vcipectivemenl  des  degrés  l  —  i,m  —  i, 
n  —  \,  f  —  1,    lii  Jacûbienne  sera  une  surface  de  l'ordre 

i  -t-  m  -t-  )(  -V  fi  —  i. 

399.  Forme  ■particulière  de  l'éqimlion  du  IroisUme  degré.  L'équation 
générale  du  Iroisicme  degré 

renferme  20  termes,  et,  par  suite,  dix-neuf  constantes  arbitraires,  de 
sorte  qu'il  faut  dix-neuf  points  de  l'espace  pour  dctcnuincr  ujie  surface 
du  troisième  ordre.  Soient 


A'  =  0,     li'  =  0,     C'  =  t), 

les  équations   de   six  plans  renfermant  chacune  trois  paramètres  arbi- 
traires. L'équation  du  troisième  degré 

(s)       ABC  — ).A'B'C'  =  0, 
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où  A  est  un  coefficient  indéterminé,  aura  liix-neuf  coiislantes  arbi- 
Iraii'es,  et  il  sera  généralement  possible  de  ramener  toute  équaiion 
du  troisième  degré  à  cette  forme.  II  en  résulte  qu'on  peut  regarder 
cette  dernière  équation  comme  représenlant  une  surTace  du  troisième 
degré  quelconque. 

On  voit  immédiatement  que  les  neuf  droites 

AA'     Air,     AC, 

BA',     llli',     BC, 

CA',     Cif,     ce, 

appartiennent  à  la  surfncc  du  troisième  ordre. 

Ces  droites  ne  sont  pas  les  seules  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface. 
En  e£Eet,  considérons  un  hyperboloïdc  passant  par  quatre  droites  dont 
on  vient  de  prouver  l'existence  et  représenté  par  l'éqnalion 

Ali  — ;tA'B'=0. 

En  la  combinant  avec  celle  de  la  surface  pour  éliminer  le  produit  AB, 
on  trouve  réquation 

A'Il'llC  — /(C)  =  0. 

L'iiyperboloïde  ayant  quatre  génératrices  communes  avec  la  surface 
du  troisième  ordre,  rencontrera  encore  celle-ci  suivant  une  conique 
située  dans  le  plan  )C' — kC  =  0,  puisque  la  courbe  d'intersection 
des  surfaces  est  en  général  du  sixième  degré.  Mais  on  peut  déter- 
miner k  de  manière  à  ce  que  la  conique  se  réduise  à  deus  droites,  et, 
l'hyperboloïde  coupera  la  surface  du  troisième  ordre  suivant  deus 
droites  nouvelles.  Comme  ce  raisonnement  est  applicable  aux  liyper- 
bobïdcs  circonscrits  aux  neuf  qiiadrilaièies 

(Al!  AN!'),  (ABA'C),  (ABU'C'j, 
(AC  A'C),  (A€  A'B'),  (AC  B'C), 
(BCIt'C),     (BCA'C),      (BCA'B'), 

on  aura  dtx-huit  droites  situées  sur  la  surface  et  dislinelcs  des  premières, 
et  on  arrive  k  ce  théorème  :  Une  surface  du  troisième  ordre  renferme  en 
géné}-al  vingt-sept  droites  distincks. 
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